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STUDIA MATHEMATICA 107 (2) (1963)

Quelques espaces fonctionnels associés
a des processus gaussiens

par

Z, CIESTELSKIT (Gdadsk), ¢ KERKYACHARIAN (Amiens)
et B. ROYNETTE (Nancy}

Abstract. The first part of the paper presents results on Gaussian measures supported
by general Banach sequence spaces and hy particular spaces of Besov-Orlica type. In
the second part, a new constructive isomorphism between the just mentioned sequence
gpaces and corresponding function spaces s established. Consequently, some results on
the support function spaces for the Gaunssian measure corresponding to the fractional
Brownian motion are proved. Next, an application to stochastic equations is given. The
last part of the paper contains a result on the support function spaces for stable processes
with independent increments.

I. Introduction. Soit x; = 1, vk, § = 0,1,...; k= 1,...,2%, supp x
= [(k-—1}/27,k/27], ’ensemble des fonctions de Haar de l'intervalle [0, 1], et
soll wp(t) = 1, wi(t) = ¢, o;u(t) = f{; x;k(s) ds Vensemble des fonctions de
Schauder. Il est bien connu que toute fonction continue f : [0,1] — R g’écrit

(L1) £ = fapa(t) + Fror () + > finen(t)
gk
oit les coeflicients fj; sont donnés par les “évaluations” de f

Jo=F(0),  fi=fQ1) - F(0),

(1.2) ‘ i 2k -1 1 2%k 2k — 2

Cles formules permettent de montrer que 'appartenance de f & certains
espaces de Banach (espaces de Besov By, g, espaces modeléds sur des es-
paces A’Orlics Boy oo, e5paces associés & certains modules de continuité)
est équivalente  Pappartenance de ses coefficients fyp & certains espaces de
Banach de suites. Le paragraphe III de ce papier est consacré & montrer
ces dquivalences et nous permet de digposer d’un “dictionnalire” permettant
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de live les propriétés fonctionnelles d’une fonction f en termes d’espace de
Banach de suites.

Soit maintenant B, (t € [0,1]) un processus gaussion A trajectoires con-
tinues. La formule (I.1) permet alors d’écrire

B, = gowo(t) + gr1(8) + 9 ginwn(t)
ik

ol les {go, g1, 9;:) forment une suite gaussienne. L'appartenance de b oo
B, & certains espaces fonctionnels va donc se lire sur les propriétéy de la
suite (g;x), et donc sur sa covariance. Clest pourquol le paragraphe 11 est
consacré 3 I’étude des suites de v.a. (g %) gaussiennes et & leur appartenance
3 des espaces de Banach de suites. Nous avons préféré, pour des ralsons
de clarté, étudier dans ce paragraphe de fagon autonome les espaces de
suites gaussiennes sans référence aux processus gaussiens ni aux théoremes
d’isomorphisme du paragraphe III. Cette démarche permet de mettre en
évidence la dichotomie existant entre les espaces de Banach séparables, ot
la. mesure gaussienne charge toutes les boules ouvertes, et les espaces de
Banach non séparables, ol apparait un “phénoméne de tron” : il existe une
boule ouverte centrée a l'origine non chargée. Ce phénomene est classique
(cf. [T] ou [DHJIS]). Notons aussi que, pour I'étude de ces suites gaussiennes,
nous faisons un usage important des propriétés d’hypercontractivité du sewni-
groupe d’Qrngtein-Uhlenbeck.

Le paragraphe IV consiste simplement A rassembler les résultats des para-
graphes IT et TTI pour obtenir des théorémes d’appartenance de certains
processus gaussiens A des espaces de Banach : espaces de Besov, espaces
modelés sur un espace d'Orlicz, espaces lids & des modules de continuité. En
particulier, nos résultats s’appliquent au mouvement brownien fractionnaire
d’indice o, i.e. au processus gaussien sur [0,1] dont la covariance est, donnée
par

. 1
Kot s) = BB BY) = 5(Jt]* +[sl" — [t -5

“y 0= a<2)

(la situation o = 1 est celle du mouvement brownien classique).

L’une des conséquences des résultats ’appartenance déerits ci-dessus est
quil est possible de définir, par dualité, Iintégrale stochastique do Strato-
novitch anticipante pour une large classe de processus. En particulier, pour
le mouvement brownien fractionnaire d’indice «, 8l o« > 1, ces techniques
permettent de montrer Pexistence et Punicité de la solution des équations
différentielles stochastiques, bien que le processus B™ n’ait pas de propriété
de martingale ni de markovianité, Enfin, nous montrons que les techniques
développées ici s'appliquent & d’autres processus que les processus gaussiens,
en l'occurrence des bruits blancs stables.
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Nous remercions vivement le referee qui nous a falt part de plusieurs
remarques intéressantes, notamment en ce qui concerne le théoréme IL6G et
la separabilité des espaces gaussiens.

II. Quelques espaces de suites gaussiennes. I’espace de toutes les
suites est noté BY, avec N = {0,1,...}. Pour z € RY, Ia double notation
@ = (m,) = (@) sera utilisée, avec :

(zp) = (:177,,’.’1, ¢ N) et

(:llj,q,) wm (), LTS € NEk=1,.. .,2j; et o = $2j+k) .

Dans toute la suite de ce paragraphe ¢ = (gn) = (gjx) désignera un
vecteur gaussien tel quo les v.a. gy solent centrées et de variance égale a 1.
On utilisera Uhypothése suivante :

(H) Tl existe § > 0 et une constante Cs > 0 telle que, pour tous 1 <
k&' <27,

Cs
EBlgingin)] € som——————.
l (gj’ug]k’)l — (1+|kr"“—k)£
Nous utilisons ici I'hypothése (H) car cette condition est satisfaite par les
composantes du mouvement brownien fractionnaire sur la base de Schauder

(cf. Jemme IV.2).

A, Les espaces &,. Pour L < p < 00, on notera

L 1/p
(1.1) g llp = (D o l?)
k=1
et on définit la norme | - ||, sur RY par
(11.2) ||y = sup(|zol. 1], sup 2 /Pl [n)
3

L'ensemble des a € RY tels que ||fiyy < oo, muni de cette norme, est
ainsl un espace de Banach, non séparable, que Uon désignera par Sp. On
notera S}f le sous-cspace fermé de 8, constitué des suites x de S, telles que
Tt o 2777 (|22l == 0. CPest un espace de Banach séparable.

Dang towte la suite, on notera ¢y = B{|gy[”), olt go est une v.a. gaussienne
réduite, el k, = ()7

Tutorime 111, Soit g une suite gaussienne sotisfuisant & (H). Alors :

1. Presque stirement, ky < |9l < 00. A

2. g appartient p.s. & S, ot Wappartient pes, p.s., a S,‘,’.

Observons que Sy, n'est pas un espace de Wiener abstrait, puisqu’il n’est
pas séparable et puisque la houle de centre lorigine et de rayon k, est
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de mesure nulle d'aprés 1 (cf. [T] et [DHJIS] pour une étude de la non
séparabilité et existence d'un “tron” dans la probahbilité).

Démonstration du théoréme IT.1. En fait, nous allons montrer
que, sous ’hypothése (H),

. 1/p
(I1.3) 2‘3/1’(Z|gjk|1°) sy P,
[

jroa

et il est évident que (IL.3) implique le théoréme 11.1.

Pour établir (IL.3) nous aurons besoin des lemmes suivants ;

Lemme 112 (cf. [G], [C6]). Soit (X, V) un couple goussien centré el que
E(X?) = E(Y?) =1, |E(XY)| = g. Alors, pour toutes fonclions mesurables
7 et g telles que Ef(X)? < oo, Eg(X)? < oo et f(X), g(Y') soient centrées,
on G

|B(HX)9(¥ )] < el B X)) (B(X)) 77
Si de plus f (ou g) est paire, on peul remplacer o por p? dans lindgalité
précédente.

Démonstration On pourra trouver cette démonstration dans {C0].
Cle lemme est classique. Indiquons en bri¢vement les grandes lignes. Eerivons
X =¢£,Y =pt + /1 g%y, avec ({,n) couple gaussien réduit. On a alors
E(f(X)g(Y)) = E(f(&)glet + V1 — ¢*n)) = B(f(§)0:g(£))

en notant Oy le semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck, et ot ¢ = et Décom-
posant alors f(£) (resp. g(£)}) sur les chaos de Wiener, on a

FE=3fu 9&=D g
nzl n>l

(il n'y a pas d’indice 0 dans la somme & cause de I’hypothise de centrage).
Il reste alors & observer que Oig, = ¢~ "'y, pour écrire

EGX)o() = B{ e fusn
nel
et le lemme s’en déduit immédiatement. Notons que, si f est symétrigue,

f-: Yony 2 fr ce qui explique dans ce cas la présence de p* au lieu de g dans
Pinégalité annoncée.

LEMME I1.3. Sous UPhypothése (), on
2 .
(11.4) E[Z(Igjklp - Cp)] < 6(5)c19p22‘7(1“5)
k

(e(8) est ici la constante dont (H) affirme Uemistence; rappelons que czp =
E(g?) = (2p)1/ (0! 27) i p est entier).
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Démonsgtration. Ona

B[ ol = ]} = B{ ot - ealaner - e}

k&

< (ezp — €)Y 1 Egingin )’

P
(d’aprés le lemme I1.2 appliqué A f(z) = g(@) = |z|" ~ ¢;)
2
C s
< Cop z “(m (d’aprés (H))

Ryl
< c:ﬁcgpﬂzﬂ (-6

Lemme 114, Sous Uhypothése (H), pour tout ¢ > 0,

S p{ei (Y ;gﬂ,pn)w # by — &, dp 6]} < 00
J C

Il est évident, d’aprés Borel-Cantelli, que le lemme I1.4 implique (I1.3),
et done le théoréme II.1.

Démongtiration du lemﬁm I11.4.
P{Z"j/p(z\gm\”)w & lkp — €. ky + E]}
= P{’ Z(\Qﬂ:lp —cp)| > 2;;'8;}
1 ;
W‘E{[Zﬂgﬁlp —cp)} }

(d’aprés l'inégalité de Markov avec ej, = (kp +&)° — ¢p)

748

92i(l~8) o
< e(8)eop g < o (d’aprés le lemme 11.3).
P

Claci prowve le lennue I1.4, Le théoréme L1 est ainsi prouvé,

B. Que se passe-i-il quand p — oc? On vient de voir que g appartient
ps. i S, (1€ p = no) et Pon voudrait maintenant éiucier ce qui se passe
lorscuie » —+ oo, Blen gir, si Pon délinit, pour @ € RM,

el = 0o lal = Jim, Tl

il est clair que |jgl (o) = 00 p.s. 1l n'est done pas trds intéressant de faire
tendre p “brutalement” vers I'infini.

Nous allons maintenant montrer qu'il est possible, de deux fagons, de
faire tendre p de “manidre douce” vers 'infini de facon que “tout continue
& 8tre fini”.
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B1. Définissons la nouvelle norme

— A oiey,,
(H'E’) ”w“(exp) S::'}]‘E \/132 ”‘TJHID
(la notation {exp) sera justifiée au chapitre III).
Il est clair que la norme ||z{|rexpy st plus grande (au sens de la compa-
raison des normes) que chacune des normes || - |-
Définissons Soxp = {2 : [[#[ltexp) < 00} et Siy,, le sous-espace fermé des
z € Sexp tels que

1 .
sup — 2792 ||z, ||, — 0.
pp\/f’ || g Hpj_’oo
TukoreME IL5. Sous Uhypothése (H) :

L. Il existe une constante cecn > 0 telle que, p.5.,

1
—k, .
VB

2. g appartient p.s. ¢ Sexp €t g n'appartient pos, p.s., § SY

oxp

(1L.6) Coxp S 1gll(expy <00 avec  euy, = sup
n

Il est clair que Sexp n'est pas un espace de Wiener abstrait, puisqu’il
n’est pas séparable et que la boule de centre 0 et de rayon Coxp West pay
chargée (cf. [DHJS] ou [T]).

Démonstration du théoréme IL5. Nous allons en fait montrer
que, pour A assez grand,

1 , Ljm
(IL7) P{——WZ“J‘”’ lgixlP) " > A} < co,

ce qui, d’aprés Borel-Cantelli, suffit & montrer la partie droite de (IT.6). La
partie gauche de (IL.6) et le point 2 découlent du théoréme IL.1 ot du fait
que la norme |f - ||(oxp) €t plus grande que chaque norme | - ey - Montrons
donc (I1.7). On a, en remplagant p par 2p et en supposant p entier,

1 e 2\ 1/ (20)
P{_Q‘ﬁ/(l‘[?) Zm’,k‘zn > A}
V2p ( Z )
= p{zmj Z(mm?” = tp) 2 AT (2p)” f'z-n}
2

S PN gl — o) 2 (PN o7}
&

(olt la constante ¢ > I est telle que cgp < ce™P(2p)?; notons que cgp =
(2p)!/(p127) ~ emPortt/ipr)
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s AP
< 1’{2 IS {lggnl® — eap) = (2p) *2*}
[
dés que A > (2e/e)t/2.
Appliguant alors Pinégalité de Bienaymé-Tchebyschev et le lemme IL.3,
on obtient, avec des constantes ¢ = c(§) et ¢”,

ooy 1/(20) o
A
) 2 )‘} < 22;;'6(’\0”)439 ’

Cleel prouve (117} et lo théordme 115,

B2. Venons-en & la seconde fagon de faire tendre p “doucement” vers
Pinfini. Daprés le théordme 111 et le théoréme de Fernique, on sait qu’il
existe, pour tout 1 < p < oo, un v > 0 tel que

(I1.8) Eexp(vllgllf,) < oc.

Définissons x,, = sup{~y : E’exp(*y”g“%m) < ool

Une question naturelle (puisque x, décroit avec p du fait que ||- ||y croit
avee p) est: que vaut ... xpT Cette limite est-elle nulle ou strictement
positive?

THEOREME 116, 1T existe une constante Yo > 0 telle que, pour tout p,
Xp 2 Xeo > 0. Aulrement dit, i ewiste une constante x > 0, indépendunte
de p, telle que

I GXP(XH!]”%?)) <00 pour Loul p.

Démonsgtration. Nous avions une démonstration de ce théortme
hagée sur hypercontractivité du semi-groupe d'Ornstein—Uhlenbeck. La dé-
mongtration suivante, plus simple, nous a été communiquée par M. Ledoux.
Nous 'en remercions vivement. SI X, {(# € T') est un processus ganssien
centrd borné ps., alors (cf. [LT1)

‘ - 1
Yo MY s exy 51 ‘!{‘ ‘) < oo = s U
v supdy > 0 Bexply “}M ) I} 23up, B(X})?

lei, e *processus”™ A considérer est (L/p-+1/¢ == 1)

24 .
Z Z -C},’.”\J{’l‘jhn E Z 2:‘;/7)”“,]'- “q S 1 ’

ey Jzl k=
puisgue, par dualité,

of

i
lall¢py = sup { z > gag 3,y 27laglly < 1} -

1 fessl izl k=i
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Minorer uniformément en p les x, revient donc a majorer, uniformdément en
», la quantité

i R} A
sup{E‘ ZZgjkajkr : ZZQ,J/PH(LI{.HQ < 1} .

i1 k=1 i2l k=1
Mais

[

2 2 ' g
B Y ] < (3 lanl) < (S #asll) <1,

=1 k=1 jzl k=l 51
¢i qui prouve le théoréme,
C. La norme de P. Lévy (1), Pour z € RY, définissons
l|z|| = sup = sup l#,x|
PViE

(la notation | - |1, est pour Lévy, et la justification de cette notation sera
faite au paragraphe IIT). Définissons

1
Sp={z:|zjL <o} et SP= {SL‘ € 8L lim —=sup @] = 0}.
jmroo \/5 k

&y, est un espace de Banach non séparable tandis que SE est un sous-espace
fermé et séparable de Sp..

THEORBME 11.7. Sous Uhypothése (H) :

1) Il eriste une constante ¢ > 0 telle que

c<gll <00 ps
2) g appartient p.s. & Sy et g n'appartient pas, p.s., & SY.

Il est clair que S, n’est pas un espace de Wiener abstrait puisqu’il n'est
pas séparable et que la boule de centre l'origine et de rayon ¢ n’est pas
chargée.

Démonstration du théoréme IL7. La partie |
la plus facile. Elle résulte du lemme classique suivant.

fbe < 00 P& est

Lemme IL8. Pour toute suite de v.a. (gg1) goussiennes réduites,
) 1
lim sup —= sup [g;»]| < v2log2  p.s.
Jj—oa J ok

Démonstration. Soit G > +/2Tog2. On a

P{%Sip lgjz| > O} < ;Pﬂgjk‘ > C’xﬁ} < 27 exp(~-C%5/2)

(*) Au chap. IIL, Pespace Sy, sera 8%, o avec w(t) = +/tlog(1/%).
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pour j agser grand et donc
) 1
>_‘ l’{\]—} sup | gy > U} < oo dés que C > +/2log2.
: J ok
p
Cecl montre, d'aprés Borel -Caatelli, le lemme I1.8.

Notons que, sous Uhypothése d'indépendance, la mée ligne d’arguments
conduit &
. 1
T - mtp Okl = \/2 log2 ps.
Y] \/

Tl resto b prouver que, sous (_H.), il existe ¢ > 0 telle que ||g||v. = ¢ p.5.

Lmue 119, Soicnd gi,... ., gn 1 gaussiennes centrées telles que
(i) By} = 'l,
(i) Elggy) = &* (i)

Alors pour tout M,

(11.9) PL osup g < MY < Plo| € ]ur}qa/‘(]—'i'('ri.vl)gz)-

LR SR ¢

Démonstration. Solent €,£),...,6, (n 4+ 1) gaussiennes réduites
indépedantos, On pose

gi= ot~ 26, i=1,...,n
Soit, fo R~ R On a
E{f{g1)--- Fgu)} = O£
ot Oy est le semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck et ol p= ¢
Soit v tel que |+ (1 — e = n, Le. r = 1+ (n — 1)p% On sait que Oy
est borné de L, dans Ly, (ef. [N]). Dot
O < T = 1P g 1y2 -

Le lemme découle alors de cette inégalité appliquée avee f = 11 _pr a1

~%

Olsarvons que (11.9) est dgalement vraie sous la forme

P sup g £ M} < Pl € Myr/0He 0,

LY BT
(On ntilise Pinégalitd précédente avee f = 1) M)

Lmme I1L10. Sous (H), 4 existe ¢ > 0 telle que

o ! :
litn inf —= sup | D.8.
1o V3

Bien sir, le lemume [1.10, joint au lemme I1.9, implique le théoreme IL7.
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Démonstration du lemme IL10. Soit § > 0 comme dans (H) et
soit s tel que 0 < 5 < 1. Il est clair que
(I1.10) Plsupg;i < ev/i} < P{ sup. Gik < 5}

k k=1,299,2-29% ..., 2

Or, les v.a. gj1,9;2i0,0j,220, - Gj0 ont d’aprés (H) une covariance
plus petite que c(6)/27%%. D'aprés le lemme de Slépian (cf. [LT}, p. 74},
on peut majorer P{sup, gjx < ¢/} par le second membre de (IL.10) en
supposant que les 29019 variables intervenant dans le second membre de
(11.10) ont une covariance constante égale & ¢/27%¢.

Appliquant alors le lemme I1.9, on obtient

P{sup gix < c/5} < Pl < c\/j}zj(l—a)/(HCQHM)TM) ;
k
soit
- . jad
P{s&pgjk <eit<(1- exp(~c%i/2))*

avec ¢ proche de c et j assez grand. On en déduit sans peine que, pour ¢
assez petit, »_, P{supy g;x < e/7} < oo, ce qui prouve le lemme IL10 et le
théorame I1.7.

D. Un espace séporable. Liexistence d’un trouw dans la probabilité pour
un espace non séparable nous incite & trouver un espace de Banach séparable
tel que

lgll <oco ps.

Bien sfir, de tels espaces existent. Par exemple (cf. [R] ou [Ro]), soit

) 1/
(1) fallgg = (2779051 0y g)

88 ={z:||z]lgpa < oo},

Spo = {0 € S Jum 2700BPH [ = 0}

I est clair que S est séparable si ¢ < 0o et que SIY, est dgalement

f =]
séparable. Par ailleurs, d’aprés le théoréme I1.1 on a, sous (H) :
¢ ||gllg,p,e < o0 p.s. pour 2 < 1/2, tout p et tout ¢
e g appartient p.s. & Sﬁfo pour § < 1/2 et tout p.

Nous voudrions, dans le théoréme qui suit, donner un exemple de norme
plus grande que toutes celles données par (IL.11) avec 8§ < 1/2, et telle

que g appartienne p.s. & un sous-espace séparable de l'espace de Banach
correspondant.
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Diéfinissons, en référence d Palinéa B1,

e s
&) oxp = SUp ——==[J2,. 1],
=0 Jp \65 s

Sexp = {2 ||£t||—c& < 0o},

y 9-i/p 0
m =zl =07,
i T, o)
S"Ul)

Alors Sgyp, est un sous-espace fermé séparable de Sexp-

a0
Sep = {:c € Sexp

Tugorkmne 1L11. Sous (B), g appartient p.s. & SO

ox
Notons que, pour tout g < 1/2, il existe ¢(8, p, ¢) telle que

“f‘"'Hﬁ,p,q < C(ﬁ:ﬁa@l)”m”ﬂ-
Démonstration du théorégme ILLL.
1. On a
27 s
BUP ———[[g;.{|lp < OC P8
ip VP e
d'apris le théoréme 11.5. On en déduit

9-ife
1012 lim sup == |lgs.lp = 0.
( ) frioe \/55 Hg.? HZF’

2. On a

Sp %ﬂ%llgy-!&p < up % Sup lgje| < oo p.s.
d’aprés le lemme ILE, d’ot
) 9-i/p
{IL.13) 1,1.1.1.% m;p —m—ﬂgj.{l}, =0,
Le théoréme 1111 est alors une conséquence de (I1.12) et (I1.13).

IIL. Isomorphismes entre espaces de suites
el espaces fonctionnels

A. Iispaves de type Besov-Orlicz. La fonction w s [0, co[— [0,00[ est
appelée un (3,v)-module si elle est continue, non décroissante et 'il existe
0,y > 0 et K finie telles que

(I1L.1) W(0) =0, w(2t) < Kw(),

1 . 1
3 ol ¥ ﬁ R
(TIL.2) E z”w(ﬁ) < K2 w(%),

Jo&f
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(111.3) > <K L

0% 278w 1/23) = 2daBy(1/200)

1 1

e S ( ) o),

<5 <50

1

IIL.5 K g = 0,1, ...
(T1L.5) Z pIaT 1/23) = zmw( g0y 0.1

Jo<y
Toutes les fonctions se comportant comme t*{log(1/4))* pour ¢ petit, avec
g <a<yetAeR, sont des (3, v)-modules.

Pour la théorie de base des espaces d’Orlicz nous renvoyons a [K]. Cepen-
dant nous allons rappeler quelques définitions et résultats qui vont nous
étre utiles. Une fonction M : B — R.. est appelée une N-fonefion si elle
est paire, convexe et satisfait & A(0) = 0. Nous noterons dans tout ce qui
suit : Ry = {0,00{, R = ]—o0,+oo[ et I = [0, 1]. L'espace d’Orlicz relatif
a la N-fonction M est noté L}, = L3, (1), et L = LP(I),1 < p < o0, est
Pespace de Lebesgue ordinaire muni de la norme

) i/p
171 = f 7P et)
I
Pour une N-fonction M et pour f définie sur I' et mesurable, définissons

olf; M) f M(f
Dans I'espace L}, nous définissons la norme

IfHiar = o ‘ff )dt‘

LEHY

ol N est la N-fonction complémentaire de M. De plus, nous avons
1

I11.6 = inf ~ f: A

(r.6) 172 = fnf 51+ 000 M)

Le module de régularité d’ordre k en norme d'Orlicz est défini par

Wi, (f;6) = [)S?Pﬁ [ Tion - AVl avee 8k <1
<h<

01(1 I5 est la fonction caractern:mque de Vintervalle I (I~ 8) et ol A} f(x) ==
flz+h)~

F(z) (AF désigne le k-idme itéré de Ab). Pour k entier, M une
N-fonction et w un (0,7)-1:110::1111@ avecy < ket 1l <g¢< o, deﬁmamns

@D Wfllosse = [+ lfk(MQﬁ)“@)lfq.

: w(t) t
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L espuce de Besov- Orlicz est alors défini par
(]]['8) f\«’f q( = {f E LM(I) HfHWJVf)fI < OO} -
(BAI :1( )

A ,,) cat un (,‘-:]'JHCG de Banach séparable pour tout g fini. Pour

(111.9) 1F o ati00 = | fllag +  sup wi, M (fit) ,
ocic1/k W(t)

et il ]Jc)sﬁédu 1N HOUS-CRPACE Hép&mble :
(II.10) By, ,, U= A{f € ol D) twi,m (f31) = o(w(t)} quand t — 0.}

Toutes les normes précéclel'ltes dépendent implicitement de &, mais en
fait, d'aprés les inégalités de type Marchaud (cf. [C6], th. 2.20) et d’aprés
(I11.5) elles sont équivalentes pour des & différents.

B. Les espaces de suites de type Besov-Orlicz. Nous allons étendre les
définitions de 1alinéa ILD. Pour r entier (qui sera lordre des splines; en fait
pour nos applications, nous n'utiliserons que les cas r = 1 et r = 2), pour
toute suite réelle

@ (wni=2-0. ., Lheg,k=1,...,25i=0,1,...)

et pour ¢ fini, nous définissons

HE“wMQH(Z\%rI_I_E( my ” o )Q)l/q

ot {my) est une suite de multiplicateurs dont le role est précisé ci-dessous

et ol
@110y = H Z“‘MXMHM
[

(111.12)

La norme définie par (IIL.12) et (IIL.11) dépend donc de la suite m;
dont il nous fandra préeiser la valeur pour chagque usage, Ci-dessous, les
(2, wy ) seront lew coefficients d'une fonction dans une base associée & une
partition dyndique, et les my seront égaux & la norme 12 de chaque fonction
de hase du j-itme bloc dyachquo Aingi, on aura my = 1 chaque fois que ces
fonctions de bage seront normalisées dans L?, ce qui sera le cas lorsqu’on
utilisera la base de Franklin ou la base de Schauder normalisée (cf. IILC et
TILD ci-dessous).

Donnons un exemple de la valeur de (JIL.11) et (TIL12). Si M () = |t[?/p,
on a

(ILL.11)

”:I'J”U\,“ jas H Zm-ﬂ“Xjk”p = 2-’1'/9“5"/1?“%.7.‘”?)
}'}
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et si de plus les z;;, sont donnés par (1.2) (i.e., si on fait usage de la base de
Schauder) alors m; = ||@;&ll2 = €27 si bien que

o-i/2-ilp N
et = (Zw@ +Z( \wj.np)) |

Une quantité équivalente a (II1.12) peut &tre obtenue en utilisant la norme
de Luxemburg qui est équivalente 4 la norme originale d’Orlicz. Plus préci-
sément, si z = K est la solution positive de 'équation

1 27/ ‘LUJM
(I11.13) 52 M (——»-m— =1,

alors
1
(1E1.14) ghesllpn < Kj < gl

Pour ¢ = oo, nous définissons

[ollu.pr.00 = sup (I3}, ==k flan ) -
o i\ w(@7)
Définissons maintenant 'espace des suites de Besov-Orlicz par

(IL15) S, = {2 = (@, v ¢ [|2llw,pq < 00}
(IL16)  Shreo ={2= (@2} [2]o,M o0 < ),

(many 528 = {o € St o lesllng = o)}

Pour ¢ < 0o, (85,5 || - lw,a1,4) est séparable. (S5 ., || llw, 24, Oo) n'est pas
séparable tandis que S“” est un sous-espace separable de &%,

5l g < oo,

C. L'isomorphisme enire espace fonctionnels et espaces de suitcfs'. Lroutil
principal de cet alinéa est les systémes orthonormaux de splines (cf. [C5),
[C6]). Nous présentons ici un résumé de leur construction. A chaque entier
naturel n > 2, il correspond une partition dyadique de [ C‘hd,qnc, n > 2
g'écrit de manidre unique comme 29 -+ k avee 1 < b < 2’ el 4 = O ,[ul
partition peut alors étre définie comme suit

o o Sigr  pour i=0,...,2k,
: ik
23
Pour compléter cette définition, posons sp; = 0 et 811 = 1. Définissons
également : (1) =1, ¢ =10, t; = 1 et pour n > 2,

2k -1 k—1 k . ;
by == 7 (n) = (T’ 2—7) pour n=2' + k,

pour i = 2k4-1,... n.
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sl bien que {s;, 14 = 0,.,.,n} est le réarrangement croissant de {f; : i =
0,...,n}. Pour tout entier v > 1 et n > 1 soit ST = S7(I) espace vectoriel
ces splines d’ordre  (de degré inférieur ou égal & 7 — 1) d’ordre maximal de
régularité correspondant & {s; ,, : 4 = 0,...,n}. Soit de plus 8} = 451
Pespace des polyndmes de degrd < r-- &k pouwr k= 2 —r,..., 0. Ainsi, pour
g 27 2 -, NOUS avons

Sy, CS,.C...c8Ccs.
Puoisque dim S, = n 4+ r = 1, on peut définir pour chaque » 2> 1 le
gystéme intdressant de splines suivant @ le systéme (fs Mip>2- 7} qui est

un systéme de splines orthonormal est qui est uniquement déterminé par les
conditions

ay ') ( G 3( ')
/.2: = 1, fu{ 1 € ‘5':1+1? (-fnT-{-]i g)=0 pour g€ 5],
”f;(T)H) =1 et f"(t,)>0 powr n>22—r
(ol ( = [, f
N()t()llb que, pour r o= L, 'enserhle { fff) in > 2~r} est simplement le
systéme de Haar {x, : n = 1} et pour r = 2, c’est le systéme de Franklin
{fn + n = 0} Comme dang 1 e cas du systéme de Haar, il est commode
d'tiliser la double notation (f-,,, s > 2—1) = (f f LTI R fj,c =
2 k). Ces denx systées de splines sont les deux seules que nous utiliserons
dang nos applications.
Tugorbme [1.1. Pour chaque N-fonction M et chaque entier r, le
systeme (F5) est une base dans chaque espace d’Orlicz Ly, (I), i.e. pour

chague f & L, (1), lo série
ol + 300 el
ik

(T17.18) - Z
2ep i)

avee oy e (f}"'ﬂj),hk o (ff;),f) CONUErge en nor |las et Papplication

Tl o= (@, whe) est zmrw tive. De plus, pourr 2 2, 1 ~< g < oo et pour chague

(0,7 1)module w, T2 B~ 8§ est un isomorphisme entre cspuces de Banach

Py

W, n sty 0
£ Bl}tl’.(ﬂ f‘.l oo By Mo et 8§ =Sy fI""M "‘J":,Mm

(avee my we L sont indépendantes

de M.

1) respectivernent. Les normes de T et T
Dans le cas particulier des espaces LF, Le. si M(1) = [¢["/p, on peut
énoncer : :
TrtoriME LS. Pourr = 1, 1 € p < 0o, L < g < oo et pour chague
(0,7 -1 1/p)-module w, T : B = S est un isomorphisme entre espaces de
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Banach pour

B=25

pq,Bg‘,‘w,B“D et §= S“’q,S;‘w,Sﬁi’o
(avec m; = 1) respectivernent. Les normes de T et T ne dépendent pas

de p.

Les théorémes II1.1 et IT1.2 sont des extensions de résultats antérieurs du
méme type (cf. [C1]-[C5], [R]) et leur démonstration repose sur les mémes
idées. Aussi ne ferons-nous pas ici cette démonstration et renvoyons uous
aux papiers ci-dessus.

Remarqgue au théoréme II1.2. La continuité de I'application T' :
B — S est également vraie pour tout (0, cc)-module w.

D. Les bases de Franklin et Schouder. Le gystéme orthonormal de Fran-
klin (i.e. le systéme de splines correspondant & r = 2) posséde en commun
avec la base de Schauder beaucoup de propriétés. Pour notre usage, i.c.
l’étude des processus aléatoires & trajectoires continues, Pexistence de la for-
mule (1.2), particulitrement simple, rend bien plus avantageuse I'utilisation
de la base de Schauder au lien de celle de Franklin. C’est pourquoi nous
allons, dans cet alinéa, traduire en termes de base de Schauder les théo-
rémes IT1.1 et TI1.2. Commencons par le résultat classique de plongement
suivant :

LemMe TT11.3. Soit w un (1/p, 00)-module et soit wo(t) = /7. Alors,
pour tous p et q tels que 1 < p < 0o, 1 < ¢ < oo, on o les plongements
continus suivants
(111.19) By, cBp, C B;"‘?l c C(I).

Démonstration. Soit f € By ; d'aprés 'inégalité de base du systeme
de Franklin prouvée dans [C3] et d’aprés le théoréme IIL1, on a

| S22 tie]_ € C 9l 5 €2 gl
& oC
< c- 2”1]‘[3";"'“[1;] < X g'j/z)w(l/zj)nfnw.p,q:
ce qui prouve le lemme grice & (I11.2).

En plus de la base de Schauder (g, @1,¢yy), introduisons sa version
normalisée dans L*(7}, (pf, @1, @5k)s O

eb=wo, =3,
‘P;k = \/§ . 2j+1(pjk .
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Alors il ost clair que pour chaque f € C(I), la série de Schauder

F= ol et + ) S yikehe
P

A20) o = F(0), = %(f(l) - Fo),

e () H0(8)+(52))

ast uniformément couvergente.

Leyvme 1114, Soit w un (0,00)-module et soit 1 < p,g < co. Alors 4l
caiste une constente O finde telle gue, pour toute f € C{I),
llzllwpia = Clyllupa

onx = (i, ) ost donnde par (IIL18) avee r = 2, my = 1, et y = (¥, Ysz)
est donnée par (I11.20),

Démonstration. [YVaprés les propriétés du systéme de Franklin éta-
blies dans [C4] on a

latglip < € 3 -l

Jed

pour 5 = 0.

(IT1.2) liplique alors

(aesin) < e ( S il
< Ot St ( o)

ot d'aprés (1113}, on a

(Z (sl ) ) S ol

Il reste done & estimer ley deux premidros coordonnées de . Pour cela, il
suflit de remarquer que o] < |/ et len| < /8] f|]1. Alnsi, daprés (I11.20)
et (I11.2) et I'inégalitd de Hélder, on a

(11.21)

Cette dernitre estimation, jointe & (I.[I.21), compléte la démonstration du
lemme TIL4.

Il reste 3 obtenir l'estimée inverse. Cest Uobjet du :
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LEMME IIL5. Soit w un (1/p,00)-module et soit 1 < p,g < oo Alors il
existe une constanie C finie telle que pour toute f € C(Iy on ait

[l g0 S Cllzllepg
oti & = (m4, x5,) est donnée par (111.18) avecr = 2 et my = 1, ety = (¥, y;n}
est donnée par (L11.20).

Démonstration. Elle repose sur Iestimée suivante des fonctions de
Franklin qu’on trouvera dans [C4] :

(FI1.22) F56()] < C- 2972+ powrtel,

avec g tel que 0 < g < 1 et 0 < C' < oo. Ainsi, pour les coefficients (1T11.20)
de la fonction fir on a

il = [ygel )] € C - 20 D73 k]
avec i > 7, 1<k <2, 1 <K < 2. Don, d’aprds (II11.18),

ikl = lys(£) < C 3 20"y |g1¥ e

Jrzi
donc
Hyj'“p <C Z 2l =412 Z sz’-H‘p
iz K
avec
erk = Z ‘.Gl’,'jtk,:‘qlzj _jkmk’} .
kﬂ

Définissant Q) = ¢! et
X (k') = lzs| pour L <K < 27",
J 0 pour k<0 ou &k > 23-1’
nous observons que
zin = (Q % X ;) (27 k),

d’olt
l[ze-llp < NQCHNIXs Cllp = CUXy (-
Alnsi
g flgs < € 29Dz [l
i'zi
et
1 1
mnw-ﬂ[p} <0 Z Pirj (m”fﬂy"-”[g)]) )
i'zi
en posant
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23"/%(2—;;")
Pyrj = § ileg(2-1)
0 sinon.
Mais (111.2) et (TIL3) impliguent

ZPJJJSO et ZIDJ'IJ'SC,
i J

pour § < §,

si bien que Uopérateur matriciel (Pj;) est borné dans I, d’ou

- o 1 a\ L/g
ma  ((zgmiwin) ) <Ol
i

11 ne reste plus qu’a estimer yo et 1. Mais d’aprés (II1.20),
2
lyof € [ fllee €t |30l < 7-?:||fﬂoo,
et d’apres (I11.22),
1 Floe < O (ol + 21 + 3722z l1o)
J

Utilisant alors (I11,2), on a

S22 g loo < 5 2 i

J f

= Z(zﬂ‘ Pu(277Y) (;@%ﬂnmﬂlm)
J

< (TN lellosa

i
<3 27702 ) allo g = Cllellopa
3

Dot |yo! 11| € C|l#]|w,pe ce qui joint & (111.23) termine la démonstration
du Jemme JIL5.

On pent alors énoncer

PuBoriME TIL6. Soit w un (1/p,1 + 1/p)-module et soit 1 < p,q < oo.
Alors (111,20) établit un dsomorphisme d’espace de Banach entre By | et SY,
(avee my == 1}, De plus, dans le cos séparable, les bases de Franklin et de
Schauder sont équivalentes, i.e. elles ont méme espace de coefficients.

E. Les fonctions & Orlicz de type ezponentiel. Pour les applications ulté-
rieures, nous nous intéresserons icl A des N-fonctions M particuligres (cf.
[08] et [F]). Plus précisément, soit
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[ (explz)?) -1 pour 1< 8 <00,
Ma(z) = { Eg(z) — E5(0) pour0< <1,

otl Eg(—z) = Eg(z) est I'extension de la partie convexe de exp: z# sur
(xg,00) par sa droite tangente en z5 > 0. Au point 2z, la fonction exp zh
change de concavité. Il sensuit que Ep(z) > exp|z|’ pour tout @ Par
ailleurs, on peut voir que pour tout 5, 0 < § < oo, il existe une constaute
Cpz finie telle gue

—nfuMB <jnf f exp [Af(2)

ITT.
(IT1.24) inf

Considérons par ailleurs la fa1mlle d'espaces de Banach définie par
(11L.25) B, ={f € ') : |l = OG

ol 0 < v < 00, avec la norme

) quand p — co}

liflls

(I11.26) o = sup e

La proposition suivante explicite les llens entre les espaces de Banach B, et
i, (k. [F]).

ProrosiTion TIL7. Soit 0 < v < oo et fy = 1. Alors B, = Ly, ot il
existe une constante Cy, 0 < Oy < co, telle que

1
(111.27) a\f|7 < fllae < Cylfly  pour f € B,.
Observons que pour tout & > 1 fixé, les deux normes

sup ——£ [1flp et sup 71k sont équivalentes.
pxl Py pra P

En effet,

(111.28) sup 11l < sup (13 < a"sup ——”‘f“p .

pza P7 T pxl PT T pra p7

Nous pouvons maintenant énoncer les théorémes IT1.1 et TI1.2 dany la
situation particulitre ot M = My, On oblient aiusi une extension du résultat
correspondant de [C6] & des modules plus généranx.,

THEOREME IIL8. Soit 0 < § < oo ef By = 1. Alors, pour tout (1/p,1)

module w la norme dans BMﬁ %0 est équivalente 4 lu norme originale dcma
Pespace des sustes Siy o, d.e. &

1
max | max |y;|,s DE—T
(el swpsop (otrlus ) )

o% [ et (yi, y;r) sont relids par la relation (1[1.20).

(111.29)
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Notons quiavec Uéoriture (1.2) et w(t) = £* la norme (1I1.28) s’écrit

1 /2 —an
H/”Wammm = DlaxX (”‘”L |fl .15;131'3 ;,;,’2 j{1/2-ed Up)“fj“p)

La démongtration du théoréme 111.8 est simple. Elle repose sur 'inégalité
(111.28) et sur le fait qu’étant douné w il existe p,, fini tel que les normes de
I'isomorplisine des théortmes 1151 et 111.2 sont uniformément bornées pour
P2 P

¥, [dentification d’espaces de suites el d’espaces de fonctions. Dans cet
alinéa, nous consitdérons la correspondance entre espaces de guites ¢t espaces
de fonctions données par le développement de Schauder

f =200 A L1 + z Z LikPik

les espaces de suites &y élant alors déhmh avec les multiplicateurs ()

donnés par mg = 1,7y = 1//3, my = 1/(v/3- 2%1) (cf. (UL.11) et (I11.20)).
On peut alors déerire le “dictionnaire” suivant :

F.1. Pour w(t) = I et M(x) = |z /p, notons

-0

Sy = Shree b S(p) it oo

Si nous définissons

By = {f + (zimpn) € S b et Bby = {f (zi,z50) € St b
alors

By 5= B oo = BY2 et By = Biaih, =By’
F.2. Pour w(t) = /1 et Ma{z) = exp(z®) — 1, notons
Soxp = Sigyo0 O ngp = Sl\cfg,oo'

9 nous définissons

By = {[+ (@i i) € Sxp} ot Btjxlv = {f 1 (wi,T0) € Sexp}-:

: 1/2 0 gl
B‘ xp BM’Q 2% et Bmx[) - B[\‘I-z,m

\/ Flog( 1/, notons
- 0
Sy, f;,; o Ot ’bl = S:‘o (SR

.8, Pour w(

Si nous Jdélinissons
~0
Br, = {f: (spa) € St et BL={f(@op) € SL},
alors

By, = BY,

[ S 4]

ot Bl = {f ¢ By Wioo(f16) = o{w(8)) quand § — 04}
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F.4. Nous présentons ici un espace de Banach séparable supportant la
mesure gaussienne correspondante. Pour w(t) = 1/t log(1/t}, définissons

Sogy = {(@0,331) € Soxp ¢ eyl = olV/B- 2w (1/2))
o quand max(j,p) — oo}
et
B& ={f:(zi,z) € S&}.
Alors
BSEP ={fe Bﬂfm w1 p(f36) = o(/pw(6)) quand max(p, 1/8) - oo},

IV. Application au mouvement brownien fractionnaire. Com-
mengons par une remarque générale relative aux processus gaussiens (A, =
X(t),t € I) de moyenne nulle (I = [0,1]). Pour un tel processus séparable
de covariance K continue :

K(s,t)= EX(s)X(t) et P{X(0)=0}=1
nous utilisons le critére de type Kolmogorov {cf. [CO] ou [KR]).

PropoOSITION IV.1 (cf. [CO]). Pour un processus goussien du lype ci-
dessus, st l'on a

K(t1—£t258> 3 K(tl,a)-;rf((tg,s)

pour t1,t9,5 € I, 0 < C < oo et 0 < o < 2, alors pour tout B avec
0<B<a/2, ona

av.1)

< Oty ~ "

P{X()eBE }=1.
De plus, p.s., le développement de Schauder

(Iv.2) X =200+ > Y Tikpik
ik

converge en norme dans BS,  (i.e. en norme Héldérienne d'indice ) avec

2 = X(1) - X(0),

(IV.3) e 2k — 1 1 [ k
e _ =z '
T =2 (X( 2j+1) 2(){(T>+X(§;>))

La classe des processus gaussiens qui satisfout & (IV.1) contient les
mouvements browniens fractionnaires (Bf) d’indice o, 0 < & < 2. Plus
précisément, on a

(IvV.4) BIB*(f) — B(s)* = [t — o
et
(1v.5) Eals,8) = EB*()B"(s) = 3 (5| -+ [tf" — |s ~ 11%).
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Le cas o == 1 est celul du mouvement brownien classique. 11 est clair que
d'aprds (IV.5) on a (IV.1) :

(IV.ﬁ) lr(og (é'[‘“gig' H -ﬁ) - i ﬂ(tl‘, S) ; I{w(tz’ S)

<6y = 2]

(tl,tg,s & I).
Ainsi, la. propesition V.1 s'applique & B®. Les formules (IV.2) et (IV.3)
peuvent alors &re rééerites pour le mouvement brownien fractionnaire

(I1V.7) BY = bty 3 Y o
ik

Bavic
By = BY(1) - B(0),

AV.8) (=1 L (E1N L ok
bjk = 2\/2" B I A B T +B 57 .

La forme particulitre de la covariance de B® permet d’estimer la cova-
riance des variables b, :

LamMME IV.2, Seit 0 < o < 2, Alors

TR N Zj(l'“"(lﬂ) 4
(IV.9) BQ§ibii) = — a4 ¢(2)
ot () = [2(k = k') ~ 2+ 2| et ot AY est lo diffdrence progressive d’ordre

4 ot de pas 1. De plus,

(1v.10) Byt = (22 - 1))
et il existe une constante C = C(a) finie telle que
: N o (1-a)

Les formules (IV.9) et (TV.10) se démontrent par calcul direct et (TV.11)
sobtient & partir de (IV.9) en utilisant le théoréme de la valeur m_?yelnne.

Notons que pour ¢ = 1, (IV.9) et (IV.10) impliquent que E(bjpbig) =
Sk el quiainsi les coofficients délinis par (IV.8) sont i:ndépen(‘lsu‘llt&s.

Nous sllons maintenant rassembler les résultats des sections I et TII :

TukonsME IV.3. Soit 0 < o << 2 et 0 < 1/p < @/2 (voir [3] pour le cas
a = 1), Alors, pos., les trojectoires du mouvement brownien froctionnaire
(B*(1), t & 1) appariiennent & B}}{i(l) et il ewiste C' = C(x,p) > 0 felle
que:

([V12) P{[‘ < “BQHL\'/z,p,w < 00} =]
th
{IV.13) P{B® € BYA0} = 0.
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De plus, il eziste une constante K = K{a) >0, indépendante de p, telle que
(Iv.14) E(exp K[B*|2 j2,p.00) < 20

Démonstration. Définissons gjr = b5y,/4/ E(b5;,)?. D'apris (IV.10) et
(IV.11), Phypothese (H) est satisfaite avec § =4 — a. Dot daprés (I1.3),
(IV.15) 2j“/2mj||bff,\|[p] j::oc P-Sey

avec les multiplicateurs m; = 1/2/. Passer de la représentation (IV.7) &
(IIL.20) revient & changer les multiplicateurs en m; = 1, et alnsi on peut
appliquer les théorémes II1.2 et IIL.6, ce qui montre (IV.12) et (IV.13). Par
ailleurs, (I1.2) pour g = (0,91, 9;%) implique Péquivalence de gl avec
| B%|la/2.p,00 &b alors le théoréme IL6 implique I'inégalité (TV.14). Notons
qu’ici une norme équivalente & | B || /2p,00 87€CI1
Sng—f(l/?-"a/EH/p) 5% 11 -
J
THEOREME [V.4. Soit 0 < a < 2. Alors, p.s., les trajectoires du mouve-
ment brownien fractionnaire (B(t), t € I) appartiennent & Bm/im([) at il
existe une constante C = Ca) > 0 telle que

(IV.16) PLC < ||B*||ay2,1s 00 < 00} = 1
et

o /2,0
(IV.17) P{B* e By/0}=0.

Démonstration. D'aprés le théordme I11.8 1a norme ||g|] fuxp) est dqui-
valente & || BY||a/2,M5,00 €t il suffit alors d’appliquer le théoréme IL5.

THEOREME IV.5. Soit 0 < o < 2 eb wgal(t) = (£ log(1/1))V/*. Il ewisie
= C(o) >0 telle que

P{C £ ||B7|

wo oo < 00F =1
et
P{B* € Basyl} = 0.
Ce théoréme est un corollaire du théeréme I[1.7.

Fnfin, terminons cet alinéa en appliquant ici les résultats do I1T.F.4. Pour
Wy, comme ci-dessus, définissons

Sg‘éo’o = {{zs, 258) ¢ |25 [y = o/ e (1/27)) quand max(j, p) — o}

et

B;?E’_O’U = {f . (miamj'kz) e 8;{:;),0,()}
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(avec f 1ide & (wy, 250) comme en IILEF), Alors, I'espace de Banach séparable
Big, M0 vérifie
PR . w/d oo .
B;);ﬂ)_ o {f & B{\fglm . wl,p(.fl (5) = O(@wcx(b))
quand max(p,1/6) — co}.
Triorkme V.6, Pour 0 < o < 2, on o P{B* ¢ Byn™'} = 1.

V. Application & l'intégrale stochastique

AL Lintégrale non causale. Soit deux suites numériques f = (f1, fir) et
g = (g1, gy) ot définissons

(V.1) F= fixa+ ijkxs'k:
gk

(V.2) g= gyt Zgijojk :
gk

Puisque les fonctions de Haar sont les dérivées des fonctions de Schauder, il
est naturel de définir

DiFmNeToN V.1 Pour f et g deux suites & support fini, soif
H é
(V.3) [ fodg= 35" fagiw [ xplxpe)de (sel)
0 0

dye it k!
at notons

1{f,9)(s)= [ fodg.
: 0

Nous allons maintenant étudier les propriétés de I(f, g} en utilisant les
développements en série de Schauder, Nous noterons

, E—1 k 2k —1
(VL'L) (§k) = (WEJM’ 5{) el ti = TSt
Le lemme technigne suivaut se montre par caleul direct :

LeamMe V.2, On e
(V.5) [ (e (w) du = X (6n)en(8)
]
pour ' <3 et (k) # (iK'},

) PRty
(V.6) [t du = onls)+ 3 D g tgnesrae(5)-
i jok=

Voici notre principal résultat, qui permet d'étendre par continuité la
définition de 1(f, g).
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THEOREME V.3 (cf. [Ro]). Soient a et p tels que 1 < p < o0, L/pm%{/i[)l =

1 etl/p < a<1/y. Alors il eviste C = Cla,p) tel que pour feB,"e
9 € By . on ait

(V.7) 12(7: Pllapoo S Cllfll-apliglicpe

Démonstration. Il suffit de montrer (V.7) pour des suites [ et g a
support fini. Ecrivons I(f,g) =Ig+ ...+ I avec

= (fim)er, L=y (1fie)ein

vk

(meqjk)fm,
I = Z (Z ijkgjkx,r’k' Jk—))‘p]’f\.’

40kt g

- Z (Z Zf:ikg:ﬂ'fc’xjk 'bj'kf))fpjw ;

JLE d<g Rk
=Y ( > fj’k’gjichk(tj’k’))‘Pj’k’ :
k<G k
D’aprés les définitions des différentes normes, on voit sans peine que :

L= Z(flgjk.)‘.ajk:

(V-8) ' AL O et

(V.9) 911 < Cllgllep,o0

La combinaison de (V.8) et (V.9) entraine

(V.10) Mollepioo < Ol fll1-ap1llgllap,c

Par ailleurs, d’aprés (V.2), Iy = fig — Iy et ainsi (V.10) et (V.8) im-
pliquent

(V-ll) HIlila,p,oo < CHf_Hl—w,rJ, 200
Pour Iz, nous avons d’apreés (V.9) et le théordme II1.6,
(V12 [alapee < ol | 2 finese
P 0,100

< Clglap,ec sup gi(e-1) if. H[n]
b

< Olgllapoe p_ 22 gi0=a) £ 1)
J

< Cliglapoo > 27 f1. /I

M
< C”i”l-—(x,p,l”-guaﬂ’:w '
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Pour Iy, Uindgalité de Holder et le théoréme I11.6 impliguent

(V.13) 1 Z3]] .00 <OZHf1 g li)

SOZT”MH

T ng- H [p]
bl

{ C‘”.:[H 1""“!1’”71“-0“”"\?}":’5)
< C’Hf“ Loy, 1 Hg“m,;ho@

I W TR [f]11 - e po1 somt les normes dans SP,"”‘I , SIE 7% respectivernent
correspondant anx wultiplicateurs my == 1,

Pour estimer la norme de Iy nous introduisons
B = Fingiexyne (bn) et Ajiw =Y % Bikjas -
i»i Rk
Nous savons que

(VA Mhallagos < Cuup2 Ay

< (,sup')' b ZHZBM) H[!

P k

Soit. maintenant E(k') = (k2K - 1) < k <277k}, d'obt
9i=d" oy

S B
A

BE(k")| =

D 3 it ! 1/ '
m“f2|mmeﬂmm(ZIMM)p

kEln(k) ke B {k)

7 - (l/pml/p( Z |fjk;|p)L/P

ke Bk

< 2% g ll, -

ot

od'(1/2~ 1/:»)” ): Bk fH w o' fp (L]

meufmewwumm,

g

i tee ”LHLB,M H7 <2 S g il

kg

g, ) PO £ ),

Cela implique, puisque o < L/p/, et d’aprés (V.14),
(Vls) ”Ll“fh‘ﬁhw S O”i”]-“ﬂ»pﬁHgHWJ)»GG
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Pour estimer la norme de Jg, nous utilisons I'inégalité

‘lel + 303 Finxir(t) ! < oo

J<J’ k.

qui se déduit de (V.1) puisque les sommes partielles forment une martingale.

Par ailleurs, pour chaque 7',

23( 1/2— 1/1"1‘0)(2'9 "y ZZthXJk(t’J'W } )1/1)

J<J’ R
< flloe -2 ~1/2-i/pte ”gj"HTJ < Ml gl epyen
De plus,

“i”l—a,p,l = Ifll 4 Zgj(l——a)
b

S fikxan HP
.

> A+ Z 23(1/p —a)
J

ijkaRHw > 1 Flleo s
3

et ainsi

(V.16) 175l ce,p,00 < C'Hinlwm,p,lHg||cv,1uoo'

Utilisant Uinégalité
’ > fj’k'gjkx;fk(tj'fc')\ <22 g;llp
&

nous obtenons

9i' (=1/2=1/p+a) (

ik Z ZQ‘JkXJk i)

)1/1')
i<y

< 2 (S (3 2 ose) )

i<y’
< Nlgllapos 9 (—1/2-1/p+ex) (Z m,/k,\;v( L of (L41/p~ n)) ) y
K S

< Cllgllagso - 22 fsile = Cllglapes - 2 Il -
Puisque

o '/p”fj’-H[p] _ Zj’{rx-—l/jr)’) ,Qj'('l-»f\')”fj,_“[p]

< Zj’(a_uy)“i“l*ﬂ,p,l < HJf

l1~~tx,7:,'l. 3
on en déduit

(V.17) 176! o0 < CH_f_”1-a,p.‘lH9|lsz,w-
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Addditionnant maintenant les inégalités (V.10) & (V.17) (sauf (V.14)),
neus ohlenons

(V'IH) H"’(f’ -U)Hf"fvﬂht'xﬂ = UHI_HJ'“CLIJ.'LHQHW,P,QO

Par aillenrs,

Hf“l v < ()“ I(Hl ey,
d’aprés la remargue suivant le théoreme I1.2, Le théoréme V.3 est prouvé.

O pourra trouver dans [Ro] des compléments sur Pintégrale définie par
le théortane V.3 ¢ licus avee Uintégrale de Stratonovitch, avec la formule
ATty eles (el dgalement [Nu] et [O]).

B. L intdgrale stochostique pour le mouvement brounien fractionnaire.
Pour le monvement, brownien {ractionnaire (B5*) de parametre o (0 < «
< 2) et pour toute fonction mesarable en (3,w) telle que f(,w) € Bl o/ 2
avec 1/p = /2 o 1/, Vintégrale stochastique est définie trajectmre par
trajectoire par la formule

Ll

(V.19) I fla,w) = f flu,w) o dB*{u,w).
0
Cletbe délinition a hien un seus d’apréds les théordmes IV.3 et V.3,

TuioriME VA, Svit 1 < o < 2/p et soit o B;/% - Br?.ﬁ un opérateur

condractant, Alors Uégquation d%ﬂcrmt?elle stochastique
]
X(t)=X(0)+ [o(X)edB* (tel)
(1/2

a une wnique solulion forte qui appartient p.s. d Byleo

—f2

Déemonstration Pour 1 < @ < 2 nous avons B,, m c Bp 10, et la

démonstralion se fait alors par des méthodes standards.

V1. Application an bruit blanc s‘nablc Soit maintenant X {f) (t €
[0, 13) 1n bruit blane stable d'indice o (0 < v - 2). Cela signifie ici que :

(VI.LI} Xy =

(VE2) X (1) est un processms A aceroissements indépendants stationnaires
Lol que

ElexpizX () = exp ( =™ [ - tAsgn(z) tg —{D (-1<B<).

Notons qu'on déduit de (VI.2) que pour tout a > 0, X(a) a méme loi que
1/te v
altv X (1),

- X (1) o8t pus. continue  droite et Limitée i gauche.
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THEOREME VI.1. On suppose 1 < e < 2. Alors :
(VL3) p.s., t — X(t) appariient d B;,/Doé sil<p<ao,
(VI4)  p.s., t — X(t) nappartient pas & B},/;Z sip>a.

Remarque. La valeur limite (p = «) apparaissant dans le théoréme
V.I.l montre que pour les processus stables la situation est tout & fait
différente de celle des processus gaussiens. Par exemple, le mouverment
brownien fractionnaire d’indice v (0 < 7 < 2) appartient & B:,”i;i pour tout
p fini avec 1/p < v/2 (cf. théoréme IV.3).

Démonstration du théoréme VL1 Nous utiliserons le

LeMME VI.2. Soit f: [0,1] —~ R continue & droite el limilée d gauche.
Notons {Af, : s € D} l'ensemble de ses sauts. Alors

(VL5) 1 lsaace 2 (32 |Af‘*1m)l/a‘

s
La démonstration de ce lemme est élémentaire & partir de la défnition
(IIL7) (avec k=1, M(#) = |t|%/a, w(t) = t1/%).
Démontrons déja (VI.4). Soit
px (wydt, dz) =¥ 1rax, +0)6(s.ax, )} (0 dx)
81

la mesure des sauts de X (ol § désigne la masse de Dirac).

Soient
_ Cilizsoy | Coliz<o}
U—dt( 1m|1+og |$‘1+£x )dm

le compensateur de px et

A= [0,1] {E_L[
nn—1
Les v.a. px (Ay) sont indépendantes et suivent une loi de Poisson de para~
métre ‘

1/(n—1)
V(A'n) = f W dw ~ On=—t,
1/n

I est clair que

(VI.G) Z ‘AXS‘Q > Z MXrEfﬂ) > Z bXx (An) - V(An) + Z i’_(_‘/}_'r_)_
n n n* ‘

s<1 ne

Or, "
v(Ay) el
Z __n“ ~ Ozﬂ; Eﬁa_ =00,

n
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tandis que 32, (ftx (A,) — v(4,,))/n® converge dans L2, et donc p.s., puisque

2 .
(VL) E(z fhx (A“z): JJ(A“,)> _ Z Var ’::‘;ifAN)

n
ee—1

1
NCZEW:GZW<OO

T T

Alnsi Capres (VL) (VLT),
DX oo 2 z |AX, " =00 D8
asl

el ceci achéve la démonstration de (V1.4).

Montrons maintenant (VI.3). Seit f : [0,1] — R limitée & gauche et
continue & droite telle que f(0) = 0. Solent fi, fix ses coefficients dans la
base de Schauder donnés par (1.2). Ecrivons

Fo=Jror+ 3. Fispine
qi<n k :
LiMME VL3, [, — f presque partout (pour la mesure de Lebesgue sur
Th o=k 00
0,1]).

Démonstration Notons que f, coincide avec f aux points dyadiques
d’ordre n, ie. aux points de la forme k/2" (k = 0,...,2") et que f, est
linéaire par morceaux. Puisque f est limitée a gauche et continue & droite,
elle est continue sauf sur un ensemble dénombrable de points. Soit 2 un point
de continuité de f et désignons par 67 (z) (vesp. 67 (z)) le point dyadique
immédiatement & droite (resp. & gauche) de z. Il est clair que

(VI8)  Ifulz) — £(@)] < sup(1f(2) = ful8F (@) |F (o) = Fulba (@D -
Comme f, (6% (z)) = F(6E(x)), le leome est prouveé.

D’aprés le Lemme VL3, on peut done écrire

T
Xy = @yipy -+ Z_, Y wpin  avec
TR

. ok—1\ 1 2% 2k — 2
Ry A P e A DY g L 2k — 4
g =2 29/ [X( T ) 2(X<2.¢+1) +X( BEEs] ))}

Utilisant alors le méme type d’arguments que dans la section 111, ont montre
(cela résulte du théoreme L2 et d*une légére modification du lemme 1.4,
modification permettant de remplacer la continuité de la fonction par le
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lemme VI.3) qu'il suffit, pour prouver que X € Bﬂl,,/ocf,, de voir que, p.s.,

: L
(VL9)  sup2i(t/2-1/et1/p) (Z |:z:j;h|p) <o pourl<p<a.
Y P

Soit ez = X ((k+1)/27) — X (k/27). 1l est évident que (V1.9) est impliqué
par

. Lip
(VL10) sup 2"3(_1/”""1/?)(2 \aj;c\p) <oo ps.pourl <p<a.

I k
Définissons
(VI.11) A = P %y,
On a bien siir, d’aprés (VL1) et (VI.2),
(VI.12) les v.a. @;;, sont indépendantes en k,
(VI.13) les v.a. @, sont stables et normalisées,

Par ailleurs, puisque p < @, E|d;|? = ¢, < co. Il suffit done, pour prouver
(VL.10), de montrer que

(V1.14) sup 279 Z(\EMF’ —cpy <00 DS,
J k

LeMME VL4, Soient Y1,...,Y, n v.a. indépendantes de méme loi, ayant
un moment d’ordre v > 1 et centrées. Alors, il existe ¢ telle que

1= 1
RO

ny-1l’
Démonstration. Soit (2,4, P) un espace de probabilité. Soit £
I'espace vectoriel de toutes les v.a. définies sur 2. Soit T : £(£2, A, P) —
L(£2, A, P)®" défini par

B

,Y
<c

1 ‘
TY (w1, ywn) = = Zl(””” - B(Y)).
b= |
11 est clair que 7" est un opérateur linéaire défini dans LP(f2, A, P) pour tout
p > 1. Il est clair également que

[T —rrqen) < e,
c
I T} a2y r2(an) < YR
D’aprés le théoréme d’interpolation de M. Riess, T est alors borné de L7({2)
dans L7(2™) de norme plus petite que ¢/n{r=1/7 ; ¢est le lemme VI.4.

icm
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Applicuant alors le lemme VI4 & la somme apparaissant dans (VI.14)
avee py < wety > 1, ona

|27 S (@l - )| } e 2mi.
k
g-ily—-1)

]"){lz-J ?ﬂﬁghw) o Cp)) > 5} S C___,..anf
el doue, d'aprds Borel Cantelli,

51}132""3'(2(!5;,-;\1\7) - cp)) <00 P&,
J h

Yol

ce qui prouve (VI.14) et achtve la démonstration du théoréme VI.1.
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On. first integrals for polynomial
differential equations on the line

hy

HENRYEK ZOLADEK (Warscawa)

Abstract. We show that any equation dy/de = P(z,y) with P a polynomial has a
glabal {on ]RQ} smooth first integral nonconstant on any open demain, We also present an
example of an equation without an analytic primitive first integral.

1. Introduction. The first integrals for equations

(1) Y fw), () R,

were studied by T. Wazewski [8], Z. Szmydtéwna [7] and by J. Szarski {6].
It was shown that even when f is infinitely differentiable there can be no
differentiable first integral F'(z,y) different from a constant.

Recently K. Krayzewski (University of Warsaw) asked about the situa-
tion with polynomial right hand side of (1). The answer is contained in this
paper.

Let me give a little explanation of the origin of nondifferentiability of
first integrals. If y = (2, yq) is the solution of (1) with the initial condition
é(0,40) = yo on the line Ly = {z = 0} then solving the latter equation with
respect to yy we get the first integral :

F(x,y) = yo(z,y) .
F s defined in the domain Uy = {(z,%(2)): ¥ a solution of (1), 0 in the
domain of 7}, We want to extend it to the whole 22 in a smooth way.
The obstacles to siuch extension lie in the escaping of the solutions of (1) to
infinity in finite time ().

If a trajectory o from the boundary OUy of Up tends to infinity {+o0
or —~oc) and does not intersect the line Lo then we can extend F' to a
neighbourhood of vy by choosing a section Ty transversal to g, extending
Flauntr, to Ty and then extending F from Tp \ Up along the trajectories
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