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0. Introduction. Notre point de départ dans ce travail est une formule
explicite particulierement simple pour le symbole de Hilbert sur un corps
local K}, qui s’exprime comme suit : Soit / un nombre premier tel que K,
contienne les racines 2[l-iemes de 'unité pour un r > 1. Alors pour chaque
racine {"-iéme de I'unité ¢ contenue dans K, et tout z de K, le symbole
de Hilbert correspondant est donné par la formule

SEANPENE
(p) .

ol Up est une application a valeurs dans un Z;-réseau de Q; définie & partir
des logarithmes des valeurs absolues [-adiques.

Or l'intérét de ce résultat n’est pas tant de donner un nouveau moyen de
calcul des symboles de Hilbert (nous avons choisi d’en donner ici une preuve
directe particulierement simple, mais nous aurions pu aussi bien 1’obtenir
en transformant les formules explicites classiques qui font déja intervenir le
logarithme), que de relier naturellement les symboles sauvages & une ap-
plication v, qui n’est pas définie seulement modulo une congruence, mais
prend effectivement ses valeurs dans un Z;-module de rang 1, et peut ainsi
étre regardée comme ’analogue d’une valuation.

Plus précisement, si en chaque place non complexe p d’un corps de nom-
bres K contenant les racines 2{"-iémes de 1'unité, on convient de remplacer
la valuation p-adique usuelle v, par celle logarithmique v, on peut alors

définir un groupe logarithmique de classes de diviseurs Clg, analogue au
[-groupe des classes au sens ordinaire Clg (et donc d’une arithmétique voi-
sine) et lié de surcroit au noyau symboles sauvages dans le groupe universel
K5(K). L’isomorphisme obtenu

K Cly ~ UHy (K),

déja annoncé dans un article antérieur en termes idéliques (cf. [Jo], th. 2.12)
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et reproduit sous une forme voisine quoique non canonique par d’autres au-
teurs (cf. [CK], prop. 2.1), prend toute son importance ici du fait que le

groupe Clg n’est plus défini comme quotient du groupe des classes d’ideles,
mais explicitement comme groupe de classes de diviseurs, donc algorith-
miquement accessible aux méthodes numériques, ce qui ouvre la voie a une
approche effective du groupe Ha(K).

Nous commencons pour cela par rappeler quelques propriétés des valeurs
absolues [-adiques et notamment leur interprétation en termes de corps de
classes.

1. Rappel sur les valeurs absolues [-adiques. Si K, est un corps
local, i.e. le complété en une place ultramétrique p d’un corps de nombres
K, la factorisation de son groupe multiplicatif

Ky = iUy my
fait intervenir le groupe ug, d’ordre Np — 1, formé des racines de 'unité
d’ordre étranger a la caractéristique résiduelle p, le groupe Up1 =1+p des
unités principales, et le groupe monogene multiplicatif engendré par une
uniformisante arbitraire 7.

Si maintenant [ est un nombre premier, la valeur absolue l-adique prin-
cipale | - |, est définie sur K, par la formule

‘$| _ { <prvp(x)> pour p“a
P <NKp/Ql (x)Np~—"» (1’)) pour p |,

olt (-) est la projection canonique du groupe multiplicatif Z,* des unités
de Z; sur son sous-groupe libre maximal 1 + 2[Z;. Par composition avec le
logarithme [-adique (qui est bien défini sur 1 + 2IZ; par le développement
en série log(1 +z) = > - ,(=1)""2"/n), on obtient ainsi un morphisme
continu log | |, sur le groupe topologique K, & valeurs dans le groupe additif
27, (1).

Plus précisément, 'application obtenue induit canoniquement un 7Z;-
morphisme, que nous continuerons a noter log| |,, du compactifié l-adique
de K, défini comme la limite projective

’C; :(h%an/K’?ln’

sur un sous-module d’indice fini de Z; qui sera précisé plus loin. Il est com-
mode d’écrire

X __ . 7
Ky =Uy -,

(1) La définition ci-dessus de la valeur absolue l-adique principale differe pour | = 2
de celle utilisée dans [J1] ol sont prises en compte les composantes sur le facteur {£1} de
Z;. Cela est sans conséquence lorsqu’on compose par le logarithme 2-adique.
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comme produit direct de l'image U, du groupe des unités de K,* (qui
s’identifie au [-sous-groupe de Sylow de ug pour pf{l, au groupe Up1 sinon)
et du Z;-module libre de rang 1 engendré topologiquement par 'image de
I'uniformisante m,. Cela étant, ’application d’Artin identifie

e le compactifié ;' au groupe de Galois Gal(K;‘b/Kp) de la pro-i-
extension abélienne maximale de K,

e le sous-groupe des unités U, au sous-groupe d’inertie Gal(Kgb JKQT)
qui correspond a la Z;-extension non ramifiée K" de Ky,

e et le noyau

K, = Kerlog]| [,

au sous-groupe Gal(K2P/Kg°) attaché & la Z-extension cyclotomique K3°
de K (cf. [J1], §2). En d’autres termes, K est le groupe des normes cyclo-
tomiques dans C;).

En particulier, on a K7 = U, pour ptl.

2. Expression du symbole de Hilbert en termes de valeurs ab-
solues. Notons my, 'ordre du sous-groupe de torsion 1, de K;° (i.e. le nom-
bre de racines de I'unité contenues dans le corps local Ky), et w, I"application
d’Artin attachée & K, (a valeurs dans le groupe de Galois de I’extension
abélienne maximale de K,). Avec ces notations le symbole de Hilbert est
I'application bilinéaire de K,* x K, sur p, définie par I'identité

a’b — TYL%(wp(b)_]‘)'
KF' myp

Cela posé, le résultat de départ de ce travail peut s’énoncer comme suit :

THEOREME 1. Soient | un nombre premier, K, un corps local contenant
les racines 2I"-iémes de l'unité, et my, = 21"my (avec l{my) lordre du
groupe py,. Alors, si ¢ est une racine I"-iéme de lunité dans p, et x un
élément quelconque de K, le symbole de Hilbert correspondant est donné

par la formule
GTN  _ loglaly/my
KP m 7
p

ou | |, désigne la valeur absolue l-adique principale sur pr.

Démonstration. Ecrivons my, = (Np —1)p" Pordre de p,, et distin-
guons deux cas suivant que la caractéristique résiduelle p de K, est égale a
[ ou non.

(i) Dans le cas modéré I # p, il est bien connu (cf. [Se], ch. XIV) que la
puissance p'r-ieme des symbole de Hilbert (“7b) est le symbole régulier
Mp

Ky
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(a,b)p & valeurs dans ,ug, caractérisé par la congruence

CL,b Py ve (a)v avp(b)
(5) = (@b = (@08 mod )

mp

Il vient donc ici

p"P
(U) _ ¢on(@) — o= loglely/ log N
K, ’

Mp

compte tenu de I'expression dans ce cas de la valeur absolue l-adique : |z|, =
(Np—v»®), D’autre part, puisque K, est supposé contenir les racines 21"-
iemes de I'unité, nous avons les congruences Np = 1 (mod ") si est impair,
et Np =1 (mod 2"*1) si [ vaut 2, ce qui nous donne dans les deux cas

logNp  log(1+ (Np—1))
Np—1 Np—1
I1 vient donc finalement

p"P
(Cﬂ”) _ ¢ loglaly/(Np-1)
KP my

=1 (mod!") dansZ/.

i.e.

(C,m) — ¢~ loglels/(Np=1)p" _ o—loglaly/mp
KF mp

comme attendu.
(ii) Dans le cas sauvage [ = p, considérons la quantité

<<7 Jj) Np—1 _ l""\[/g(wp (37)_1)

KP my

Introduisons le sous-corps C| de K, engendré sur Q; par les racines I"'-iémes
de T'unité, et notons w; 'application d’Artin associée a C;. Nous obtenons
immédiatement

Np-1 Ni-1
G\ P — /Ny o @)=1) M
Ky ) oo, Ci L

et nous sommes ainsi ramenés a un calcul dans le corps Cf, unique complété
au-dessus de [ du corps cyclotomique C' engendré sur Q par les racines ["'-
iemes de 'unité. Or, ici, la formule du produit pour les symboles de Hilbert
dans le corps C nous permet d’écrire, pour tout y de C*,

C’y)m[/m - <<’y>_mq/m — (—Saztloglylqg/m
( Ci H Cy ¢

mi g7l Ma
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avec
m = 2",
my = ZTI<N[ — 1),
compte tenu des formules explicites déja obtenues dans le cas modéré, c’est-

a-dire :
mg/m
YN - toglyly/m
C - ’

en vertu de la formule du produit pour les valeurs absolues, et finalement,

NI-1
(Cay> :C—log\yh/m’
C, -

pour tout y de C* donc, par densité, pour tout y de C[*; et en particulier,
Np—1 Ni-1

C,i _ CvNKp/C[(x) _ C*logmp/lr[

Kp C[ ’

ce qui nous donne donc, comme annoncé,

GT\ _ —toglaly/my
(5) =

Au passage, nous retrouverons la classique formule d’Artin—Hasse, généra-
lisée pour [ impair par Iwasawa (cf. [Iw]), et qu’on peut aussi obtenir, indé-
pendamment de toute considération de parité, via la théorie de Lubin—Tate
(cf., par exemple, [La], Ch. 9).

ScoLIE. Conservons les motations du théoréme, et supposons | = 2.
Alors, si & est une racine 2" -iéme primitive de lunité dans p, et x un
élément quelconque de K., il vient

@ _ (_y=loglzlp/my
(KF')mp_( f) ’ '

Preuve. Pour ¢ € 2"t'Z,, nous avons en effet

log(1
Og( + Q) 1— g (mod 2r+1)’
q

ce qui introduit un signe moins dans les calculs précédents en vertu de
lidentité €2 = —1.

mp my

3. Valuations logarithmiques sur un corps de nombres. La for-
mule explicite donnée au théoreéme 1 invite naturellement & prendre pour
l[-valuation logarithmique attachée a une place p d’un corps de nombres
K contenant les racines 2{"-iemiques de l'unité la quantité —log|z|,/m,.
Malheureusement, cette définition donne lieu a des formules de transition
inutilement compliquées lorsqu’on compare les [-valuations logarithmiques
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ainsi définies dans K a celles qui leur correspondent dans une extension
donné L de K. C’est pourquoi il est préférable de procéder comme suit en
posant :

DEFINITION. Soient [ un nombre premier, K, un corps local, et m, =
p"* (Np — 1) le cardinal du sous-groupe de torsion p, de K. Par l-symbole
de Hilbert attaché a K, nous entendons le symbole sur K, a valeurs dans
pp défini sur K x K, par

(aab>prp o (a,b> pour p1l
(a,b) B Ky mp Ky ) Np—1 ’
p a,b Np=1 a,b

- pour p| 1,
(Kp>mp (KF')pTP

obtenu en prenant la partie réguliere du symbole de Hilbert ordinaire pour
les p étrangers a [, et la partie sauvage pour les p qui divisent /.

Cela étant, nous avons, en vertu du théoreme 1 :

DEFINITION & THEOREME 3. Soient | un nombre premier, et K un corps
de nombres contenant les racines 21" -iémes de l'unité (pour un r > 1). Pour
chaque place ultramétrique p de K, nous appelons l-valuation logarithmique
attachée a la place p Uapplication v, définie par (%) :

log| |,

[T»

5 log] [
P log Np

=wv, pour ptl et TV, =— pour p|l,
ot vy est la p-valuation au sens ordinaire, Np la norme absolue de la place
considérée, log| |, le logarithme de la valeur absolue l-adique principale
associée, et I™ le nombre des racines de l'unité d’ordre l-primaire dans le
complété K, pour p|l.

Avec ces conventions, pour toute racine l"-ieme de l'unité ( dans K,
les I-symboles de Hilbert attachés auzr diverses places ultramétriques de K
satisfont lidentité

<Cpx> — (@ yre KX

SCOLIE. Pour chaque place ultramétrique p, la l-valuation logarithmique
Up induit un Z;-épimorphisme (que nous continuerons a noter vy) du com-
pactifié l-adique IC,DX de pr sur Zy, qui a pour noyau le groupe KCf des normes
cyclotomiques.

(2) Pour quelques places de K divisant [K : Q], la normalisation retenue ici pour
la [-valuations logarithmique peut différer de celle donnée en toute généralité dans [J3].
Comme on passe d’une normalisation a I’autre en multipliant par un élément de ZZX, c’est

sans conséquence pour ce qui suit.
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Preuve. Nous savons déja que le noyau K = Ker log | |p dans K est le
groupe des normes cyclotomiques. Seule reste donc a vérifier la surjectivité
de vy, laquelle résulte immédiatement du théoreme 1 (et de son scolie pour

g{:)mp pour ¢ dans pu, et o dans

[ = 2), puisque les symboles de Hilbert (

K, prennent toutes les valeurs dans /.

Introduisons maintenant le I-adifié Jx du groupe des ideles de K, défini
comme le produit

NI :H’CPX
p

des compactifiés l-adiques ICpX restreint aux familles (z,), qui vérifient x, €
Uy, pour presque tout p. Puisque K coincide avec U), pour ptl, la famille
v = (vp)p des l-valuations logarithmiques envoie Jx sur la somme directe
@p Zip d’autant d’exemplaires de Z; que de places ultramétriques de K.
Plus précisement :

DEFINITION & PROPOSITION 4. Convenons d’appeler l-diviseur logarith-
mique toute somme formelle finie

0 :Zapp
p

de places ultramétriques de K a coefficients dans Z;. Cela posé, la famille
v = (Vp)p des l-valuations logarithmiques définit un Z;-épimorphisme con-
tinu du l-adifié¢ Tk = H;es Ky du groupe des idéles de K sur le groupe
Dig = @p Ziyp des l-diviseurs logarithmiques qui a pour noyau le groupe
T = Hp Ky des normes cyclotomiques locales.

Preuve. Cest clair (3).

Désignons enfin par Rxg = Z; ®z K* le sous-groupe principal de Jgk,
de sorte que le quotient Cly = Ji/Rk s’identifie, par la théorie l-adique
du corps de classes, au groupe de Galois Gal(K®?/K) de la pro-l-extension
abélienne maximale de K (cf. [J1], §1).

La formule du produit pour les valeurs absolues montre que Ry est
contenu dans le noyau

Tk = {(%)p = jK‘ H’mp’p = 1}
p

qui s’interprete comme le sous-groupe des normes cyclotomiques globales

dans Jx (cf. [J1], §3).

(3) La définition ci-dessus précise celle donnée dans [J2] : ¢’est évidemment la formule
explicite du théoréme 1 qui justifie la normalisation adoptée ici.
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En particulier, transportant cette inclusion par la valuation v, nous
obtenons :

DEFINITION & PROPOSITION 5. Convenons de définir le degré d’un I-
diviseur logarithmique 0 par la formule

_ _ JlogNp pourptl,
deg <zp:app> = zp:ap degp, avec degp = {l“’ pour L.

en affectant a chaque place ultramétrique p un poids égal au logarithme de la
norme absolue de p pour ptl et au nombre I"» de racines sauvages de l'unité
dans K, pour p|l. Cela étant, l'application div induite par les l-valuations
logarithmiques v = (5;,)p envoie le sous-groupe principal R = 7y @z K*
de Jx dans le groupe DZK des l-diviseurs logarithmiques de degré nul.

Nous disons que lzmage PlK = dlv(RK) est le sous-groupe principal de
DlK, et que le quotient CZK = DlK/PlK est le l-groupe des classes logarith-
miques de K.

4. Application au noyau sauvage de K;(K). Conservons les nota-
tions précédentes, et intéressons nous au Il-sous-groupe de Sylow du noyau
Hy(K) dans Ko(K) des symboles sauvages ou de Hilbert. Le théoreme de
Moore sur le K5 des corps de nombres nous donne une suite exacte courte

1 — Hy(K) — Ka(K) > @ pup — 1,
p

ou l’applicationj/, induite par les symboles de Hilbert, prend ses valeurs dans

le sous-groupe @p fp de la somme directe des groupes locaux de racines de
I'unité attachés aux places non complexes de K, formé des familles (¢, ), qui
satisfont la formule du produit

H C;np/m =1,
p

ol my, désigne I'ordre de p, et m celui du sous-groupe de torsion pg de K*.

Supposons donc que K contienne les racines 2{"-iemes de 'unité, écrivons
m = 2l"m’ (avec r > 1 et [{m’) lordre de g, et formons la suite exacte
du serpent associée au diagramme commutatif

1 — Hy(K) — Ko(K) > @ — 1

b b b

1 — Hy(K) — Ko(K) > @ — 1

Dans la suite exacte longue obtenue

1= 1 Hy(K) — 1iKo(K) 2 @ty — "Ha(K) — VEy(K) S @ Fpp — 1,
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les deux groupes a droite sont isomorphes d’apres un résultat de Tate
Ko(K)/Ky(K)' ~ @,up/ug (cf. [Ta]); et les éléments d’ordre divisant [”
dans K5 (K) sont de la forme {(,z} pour ¢ € ux et x dans K™, ¢’est-a-dire
qu’il proviennent via le symbole universel {-,-}|K* x K* — Ky(K) du pro-
duit tensoriel WK X7z K> ~ "MK ®Zl RK Or :

LEMME 6. L’application { ® (Zp vpp) — (C7%)p est un isomorphisme du

tensorisé€ ;g @ Dl sur la somme directe restreinte @ irpiy .

Preuve. Fixons une racine primitive ["-iéme de I'unité ¢ dans K, et
considérons un élément (¢*), de la somme directe EBp ity satisfaisant la
formule du produit, i.e. vérifiant la congruence

My
— = dli").
Ep Vo 0 (mod ")

Les p pour lesquels v, est non nul étant en nombre fini, le théoreme de
Chebotarev nous garantit ’existence d’une place q en dehors du support
de la famille (1), qui ne se décompose pas dans l'extension abélienne
K{[(or+1]/ K, c’est-a-dire pour laquelle mg /m est inversible dans Z;. La quan-

tite
m my
Vg =—— E Vp—
my m
p

est donc dans ["Z;, et si 0 est le diviseur logarithmique de degré nul défini

par 0 = Zp Vpp + 144, il est clair que ¢ ® 0 est un antécédent de la famille

(C"?)p; ce qui établit la surjectivité. L'injectivité est, elle, immédiate.
Récapitulant ce qui précede, nous obtenons le diagramme exact :

pKa(K) S @y — THy(K) =1
7 7

g @ RK = ik ®ﬁK — K ®67K — 1
et le carré a gauche est commutatif en vertu du théoreme 1. Il vient donc
finalement, comme annoncé dans [J;] (th. 2.12) :

THEOREME 7. Soient | un nombre premier et K un corps de nombres
contenant les racines 21" -iémes de 'unité pour un r > 1. Ecrivons Ho(K) le
noyau dans Ko(K) des symboles de Hilbert, ;- le sous-groupe de l”-torsion
de K*, et ﬁK le l-groupe des classes logarithmiques de K. Les l-valuations
logarithmiques induisent alors un isomorphisme canonique

Hy(K)/Hy(K) ~ g ® Cl.

En particulier, le l-sous-groupe de Sylow du noyau hilbertien et le l-groupe
des classes logarithmiques sont simultanément triviauz.
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SCOLIE. Le méme résultat Hy(K)/Hy(K)? " ~ o1t ® Clyc vaut encore
a Uordre r+ 1 pour l = 2, mais dans ce cas l’isomorphisme gr+1pug @ Dl ~
®p2r+lﬂp est donné, pour & racine primitive 2"T1-iéme de l'unité, par

0 (Do vpp) = (=€ )pia: (€ )pp)-

L’isomorphisme obtenu est a rapprocher de celui donné par Keune (cf.
[Ke], th. 6.6) qui fait intervenir les [-groupes de Il-classes au sens habituel
Cl}, mais impose en revanche de monter dans la tour cyclotomique, alors
que le théoreme 7 ci-dessus se lit directement dans le corps K. Une version
voisine a également été établie par Kramer et Candiotti (cf. [CK], prop. 2.1),
mais I'isomorphisme qu’ils donnent n’est pas canonique et en particulier il
ne respecte pas l'action galoisienne. Bien entendu, le point essentiel ici est la
commutativité du diagramme c’est-a-dire le fait que ’application A\ provient
de la valuation logarithmique v.

Il est d’autre part tentant, compte tenu de I’'isomorphisme entre quotients
d’exposant " donné par le théoreme, d’essayer de construire directement
un morphisme canonique non plus entre quotients mais entre sous-groupes
d’exposant [". Il se trouve que c’est en effet possible, du moins sous la
conjecture de Gross, mais ici encore en acceptant de monter dans la tour
cyclotomique Ko, /K.

5. Extension aux corps surcirculaires. Supposons donc toujours que
K soit un corps de nombres contenant les racines 2{"-iemes de l'unité, et
introduisons sa Z;-extension cyclotomique Ko = |, oy Kn, avec, disons ),

Kn = K[Q"L

pour un systéme cohérent ((;»)n,en de racines primitives ["-iémes de 1'unité
(i.e. vérifiant (lln+1 = (n).

Si maintenant p est une place ultramétrique de K, p,, une place de K,
au-dessus de p et K, le complété de K,, correspondant, la définition de la

(K, K]
p

valeur absolue l-adique montre que 'on a |z|,, = |z| et donc

Up, () =Vp(z) pour tout z de K*,

c’est-a-dire que la valuation logarithmique d’un élément x de K* en une
place p peut se calculer en n’importe quelle place au-dessus de p a chaque
étage fini de la tour d’extensions Ko,/K. Il est ainsi naturel de regarder
Dl comme un sous-module de Dig, en écrivant formellement chaque place

(4) Ko est ce qu'il est convenu d’appeler un corps surcirculaire (ou un Z;-corps dans
la terminologie d’Iwasawa).
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ultramétrique p de K comme somme des places de K,, qui sont au-dessus :

P=> pu

Palp
L’identité immédiate degg, (3-,, 1, Pn) = [Kn : K] degy (p) montre alors que
l'on a
degge, (0) = [Ky : K]degg(0)
pour tout diviseur logarithmique 9 de K, et qu’en particulier DI K est con-
tenu dans Dl .

Plus généralement, puisque chaque place ultramétrique p de K est fini-
ment décomposée dans la tour cyclotomique K., /K, nous pouvons encore

écrire a la limite
b= § P
Poolp
comme somme des places K., qui sont au-dessus, avec pour tout z de K*,

Up () = vp(z), de sorte que I'ensemble de cette discussion peut se résumer
comme suit :

PROPOSITION 8. Pour chaque place ultramétrique po, du corps surcir-
culaire Koo = U, e Kn, définissons la l-valuation logarithmique vy sur le
groupe

R =L@z KX = | J(Z1 ©2 K)
neN
en posant pour tout x de Ry et tout n assez grand pour que x soit dans
RKna
Regardons enfin Dl comme un sous-module de Dl = |J,cnDlk, en
définissant les morphismes d’inclusion par les identités valables pour chaque
place finie p,, de K, :

poolpn
Nous obtenons alors le diagramme commutatif :
DlK = ®lep — DlKn = ®Pnzlp" — DlKoo = ®prlpoo
T div T div 1 div
Rk =7; 7 K* — RKn:Zl(@ZK;; — RKOOZZI(X)ZK?O
ou les fleches horizontales sont les inclusions canoniques et celles verticales
sont induites par les l-valuations logarithmiques.
DEFINITION 9. Nous disons que le quotient Clx_ = Dlgx_/Plx. =
lim Clg,, du groupe des diviseurs de degré nul Dlg__ par son sous-groupe



346 J.-F. Jaulent

principal ﬁKm = &F/(RKOO) est le [-groupe des classes logarithmiques du
corps Koo.

Cela posé, faisons choix d'une Z;-base ¢ = ({jn)nen du module de Tate
T; = lim yy» (c’est-a-dire, d'un systeme projectif de racines primitives ["-
iemes de l'unité, disons ((;») avec Cllnﬂ = (jn, pour tout n € N). Avec les
conventions ci-dessus, le théoreme 7 s’énonce a la limite comme suit :

THEOREME 10. Soient | un nombre premier, K un corps de nombres con-
tenant les racines 21" -iemes de lunité, et Ko la Z;-extension cyclotomique
de K. L’application

(G2} = C @l (17" div(z)),

ot 6~le désigne la surjection canonique de ﬁKoo sur E:YKOO, est un épimor-
phisme du l-groupe de Sylow j~H2(Ko) du noyau sauvage Ho(Ko) dans
Ky(Ky), sur le tensorisé T; g, ﬁ'}?; du sous-groupe de torsion du l-
groupe des classes logarithmiques de K., qui a pour noyau le sous-groupe
de 1<Ho(K o) formé des symboles {(,x} construits sur les normes cyclo-
tomiques.

En particulier, sous la conjecture de Gross dans K., on obtient ainsi
[isomorphisme

looHQ(KOO) ~ T ®z, ClKoo'

Remarques. (i) Ce dernier résultat est sans rapport immédiat avec
celui énoncé a la fin de la section précédente : On peut aussi, bien entendu,
passer a la limite dans I’isomorphisme entre quotients donné par le théoreme
7. Il convient cependant pour cela de remplacer le systeme inductif associé
aux applications d’extension par le systéme projectif associé aux applications
normes ou a leurs équivalents (i.e. au transfert en termes de K-théorie).
L’isomorphisme final entre modules d’Twasawa (qui est, lui, indépendant de
la conjecture de Gross) :

lim jeeHo (K,) ~ Ty @z, im Cli,

est essentiellement bien connu (cf. [J2]). Par la théorie du corps de classes,
la limite projective JLnfC\ZKn s’'interprete en effet comme le groupe de Galois
Gal(Cl, /K ) attaché a la pro-l-extension abélienne maximale de K, qui
est completement décomposée en chacune de ses places. On notera dans
ce cas que la condition normique sur le systeme projectif de racines de
I'unité s’écrit pour I = 2 : Nk, ., /k, (Con+1) = Con, L€ (Guypr = —Con, ce
qui introduit bien le signe moins attendu ici, conformément au scolie du
théoreme 7.

(ii) L’isomorphisme obtenu est & rapprocher, en revanche, du théoreme
principal de larticle de Kolster (cf. [Ko|, th. 2.7). On notera cependant que
la définition des groupes EZK” est strictement de type corps de classes, tandis
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que celle des groupes 9, /MK, (dans les notations de [J2]) intervenant dans
[Ko] releve de la théorie de Kummer. L’isomorphisme canonique résultant
(sous Gross) EKOO ~ 9. [Nk peut étre regardé comme 'une des formes
les plus élaborées du Spiegelungssatz de Leopoldt.

Preuve du théoreme 10. Les résultats cohomologiques de Tate
(cf. [Ta]) montrent que les éléments de Ko(K ) d’ordre d’une puissance de
[ sont ceux de la forme {(;r,z}, avec r > 1 et x € KX (que nous pouvons
tout aussi bien regarder dans Rx_ = Z; ®z K2, puisqu’il n’est défini qu’a
une puissance ["-ieme pres). Or, ici, pour {(;r,x} € Hy(K), I'expression
explicite des [-symboles de Hilbert donnée par le théoreme 3 implique que le
diviseur logarithmique dlv( ) tombe dans le sous-module "Dl K., de DI Koo
ce qui invite & considérer la classe cly_ (I~ 7"chv( )) dans le groupe cl Koo

Cela étant, Iapplication 1|¢r ®@ x — ¢ ® clg_ (I7"div(z)) est clalrement
un Z;-morphisme du groupe {Gr ® & € = ®z, R, | {Gr, 2} € Ha(Kx)}

l tor

sur le produit T; ®z, Clter . Son noyau est formé des éléments (;» ® x pour

lesquels d1v( ) est de la forme leIV( ) pour un y de Rg__, autrement dit

oo ?

pour lesquels z s’écrit z = ey!” avec div(e) = 0. Il vient donc

Ker ) = {(pr ® & € e @z, Rk, | div(e) = 0}.

Et le noyau de 9 est le sous-module de o @ R construit sur les normes
cyclotomiques.

En particulier (cf. [Ko] ou [J3], th. 8(ii)), Ker 1 contient le noyau uni-
versel :

{Gr @z € e @ RK_ | {Gr,x} =1 dans Ha(Kwo)}s

ce qui conduit bien & I’épimorphisme annoncé : j«Hs (Ko ) — T ®z, Eigg;

Plus précisément méme, la conjecture de Gross affirmant I'égalité de
Ker) et du noyau universel ainsi que celle de Clx__ et de son sous-groupe
de torsion, nous obtenons dans ce cas un isomorphisme canonique

1o Hy(K o) ~ Ty @ Clyc _,

ce qui ramene ’étude arithmétique des noyaux hilbertiens attachés aux corps
surcirculaires a celle des l-groupes de classes logarithmiques de ces corps.
Comme expliqué dans [J2], cet isomorphisme ne se redescend pas, en général,
a un niveau fini de la tour cyclotomique.
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