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Itération de polyndémes et fonctions entieres arithmétiques
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JEAN-PAUL BEzIVIN (Caen)

I. Introduction. Soit f(z) une fonction entiere d’une variable complexe.
On dit que f(z) est arithmétique au sens de Pdlya, si on a f(n) € Z pour
tout n € N.

Un théoreme de Polya montre que si la croissance de f n’est pas trop
grande, f(z) est polynomiale ([PO]) :

THEOREME P. Soit f(z) une fonction entiére d’une variable compleze.
On pose |f|(R) = max (|f(2)| : z € C, |z| < R). Si on a, pour tout R assez
grand,

log [f|(R) < 4R

avec § < log2, alors f(z) est un polynéme.

Soit ¢ un nombre entier naturel, avec |¢| > 1. On suppose que la fonction
f(2) est telle que f(¢™) € Z pour tout n € N. Un théoreme de Gel’fond
montre que, si la croissance de f(z) n’est pas trop grande, f(z) est un
polynéme ([GU], théoreme VIII, p. 179) :

THEOREME G. Soit f(z) une fonction entiére d’une variable complexe 2.
Soit q € Z, |q| > 1. On suppose que f(q™) € Z pour tout n € N, et que l'on a

(logR)?* logR
1 R) < — —

w(R)

pour tout R assez grand, ou w(R) est une fonction tendant vers linfini si
R tend vers Uinfini. Alors f(z) est un polynome.

Dans cet article, nous allons obtenir une généralisation des deux résultats
que nous venons de citer.

Soit P un polynoéme a coefficients dans Z, que nous supposerons dans
tout le reste de Darticle de degré > 1. Pour n € N, n > 1, on note Pl le
composé de P(z) n fois avec lui-méme, et par convention P (z) = 2. Soit
f(2) une fonction entiere d’une variable complexe, et z € Z. Nous supposons
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que
f(PM(z)) ez

pour tout n € Z. On se propose de donner des conditions sur la croissance

de f pour que cette condition implique que f est un polynéme.

Pour voir le rapport avec les théoremes P et G, nous examinons deux
cas particuliers.

Dans le cas ot le polynéme P est égal & z+1, on voit que P! (x) = z+n.
Il en résulte que pour la valeur z = 0, les fonctions arithmétiques relative a
ce polynéme et ce point sont les fonctions arithmétiques au sens de Pdlya.

Dans le cas ou le polynome P est égal a gx, oul ¢ est un élément de Z
tel que |¢| > 1, on voit que P (z) = ¢™z. Il en résulte que, pour le choix
de z = 1, les fonctions arithmétiques relative a ce polynéme et ce point sont
les fonctions arithmétiques au sens de Gel’fond.

Il est facile de voir que le cas ou le polynéme P est de degré 1 se ramene
en fait a 'un ou 'autre de ces deux cas.

Nous ferons désormais I’hypothese que le degré de P est plus grand que 1,
sauf mention expresse du contraire.

Nous ferons dans tout ’article I’hypothése que le point z est choisi de
fagon que pour k,j € N, avec k # j, on ait PFI(z) # PUl(2).

Nous notons le degré du polynéme P par d, et L = L(z, P) la fonction
de Green du bassin d’attraction du point a U'infini pour le polynéme P (cf.
[BEGEMO)J).

Il est facile de voir que la condition précédente sur z est vérifiée pour
|z| assez grand. Il résultera du lemme 2.10 qu’il faut et il suffit pour qu’il
en soit ainsi que le point z ne soit pas dans I’ensemble de Julia rempli Kp
associé a P.

Notre but principal est le résultat suivant :

THEOREME 1. Soit f(z) une fonction entiére d’une variable compleze,
et P € Z[z], de degré d > 2, z € 7 vérifiant les hypotheses précédentes.
On suppose que f(P["}(z)) € 7 pour tout n € Z et de plus que l'on a la
majoration

< log Rloglog R — log Rlogloglog R

1 — Al
og|fI(R) < Tog d og R
pour tout R assez grand, avec
\s L loglogd
d logd

Alors f est un polynéme.

La démonstration utilise la méthode de la série d’interpolation, qui est
a la base des démonstrations des théoremes P et G.
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Nous montrerons de plus que le résultat, comme ceux des théoremes P
et G, est le meilleur possible :

PROPOSITION 2. La fonction

S [1j= (x — PU(2))
k .

= T2 (P (2) — PU(2))

est une fonction entiére de la variable complere x, non polynémiale, telle
que

fz) =

log Rloglog R — log Rlogloglog R
log |/|(R) < o

pour tout R assez grand, et vérifie f(PM™(z2)) € Z pour tout n € N.

COROLLAIRE 3. Soit d € Z, d > 2 et z € Z, |z| > 1. Soit f(x) une
fonction entiére de la variable complexe x. On suppose que f(zdn) € Z pour
tout n € N, et que f vérifie 'estimation

log | f[(R)

pour tout R assez grand, avec

+ O(log R)

log Rloglog R — log Rlogloglog R

—Alog R
logd 8

log|z| loglogd

A
Z T4 log d

Alors f est un polynéme.

COROLLAIRE 4. Soit z € Z, |z| > 3. Soit w la racine de module plus grand
que 1 de l’équation X? — (2/2)X + 1 = 0. Soit f(x) une fonction entiére
d’une variable complexe telle que f(w?" +w™2") € Z pour tout n € N. On
suppose de plus que f vérifie ’estimation

log | f|(R) <

pour tout R assez grand, avec

z—l—\/22—4‘
2

log Rloglog R — log Rlogloglog R
log 2

—Alog R

log

log log 2

A _
> 2 log 2

Alors f est un polynome.

Remarque. Dans tout le texte, un produit sur un ensemble vide d’in-
dices sera pris égal a 1, et une somme sur un ensemble vide d’indices a
z€ro.

II. Lemmes préliminaires. Soit A un anneau commutatif integre uni-
taire, et P € Alx| un polynéme de degré d > 1. Soit n un entier naturel et
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k €{0,...,n}. On pose
Qen(@)= J] (PYx)— PH(a)).

0<j<n.j#k

11 est facile de voir que le polynéme Qy, »(z) ne peut étre nul que si P est de
la forme P(z) = x ou P(z) = ax + b avec a racine de I'unité différente de 1
et b quelconque (auquel cas on a Pl (z) = z si a™ = 1). Nous supposerons
dans toute la suite que P n’est pas de cette forme. On a alors le résultat
suivant :

PROPOSITION 2.1. Tous les polynomes Qn(z), k =0,...,n, divisent le
polynome Q. n(x) dans Alzx].

Remarque. La proposition 2.1 ci-dessus nous parait avoir un intérét
propre. Elle contient comme cas particuliers les lemmes de nature analogue
utilisés dans les démonstrations des théoremes P et G.

Le démonstration de la proposition 2.1 résultera des lemmes qui suivent.

Nous supposons tout d’abord que le degré d de P est supérieur ou égal
a 2, et nous éliminerons cette restriction a la fin de la démonstration. Pour
les lemmes 2.2 a 2.6, 'anneau A est pris égal a C.

LEMME 2.2. Soit w un nombre complexe. On suppose qu’il existe un
entier non nul m tel que P! (w) = w. Alors il existe un plus petit entier
I = I(w) > 1 tel que on ait PY(w) = w; nous dirons que l(w) est ordre
de w. De plus, une égalité P (w) = w avec m > 1 implique que | divise m.

Démonstration. Seule est a démontrer la seconde affirmation, la
premiere étant claire. Posons m = ki+r avec 0 < r < [. On a immédiatement
que P"l(w) = w, et la définition de I(w) implique alors 7 = 0 et le résultat.

LEMME 2.3. Soit z € C etk € N. On suppose que wy, = PF(2) a un ordre.
Les indices j € N tels que PFI(2) = PUl(2) sont de la forme j = jo+hl(wy),
ou jo est le plus petit d’entre euz, et h € N.

Démonstration. Il est clair que si jo est un entier tel que P[k}(z) =
Plol(%), alors tout entier j de la forme j = jo + hl vérifie aussi une telle
égalité. Réciproquement, soit j un entier tel que P[k](z) = Pm(z); posons
j—jdo=hl4+ravec0 <r <I[. Onah €N en raison de la définition de jg,
de sorte que

p[j](z) — pl7l (p[hl] (P[jo](z))) - p[ﬂ(p[hl}(p[k](z))) - P[T}(P[jo](z))'
Comme PUl(z) = Plol(z) = PIFl(2), il vient P")(wy) = wy, et donc r = 0
d’apres la définition de I(wy).

LEMME 2.4. Soit z € C fizé. On suppose qu’il existe un entier N > 1 tel
que wy = PW(2) ait un ordre. Alors la fonction k — 1(P¥(2)) est définie
et décroissante pour k > N.
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Démonstration. Soit I = l(wy). On a donc P (wy) = wy, et par
suite, en composant avec un polynéme P il vient P (WN4h) = WN4h; cecl
démontre que wyp a un ordre et que celui-ci divise [ d’apres le lemme 2.2,
d’ot le résultat.

LEMME 2.5. Soit z € C. On note M(z,k) la multiplicité de la racine z
dans le polynome P (z)— P (2). Alors M(z, k) est une fonction croissante
de k.

Démonstration. On peut écrire
pPU)-PV)=U-V)QU,V)
ou Q(U, V) est un polynome des deux variables U, V. On en déduit que
PEHI(g) — PIHI() = (PY(2) - PH())Q(PH (2), PY (2))
et le lemme en résulte.

LEMME 2.6. Le résultat de la proposition 2.1 est vrai dans le cas ou
A = C, et sous ’hypothése supplémentaire que tous les polynomes P! (x)—=x,
ke {1,...,n}, n'aient pas de racines multiples dans C.

Démonstration. On fixe un entier n et un entier k tel que 0 < k < n.
On peut clairement supposer que k < n. Soit z € C une racine de Qg »(z).
Alors il existe un indice j tel que P*(z) = PUl(2) avec j # k. En composant
par un polynéme de la forme P! (z) pour un h convenable, on montre qu’il
existe un entier j/ < n tel que PM(z) = PU')(z), donc z est racine du
polynome @, ().

Nous allons maintenant démontrer que la multiplicité de z dans Qg ()
est inférieure ou égale & la multiplicité de z dans @y, »(z).

Considérons tout d’abord un indice j tel que 0 < j < k, avec Pl (z) =
PUl(2). On écrit

plel (z) — pl] (z) = p[k—ﬂ(p[ﬂ (z)) — pl] (z).

Le polynéme Pk~ (x) — 2 n’ayant que des racines simples, il en résulte
que la multiplicité de z dans le polynéme P¥(z) — PUl(z) est égale A la
multiplicité de z dans le polynéme PUl(z) — PUI(2).

Un raisonnement analogue montre que la multiplicité de z dans Pl (z) —
PUl(z) quand j > k est égale & celle de z dans P*l(z) — PI¥l(2).

On rappelle que M (z,m) est la multiplicité de z dans P (z) — PI™l(2).
D’apres ce qui précede, la multiplicité de z dans Qy () est

> M(z,7) + > M(z, k),

0<j<k,PF(2)=Pll(2) k<j<n,P[F(z)=PUl(2)



16 J.-P. Bézivin

tandis que la multiplicité de z dans @y, ,(x) est

> M(z,j").

0<j’<n, Pl (2)=Pli'l(z)
Considérons un entier j tel que k < j < net PI*(2) = PUl(2). En composant
avec P"=3l(z), il vient PI"l(z) = PI"=7+kl(2). Posons j' =n —j + k. On a
j >kcarn>j, et jy <ncarj>k.
Le lemme 2.5 montre que M (z, k) < M(z,j’), donc
> M(z,k) < > M(z,5").
k<j<n, P (2)=PUl(2) k<j'<n, Pl (2)=Pli')(2)
Il nous reste a démontrer que
> M(z,j) < > M(z,j").
0<j<k,Pl¥l(z)=Plil(z) 0<j' <k,Plnl(2)=Pl'l(2)

Soit jo le premier indice > 0 tel que PUl(z) = P¥(2). Si jo = k, il n'y a
rien a démontrer, de sorte que nous pouvons supposer jg < k. Le lemme 2.3
montre que les entiers j sur lesquels se fait la premiere sommation sont les
entiers j de la forme j = jo+hl avecl = I(P¥(2)) et 0 < h < (k — jo)/l €N,
Posons n —jo =al+ P aveca e Net § €N, 0< 3 <. On a alors

Plrl(z) = pliotal+Bl 5y = pll(plall(pliol(2))) = plio+Al (),
ce qui montre que jj = jo + [ est un indice tel que P[jé](z) = P"(2). Pour
h < (k—j0)/l, on pose j/ = jy+hl. Ona j' >0, 7/ > j = jo+ hl, et d’autre
part,

o
j’zjo+ﬁ+hl§jg+ﬁ+< ljo—l>l:k:+ﬂ—l<k.

Enfin, on a
PU'l(z) = pliotB+hil () = plBl(plhil( pliol(2))) = plo+iol(z) = pll(z).

En utilisant encore la croissance de la fonction m — M (z,m), il en
résulte

> M(z,j) < > M(z,5"),
0<j<k,Plkl(2)=Plil(z) 0<j'<k,Plnl(2)=Pli'l ()
ce qui termine la démonstration du lemme.

Nous fixons un entier d > 2, et nous considérons dans Zlty, ..., tq, x] le
polynéme P(z) = tqx? + ... + to.

LEMME 2.7. Pour k € N, k > 1, le discriminant de P¥)(x) — 2 est une
fonction polynomiale de to, ..., tq, qui n’est pas identiquement nulle.
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Démonstration. Le fait que le discriminant en question soit une
fonction polynomiale de tg,...,t; vient du fait que le discriminant d’un
polynéme est fonction polynomiale de ses coefficients, et que les coefficients
de Pl (x) — z sont des fonctions polynomiales de to, . .., tg.

Pour prouver que ce discriminant est un polyndéme non nul, il suffit de
donner un exemple. Posons P(z) = (1 + 2)% — 1. Ce polynome est de degré
exactement d, et on a la formule

PH(z) = (1+2)% - 1.

Un calcul immédiat montre que P! (z) —x n’a pas de racines multiples dans
C, d’ou le résultat.

Démonstration de la proposition 2.1. Soient tg,...,tq des
variables. Il suffit de démontrer ce résultat dans le cas de A = Zlty, ..., td],
pour le polynéme P(z) = t4z? + ...+ to. Nous fixons un entier n non nul,
et un entier k£ € {0,...,n}, et nous effectuons la division euclidienne de
Qn.n(x) par Qi n(z) dans anneau Q(to,...,tq)[z]. On a

Qn,n(x) = Hk,n(x)Qk,n(x) + Rk,n(x);
le degré en x du polynome Ry , étant inférieur a celui de Qy . Les coeffi-
cients de Hy () et de Ry ,,(x) sont des fonctions rationnelles des variables
to,...,tq. Soit B(to,...,tq) € Zlto,...,tq] le plus petit commun multiple
des dénominateurs de ces coefficients, et posons

Hyn(x) = B(to, - .- ta) Hi ()
et

Rk,n(IE) = B(to, o ,td)ka(Cﬂ).
On a

B(to, ..., td)Qrn(x) = H n(2)Qpn(z) + R n (),

Pégalité ayant lieu dans Z[tg,...,tq,x]. On spécialise maintenant les va-
riables tg,...,tq en ag,...,aq dans C, de facon que l'on ait a4 non nul,
B(ag, ...,aq) non nul, que le discriminant des Pl(z) — 2, 1 <1i < n, apres
spécialisation, soit non nul (ce qui est possible d’apres le résultat du lemme
2.7). Le polynéme spécialisé P vérifie alors les hypothéses du lemme 2.6.
Par suite, le polynome Ry ,, () spécialisé est nul, pour tout choix d’une telle
spécialisation. Le polynéme Ry, ,,(z) est donc le polynéme nul. Il en résulte
que Qg (x) divise le polynéme @, »(z) dans Q(to, ..., tq)[x].

Les coefficients de Qg n(z) sont des éléments de l'anneau factoriel
Zlto,...,tq] premiers entre eux dans leur ensemble. Pour le voir, il suffit
de remarquer que le coefficient du terme de plus haut degré dans Qg ()
est une puissance de tg4, et que si on fait t¢; = 0, sans changer les autres va-
riables tg,...,t4—1, on trouve un polynéme non nul. Il existe donc au moins
un coefficient de Qg () qui est premier a ¢4, d’ou le résultat.
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I1 en résulte que Qg »(z) divise @, (x) dans anneau Z[to, . . ., tq][z], ce
qui termine la démonstration de la proposition 2.1 dans le cas d’un degré d >
2. Mais il est clair que I'on obtient le cas d = 1 a partir du cas d = 2 en faisant
to = 0 dans les formules précédentes, ce qui complete la démonstration.

On note dans toute la suite b(n) le n-ieme coefficient d’interpolation de
la fonction entiere f(z) sur la suite u(n) = P"(2).

Les résultats suivants sont bien connus (cf. [GU], p. 34, formule 54, et
p. 163-164, formules 122 et 123) :

LEMME 2.8. Le coefficient b(n) est donné par les deuz expressions sui-
vantes :

O b =5 [

pour tout R > max{|u(j)|:j=0,...,n},

. f(u(k)) |
= Tk 0<jcn (u(k) — u(f))

LEMME 2.9. On a la formule suivante :

f(x)
T 1 1 £(t)
_,;b(k)jl_lo(x TE[ ) EDN RO

[t|=R

(i) b(n) =

pour x € C et R > max{|z|, |u(j)|:7=0,...,n}.

LEMME 2.10. Soit z € 7 tel que pour k # j on ait P¥l(z) # PUl(z).
Alors la suite |PI™(2)| tend vers Uinfini si n tend vers Uinfini.

Démonstration. Sila suite |u(n)| d’éléments de N est bornée, elle
prend un nombre fini de valeurs et ne peut donc pas étre injective.

Puisque le polynome P(x) est de degré > 2, il existe un réel positif A tel
que z € C, |z| > A implique |P(x)| > 2|x|.

Soit alors N un entier tel que |u(N)| > A. Une récurrence immédiate
montre que |u(N + m)| > 2™|u(N)| pour tout m € N, d’ou le lemme.

LEMME 2.11. Soit z € C, on suppose la suite u(n) = P (2) injective. Il
existe alors une constante L > 0 telle que

log |u(n)| = Ld™ + O(1)

si n tend vers l'infini. La constante L n’est autre que la valeur au point z
de la fonction de Green du bassin d’attraction du point a linfini pour le
polynome P.
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Démonstration. On a u(n + 1) = P(u(n)), et on sait d’apres le
lemme 2.10 que la suite |u(n)| tend vers l'infini. Posons P(z) = gz + ...
Il en résulte que, si v(n) = log |u(n)|, on a la relation

v(n+1) = dv(n) +logq| 4 &(n)
pour tout n assez grand, la suite £(n) étant de limite nulle a I'infini. Posons
w(n) = wv(n)/d™. On a alors

win) + log [g| +&(n)

w(n + 1) = dant+1 ’

d’ot, pour un entier convenable N,

w(n) = w(N) + ”Z_: log|q| + (k)

dk+1
k=N

On voit immédiatement que la série au second membre de ’égalité précé-
dente converge, de sorte que w(n) admet une limite finie, que nous notons
L. De plus, on a I’égalité

log |q| + (k
~L= Z — T

d’ott on déduit qu’il existe une constante positive c telle que
lw(n) — L| < ¢/d™ .

En reprenant I’égalité v(n) = w(n)d™, on voit que 'on a démontré 'estima-
tion du lemme, a ’exception de la positivité de la constante L. Or, si celle-ci
est négative ou nulle, il résulte de ce qui précede que la suite |u(n)| ne
tend pas vers l'infini si n tend vers 'infini, ce qui démontre cette assertion.
La valeur de la constante L résulte immédiatement de la définition de la
fonction de Green (cf. [ BEGEMO], p. 283, formule 5).

LEMME 2.12. Pour z € Z tel que la suite u(n) = P (z2) soit injective,
on a

10g [ Q. ()] = nLd" + O(n)

st n tend vers linfini.

Démonstration. On a

log |@Qn,n(z Z log |u(n) — u(j)|.

0<j<n

En prenant n assez grand pour que u(n) # 0, il vient donc

10| Qu ()] = nlog u(n)] + 3 log‘ )

0<j<n

\_/
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On a déja vu que, pour un entier IV assez grand, on a une inégalité de la
forme |u(N+m)| > 2™ |u(N)|, ce qui permet de majorer la somme au second
membre de 1’égalité précédente par une constante indépendante de n.

Le lemme résulte alors immédiatement du lemme 2.11.

LEMME 2.13. Soit f(x) une fonction entiére d’une variable compleze, et
z € Z. On suppose que la suite u(n) = P™(2) est injective et que f vérifie
l’estimation

log Rloglog R — log Rlogloglog R
log [f|(R) <

avec 1 > —(loglogd)/logd. Alors f est somme de sa série de Newton auz
points de la suite u(n).

—plog R
logd #108

Démonstration. Nous allons majorer le reste

_L n S f(t)
o) = gy e =@ I i

et montrer que celui-ci tend vers zéro si n tend vers 'infini,  étant fixé. On
a la majoration

1o (2| + [u()DRIfI(R)
(R = |z [Tj=o(R = [u()])’

|Rp(2)] <
donc

log|Rn(z)] < > log(lz| + |u(j)]) +log[f|(R) +log R

=0
—log(R — |z|) — Zlog(R = Ju()])-
=0

Nous prenons R = exp(nd™*1), qui est supérieur & tous les |u(j)|,0 < j <n,
pourvu que n soit pris assez grand. Compte tenu du lemme 2.11, il vient
alors sans difficultés la majoration

L
log [ Ra(2)] < =" +log|f|(R) — n(n + )"+ +O(n).

En utilisant ’hypothese faite sur |f|(R), il vient alors

loglogd
logd

et comme p > —(loglogd)/logd, ceci prouve le lemme.

g (o) < — o ol

LEMME 2.14. Soient b et ¢ deux réels positifs. Pour t > b, la fonction
Y(x) = z(t — bexp(cx)) définie sur [0,00 admet un unique maximum en
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un point xo(t), et la valeur de ce mazimum, que nous notons ¢(t), admet
l’estimation

logt —loglogt

P(t) =t ——————

quand t tend vers linfini.

+ O(t)

c

Démonstration. On a ¢'(x) = t — b(1 + cz) exp(cz), et la dérivée
seconde ¥ (x) = —bcexp(cz) — be(1 + cx) exp(cx) est toujours négative. La
valeur en zéro de la dérivée est égale a t — b qui est positif, et la dérivée
tend vers —oo si x tend vers l'infini. Ceci prouve la premiere assertion,
avec de plus le fait que le point z((t) vérifie t = b(1 + czo(t)) exp(czo(t));
donc zo(t) est la valeur au point ¢ de la fonction réciproque de la fonction
b(1+cx) exp(cz). En particulier, xo(t) tend vers U'infini si ¢ tend vers l'infini.
En prenant le logarithme de I’égalité ci-dessus, on obtient

1
cxo(t) + log xo(t) + log c + log <1 + ) + logb = log t.
czo(t)

On met dans cette égalité cxo(t) en facteur dans le premier membre, on
prend le logarithme; on obtient alors en tenant compte du fait que z((t)
tend vers l'infini,

log zo(t) = loglogt + O(1).
On reporte alors ceci dans la premiere égalité, d’ou

_ logt —loglogt

zo(t) - +0(1).
On a
_ e (t)?
¢(t) = xo(t)(t — bexp(cxo(t))) = Hzixo(t)’
d’out

6(8) = t(zo(t) + O(1)) = ¢ 08T ~loslogt

ce qui termine la démonstration du lemme.

+ O(t),

C

LEMME 2.15. Soit x € C, de module assez grand, et k € N non nul.
On définit Uentier N par les inégalités |PIN(2)] > |z| > |[PINI(2)]. (Cet
entier est bien défini car il résulte du lemme 2.11 que la suite |P"(2)| est
croissante a partir d’un certain rang.) On a alors les magjorations suivantes :

(i) pour 0 < k < N +1,

k—1
log [ [ |z — PU(2)| < klog |z| + ¢1,
j=0
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(ii) pour k > N + 2,
k—1 k—1

log [ 1z — PY(2)] < (N + D) log |z + Y log|PV(z)| + ca,
j=0 j=N+2

ot c1 et co sont deux constantes positives.

Démonstration. On majore tout d’abord |z — PVl(2)| par |z| +
|Pll(2)|. Dans le cas (i), on a alors comme majoration

- PG
log [ T (I + |PY(2)]) < klogla| + log (1 + )

3=0 =0 =1
Comme |PW(2)| < |z|, il vient

k—1 k—1

‘ (2
log [ ] (| + 1PV (2)]) < klog |z| + ) log (1 N ]‘PPUV]((Z))’\)

=0 i=0
Soit A un réel positif tel que pour tout x € C tel que |z| > A on ait

|P(x)| > 2|z|, et m un entier tel que |PVl(2)| > A pour j > m. On a alors
pour tout j > m Pinégalité | PV (2)| > 2N_7]Pm(z)|. On en déduit que

Zk’g (1+ o) < Zl‘)g( (<Zz)>|>+§1°g (1+3)

et le résultat en découle.
Nous passons maintenant au cas (ii). On a

k—1 N k—1
log [T (=] + [PYI(2)]) = log [ [ (|| + [PY(z)]) +1og T] (lz| +1PY(2)))
=0 j=0 J=N+1

et le premier terme de cette somme est, par le cas (i) que nous venons de
démontrer, majoré par (N + 1)log|z| + ¢;. D’autre part,

k—1 ‘ k-1 : = |z]
log [ (zl+PY(2)) =} log[PYI(z)[+ ) log (” <>|>

En tenant compte du fait que |z| < |PV*1(2)|, on montre comme dans
I’étude du premier cas que le deuxieme terme est majoré indépendamment
de N, d’ou le résultat.

ITII. Démonstration des résultats. D’apres le lemme 2.13 et le fait
que

d logd ~  logd ’

L loglogd S loglogd
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la fonction f(x) est somme de sa série d’'interpolation de Newton aux points
u(n) = P"(z). Il suffit donc de démontrer que les coefficients d’interpolation
b(n) sont tous nuls a partir d’'un certain rang. Il résulte du lemme 2.8(ii)
et de la proposition 2.1 que les quantités @, ,(2)b(n) sont des éléments
de Z. Le lemme 2.8(i) permet de majorer b(n); on choisit de prendre dans
ce lemme R = R, = exp(nd™*!). Les calculs sont analogues & ceux déja
faits dans la démonstration du lemme 2.13. On utilise le lemme 2.12 pour
majorer , »(2). On trouve comme majoration

loglogd B L
logd d

ce qui, compte tenu de I’hypothese faite sur A, démontre le théoréme.

log |Qn.n(2)b(n)] < — ()\ + )nd"Jrl + o(nd™),

Preuve de la proposition 2. Nous démontrons tout d’abord que
f(z) est une fonction entiere de la variable complexe z. Posons

k—1 ;
Hj:(] (z — PUl(z))
k—1 , :
[1;20 (PH(z) — PUl(z))
Nous nous plagons sous les hypotheses du lemme 2.15 et reprenons les mémes

notations. Pour k& > N + 1, on a, en utilisant (ii) du lemme 2.15 et le
lemme 2.11,

Wi(z) =

k—1
log [Wi()] < (N +1)loglal + > log |PUI(z)| - klog [P (2)] + s,
j=N+2

ol c3 est une constante indépendante de x et de k, puis
dk _ dN+2

d—1
ou la constante ¢4 est indépendante de x et de k. Posons kK = N + 2 4+ h,
avec h entier naturel. On a

log |Wi(z)| < (N +2)LdV T 'w(N, h) — hLd" 4 c4h,

log |[Wy(x)] < (N +1)Ld¥ T + L — kLd" + ¢4k,

ol on a posé
thrl " N+1 n Cy4
(d—=1)(N+2) N+2 LdN+l’

Si l'on a pris N assez grand, la quantité w(N,h) est négative pour tout
h € N, donc on a la majoration

log |Wy(z)| < —hLd" + cqh

W(N,h) = —d"** +

et cette majoration montre que la série Wy (x) est convergente. Il en résulte
que la fonction f(x) est bien une fonction entiere de la variable .
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Nous allons maintenant majorer la croissance de f(z). Il résulte de ce
qui précede que l'on a, pour |z| assez grand,

> [Wi(x)| <) exp(—hLd" + csh)
k=N+2 h=0

et cette derniere quantité est une constante indépendante de z. Il reste a
majorer sz\/;)l |Wi(x)|. Par le lemme 2.15 et le lemme 2.11, on a pour
ke{l,...,N +1},

log |Wy(z)| < klog |z| — kLd® + cek

pour une constante positive cg. On applique le résultat du lemme 2.14 avec
t =log|z| + ¢, b= L et ¢ =logd. Un calcul immédiat montre alors que

< log |z|log log |x| — log |z|log log log || L0

log [Wi(x)| oo

(log |]).

Par suite,

N+1

> Wi(z)]
k=0

< (N +2)exp <log 2] loglog || — log || log log log |]

- +Ooglo))

et comme log N est un O(log |z|), estimation sur la croissance de f(x) est
démontrée. Enfin, on a f(z) = f(P(2)) = 1, et comme les coefficients
d’interpolation de f(z) sur la suite PI"l(z) sont égaux & 1/Q,, . (2), la for-
mule (ii) du lemme 2.8 permet de démontrer par récurrence que f(P™(z)) €
Z pour tout n € N. Comme il est clair que f(z) n’est pas un polynéme, nous
avons terminé la démonstration de la proposition 2.

Démonstration du corollaire 3. On prend P(z) = z% on a

L(z, P) =log|z|, et le théoréme 1 s’applique immédiatement.

Démonstration du corollaire 4. On calcule facilement w =
(2 + V22 — 4)/2. Posons w = exp(if) avec § € C. Soit P(z) = 2> — 2. On a
immédiatement que P(2cos(f)) = 2 cos(26), et par une récurrence facile que
PIM(2) = P"(2cos(0)) = 2cos(2"0) = w?" +w=2". On peut donc appliquer
le théoreme 1. Il vient que

log| PI")(2)] = 2" log [w| + O(1);

on en déduit que L(z, P) = log(|w|) = log | ZH¥2=2 V2z274|, d’ou le résultat.
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