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0. Introduction. Soit un entier r ≥ 2 et soit une suite d’entiers positifs
s = (nj)j≥1. Chaque nj a un développement en base r

nj =r ajlj . . . aj1 =
lj∑

i=1

ajir
i−1 (avec ajlj 6= 0).

On notera
θs =r 0.n1n2n3 . . .

le réel qui a pour développement en base r

θs =r 0.a1l1 . . . a11a2l2 . . . a21 . . .

Pour certaines suites s, le réel θs est normal en base r, c’est-à-dire la
suite n→ θsr

n est équirépartie modulo 1. Par exemple, si nj = j pour tout
j, θs est le nombre de Champernowne ([Ch]). Copeland et Erdős ([CE])
démontrent la normalité de θs dans le cas où la suite (nj)j≥1 est strictement
croissante et vérifie, pour tout ε > 0 et N ≥ N(ε),

(1) #({j : nj ≤ N}) ≥ N1−ε

(autrement dit vérifie, pour tout ε > 0, nj = O(j1+ε)). Par exemple, si
(nj)j≥1 est la suite des nombres premiers, elle vérifie cette condition.

Supposons maintenant que nj est la partie entière de P (j), où P (X)
est un polynôme non constant ou un polynôme généralisé (c’est-à-dire les
exposants de X sont des réels positifs). Alors la condition (1), ou la condition
(nj)j≥1 strictement croissante, n’est pas vérifiée suivant que le degré de
P (X) est supérieur 1 ou inférieur à 1. Mais θs est encore normal d’après les
articles de Nakäı–Shiokawa ([NS1], [NS2], [NS3]).

De plus, Schiffer [Sc] donne une estimation de la discrépance de la suite
n→ θsr

n dans les deux cas suivants : nj est la partie entière de P (j), P (X)
polynôme non constant à coefficients rationnels, ou bien nj est la partie
entière de f(j), f application de [1,∞[ dans [1,∞[ telle que f(x) soit de
l’ordre de xδ, 0 < δ ≤ 1, f ′(x) de l’ordre de xδ−1 et |f ′′(x)| = O(xδ−2) quand

[153]
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x → ∞. D’où la normalité de θs dans d’autres cas que le cas polynômial,
par exemple pour f(x) = xδ + log x.

Szüsz et Volkmann ([SV]) démontrent, par une méthode probabiliste,
que θs est normal s’il existe un polynôme non constant P (X) à coefficients
entiers et une suite strictement croissante (n′j)j≥1 vérifiant la condition (1),
tels que nj = P (n′j). L’article de Grabner ([G]) est une généralisation au cas
d’une base non entière; voir aussi l’article de Bertrand-Mathis et Volkmann
([BV]).

Volkmann nous a posé la question de savoir si la normalité de θs est
conservée quand on remplace chaque nj par λjnj , où les λj sont des entiers
positifs vérifiant une condition de croissance maximale. Nous montrons ici
(paragraphe 4) que c’est le cas pour les nombres θs des articles de Nakäı–
Shiokawa, avec la condition

(2) λj = O((log j)ε) pour tout ε > 0.

Ceci est dû au fait qu’à chaque occurrence d’un bloc b dans le déve-
loppement en base r de λjnj , il y a au plus λj possibilités pour le bloc
de chiffres situé au même emplacement, dans le développement de nj . Plus
généralement, étant donné une suite s et une famille de transducteurs
(Tj)j≥1 vérifiant certaines conditions (voir paragraphe 3), la normalité de
θs est conservée quand chaque nj est remplacé par (n′j), où (n′j) se déduit
de (nj) au moyen du transducteur Tj .

Pour pouvoir appliquer ce résultat général de modification des nom-
bres normaux aux nombres de Nakäı–Shiokawa, il est nécessaire d’avoir une
estimation de la discrépance de la suite n → θsr

n. Pour tout réel θ, la
discrépance de la suite n→ θrn est définie par

D(θ, n) = sup
I⊆[0,1[

∣∣∣∣
1
n
N(θ, I, n)− (β − α)

∣∣∣∣,

où, pour tout intervalle I = [α, β[, N(θ, I, n) est égal à #({i ≤ n : θri ∈
I mod 1}). Remarquons que les trois articles de Nakäı–Shiokawa (contraire-
ment à celui de Schiffer) ne permettent pas de majorer la discrépance, car
dans leur estimation ∣∣∣∣

1
n
N(θ, I, n)− r−l

∣∣∣∣ ≤ Cl
1

logn

pour tout intervalle I de la forme [k/rl, (k+1)/rl[, k et l entiers, la constante
Cl dépend de l. Nous reprenons donc, au paragraphe 2, les idées des articles
de Nakäı–Shiokawa et de Schiffer de manière à majorer cette discrépance.
D’autre part nous ne savons pas si elle est en O(1/ logn) comme dans les
cas traités par Schiffer.

Remarquons qu’il n’est pas possible de répondre à la question de Volk-
mann dans le cas général d’une suite d’entiers positifs s quelconque, telle
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que θs soit normale, sans faire d’hypothèse sur la discrépance de la suite
n → θsr

n. La remarque 4 à la fin de l’article prouve qu’il existe une suite
d’entiers positifs (λj)j≥1 de croissance arbitrairement lente, et un nombre
normal θ =r 0.n1n2n3 . . . tel que le nombre θ′ =r 0.(λ1n1)(λ2n2)(λ3n3) . . .
ne soit pas normal.

Par contre, il est possible que l’hypothèse (2) ne soit pas la meilleure
possible, et puisse être remplacée (dans le cas où nj est un polynôme en j)
par l’hypothèse moins forte

(3) λj = O(jε) pour tout ε > 0.

N’arrivant pas à le démontrer en utilisant les lemmes de Nakäı–Shiokawa
([NS1]) (pour lesquels il faudrait que λjnj soit une fonction f(j) telle qu’une
des dérivées successives de f soit de signe constant), nous le démontrons dans
le cas particulier nj = j2 (paragraphe 5) par modification de la démonstra-
tion de Besicovitch ([Be]).

D’autre part, la condition (3) est, en un sens, la moins forte possible : Soit
ε > 0 et 0.n1n2n3 . . . un nombre normal en base r tel que limj→∞ nj = ∞
et nj = O(jα), α constante positive. On peut construire une suite d’entiers
positifs (λj)j≥1 telle que λj = O(jε), mais le réel 0.(λ1n1)(λ2n2)(λ3n3) . . .
ne soit pas normal en base r. Il suffit de poser λj = rεj où εj est la partie
entière de ε logr j. La fréquence d’occurrence de tout bloc de zéros dans le
développement de ce réel est alors au moins égale (en limite supérieure) à
ε/(α+ ε), ce qui prouve qu’il n’est pas normal en base r.

1. Suites (k, ε)-normales. Soit r ≥ 2 et Ar = {0, 1, . . . , r−1}. On note
N(b, s) le nombre d’occurrences d’un bloc b dans une suite s :

N(b, s) = #{i ≤ n− k : εi+1 . . . εi+k = b}
pour tout b ∈ Akr et s = ε1 . . . εn ∈ Anr .

Définition. Une suite s est dite (k, ε)-normale au sens de Besicovitch
([Be]) (k ≥ 1 entier et ε > 0) si, pour tout bloc b ∈ Akr ,

|n−1N(b, s)− r−k| < ε.

D’après le lemme de Copeland–Erdős ([CE]), il existe δ = δ(r, k, ε) < 1
tel que le nombre de suites s ∈ Anr non (k, ε)-normales soit inférieur à rnδ

pour n assez grand.
On peut préciser ce lemme en utilisant une inégalité de Bernstein (voir

par exemple [R], chapitre 7, théorème 3) : Soit ζn la fréquence relative d’un
événement A dans une série de n épreuves indépendantes, soient η > 0 et
0 < ε ≤ p(1− p) (où p 6= 0 est la probabilité de A) et

n ≥ 9 log(2/η)
8ε2 .

Alors P (|ζn − p| ≥ ε) ≤ η.
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On obtient le lemme suivant :

Lemme 1. Si ε ≤ r−k(1− r−k), le nombre de suites s ∈ Anr qui ne sont
pas (k, ε)-normales est inférieur à 2kr2krnδ, avec

δ = δ(r, k, ε) = 1− 8ε2

9k log r
.

D é m o n s t r a t i o n. Étant donné un bloc b ∈ Akr , on va d’abord majorer
le nombre de suites s ∈ Anr qui vérifient

(1) |n−1N(b, s)− r−k| ≥ ε.
On prolonge chacune de ces suites s = ε1 . . . εn en une suite s′ = ε1 . . . εn+k−1

en posant

εn+i =
{

0 si b se termine par la lettre 1
(1 ≤ i ≤ k − 1).

1 sinon
Le nombre d’occurrences du bloc b est alors le même pour les suites s et s′.

Pour tout entier h tel que 0 ≤ h ≤ k−1, on définit la suite sh = sh1 . . . s
h
nh

en posant

sh1 = εh+1 . . . εh+k, sh2 = εh+k+1 . . . εh+2k, etc.,

nh étant le plus grand entier tel que h+ nhk ≤ n+ k − 1; autrement dit,

nh = #{m : k ≤ m ≤ n+ k − 1,m ≡ h mod k}.
Par conséquent,

k−1∑

h=0

nh = n, N(b, s)− nr−k =
k−1∑

h=0

(N(b, sh)− nhr−k),

où N(b, sh) est le nombre d’occurrences de la lettre b (appartenant à l’al-
phabet A′ = Akr ) dans la suite sh (sh ∈ A′nh). Donc, si (1) est vérifié, il
existe h tel que

(2) |N(b, sh)− nhr−k| ≥ nhε.
On note m l’entier nh, et r′ = #A′ = rk. Puis on applique l’inégalité de
Bernstein, où la v.a. ζm représente la fréquence d’occurrence d’une lettre
b ∈ A′ fixée dans une suite σ ∈ A′m. P est la probabilité uniforme définie
par

P ({a′}) = r′−1 pour tout a′ ∈ A′.
On obtient

(3) r′−m#({σ : σ ∈ A′m, |m−1N(b, σ)− r′−1| ≥ ε}) ≤ η
avec comme conditions :

(4) η > 0, 0 < ε ≤ r′−1(1− r′−1) et m ≥ 9
8ε2 log(2η−1).
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Or pour chaque suite σ ∈ A′m, il existe rh suites s ∈ Anr telles que sh = σ.
Donc si les conditions (4) sont vérifiées pour tout h (par l’entier m = nh),
l’inégalité (3) permet de majorer le nombre de suites s qui vérifient (1) par∑k−1
h=0 r

hηr′nh .
Comme on a rhr′nh = rh+knh ≤ rn+k−1, et comme il y a rk blocs b

possibles, on majore le nombre de suites s ∈ Anr non (k, ε)-normales par
krn+2k−1η. Pour que les conditions (4) soient vérifiées, il suffit de choisir η
tel que

n

k
− 1 =

9
8ε2 log(2η−1)

(en effet nh > n/k − 1 pour tout h). Le lemme 1 s’en déduit facilement.

Le lemme suivant permet de démontrer la (k, ε)-normalité d’une suite,
dont on connait seulement une majoration du nombre d’occurrences des
blocs d’une certaine longueur.

Lemme 2. Soit k ≥ 1 et ε ≤ r−k(1− r−k). Une condition suffisante pour
qu’une suite s ∈ Anr soit (k, ε)-normale est qu’il existe un entier l vérifiant

12k
ε
≤ l ≤ nε

12
tel que

1
n
N(b, s) ≤ ε

6kr2k r
−lδ(r,k,ε/3) pour tout b ∈ Alr

(δ(r, k, ε) étant défini au lemme 1).

D é m o n s t r a t i o n. La méthode consiste à calculer le nombre d’occur-
rences d’un bloc b de longueur k dans les blocs successifs de longueur l de
la suite s = ε1 . . . εn, et d’utiliser le fait qu’un grand nombre de ces blocs
est (k, ε/3)-normal. Soit

Sb,s =
n−l∑

i=0

N(b, εi+1 . . . εi+l).

A chaque occurrence du bloc b à un rang j dans la suite s, avec l ≤ j ≤ n− l,
il y a occurrence de ce bloc dans εi+1 . . . εi+l pour l − k + 1 valeurs de i,
donc on a

(1) |Sb,s − (l − k + 1)N(b, s)| ≤ 2l2.

On a un autre encadrement de Sb,s : compte tenu que

|N(b, εi+1 . . . εi+l)− lr−k| <
{ ε

3
l si εi+1 . . . εi+l est (k, ε/3)-normal,

l sinon,
on en déduit, en sommant pour 0 ≤ i ≤ n− l,
(2) |Sb,s − (n− l + 1)lr−k| < ε

3
ln+ lN(N , s),
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où N est l’ensemble des suites b′ ∈ Alr non (k, ε/3)-normales, et

N(N , s) =
∑

b′∈N
N(b′, s).

En majorant N(b′, s) d’après l’hypothèse, et #(N ) d’après le lemme 1,

N(N , s) ≤ nε
3
.

Puis, avec (1) et (2),

|(l − k + 1)N(b, s)− (n− l + 1)lr−k| < 2l2 +
2ε
3
ln,

|lN(b, s)− nlr−k| < kn+ 3l2 +
2ε
3
ln

et, compte tenu des hypothèses sur l, la (k, ε)-normalité de s.

2. Nombres de Nakäı–Shiokawa. Avec les notations de l’introduc-
tion, on a la normalité de θs dans le cas suivant (d’après [NS1] et [NS3]) :

Théorème (Nakäı–Shiokawa). Soit la fonction g, définie sur [1,∞[ par

g(x) = α1x
β1 + . . .+ αdx

βd

avec αi et βi constantes réelles, αi 6= 0, βi ≥ 0 non tous nuls. On suppose
g(x) ≥ 1 pour tout x ≥ 1, et on note [g(x)] la partie entière de g(x). Alors
le nombre

θg =r 0.[g(1)][g(2)][g(3)] . . .

est normal en base r. De plus, pour tout entier l ≥ 1 et tout bloc b =
b1 . . . bl ∈ Alr,

1
n
Nr(θg, b, n) =

1
rl

+O

(
1

logn

)
,

où Nr(θg, b, n) est le nombre d’occurrences du bloc b dans les n premiers
termes du développement de θg.

La constante impliquée dans le terme en O(1/log n) dépend de la fonction
g et de la base r, mais aussi de l. Cependant on va la majorer par une fonction
de l, ce qui permettra de majorer la discrépance de la suite n→ θgr

n.
Pour tout réel θ et tout intervalle I = [α, β[, on pose

N(θ, I, n) = #({i ≤ n : θri ∈ I mod 1})
et

D(θ, n) = sup
I⊆[0,1[

∣∣∣∣
1
n
N(θ, I, n)− (β − α)

∣∣∣∣.

Corollaire. D(θg, n) = O((log(log n))2/ logn).
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D é m o n s t r a t i o n. Les articles de Nakäı–Shiokawa démontrent l’esti-
mation

(1)
∑

n≤x
Nr([g(n)], b) =

1
rl
x logr g(x) +O(x log log x),

où Nr([g(n)], b) désigne le nombre d’occurrences du bloc b = b1 . . . bl dans
le développement en base r de [g(n)]. Dans [NS1] et [NS3], le terme en
O(x log log x) est amélioré en O(x). En reprenant les démonstrations (par
exemple celles des paragraphes 3 de [NS1] et [NS2], qui sont plus simples
que celle de [NS3]), on voit que la constante impliquée dans le terme en
O(x log log x) ne dépend pas de l.

Puis ils déduisent de (1) l’estimation

1
n
Nr(θg, b, n) =

1
rl

+O

(
log log n

logn

)
,

où cette fois la constante impliquée dépend de l.
En effet, soit x l’entier qui vérifie l1 + . . .+ lx ≤ n < l1 + . . .+ lx+1, où

lj est la longueur du développement en base r de [g(j)]; on a l’encadrement
∑

n≤x
Nr([g(n)], b) ≤ Nr(θg, b, n) ≤

∑

n≤x
Nr([g(n)], b) + xl + lx+1.

Comme n est égal à x logr g(x) +O(x), on déduit de (1) l’estimation

(2)
1
n
Nr(θg, b, n) =

1
rl

+O

(
l + log log n

logn

)
.

Il reste à calculer une estimation de N(θg, I, n) pour tout intervalle
I. En utilisant la méthode de Schiffer (voir [Sc], fin de la démonstration
du théorème 1), on peut se restreindre aux intervalles de la forme I =
[0, i/rj [, avec j = [log(log n)] et 0 ≤ i ≤ rj . En effet, l’erreur commise est
en O(log(log n)/ log n) (conséquence de (2)). Puis on fait une partition de
[0, i/rj [ en (au plus) r intervalles de longueur 1/r, r intervalles de longueur
1/r2, . . . , r intervalles de longueur 1/rj :

[0, 1/r[, [1/r, 2/r[, . . . , [(ε− 1)/r, ε/r[ avec ε = [i/rj−1]

puis

[ε/r, ε/r + 1/r2[, [ε/r + 1/r2, ε/r + 2/r2[ , . . . etc.

Ce permet de déduire de (2) l’estimation voulue (pour chacun de ces sous-
intervalles, les entiers n tels que θrn appartient à cet intervalle correspondent
aux occurrences, dans le développement de θ, d’un bloc de longueur l, 1 ≤
l ≤ j).

La majoration de la discrépance est meilleure dans les cas étudiés par
Schiffer ([Sc]).
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3. Modification de nombres normaux. Dans ce paragraphe, on con-
sidère un réel θ ∈ [0, 1[, et un découpage en blocs de son développement en
base r; autrement dit, une suite d’entiers positifs (nj)j≥1 telle que

θ =r 0.n1n2n3 . . .

On modifie le développement de θ au moyen d’une famille de transducteurs
(Tj)j≥1 d’alphabet Ar = {0, 1, . . . , r − 1}. Plus précisément, on dira que
deux entiers positifs n et n′, de développement en base r

n =r al . . . a1 =
l∑

i=1

air
i−1, al 6= 0,

n′ =r bl′ . . . b1 =
l′∑

i=1

bir
i−1, bl′ 6= 0,

se correspondent par un transducteur T s’il existe un chemin, d’état initial
quelconque, dont les étiquettes d’entrée soient successivement a1, a2, . . . , al′′

(avec l′′ = inf(l, l′)), et les étiquettes de sortie b1, b2, . . . , bl′′ ; ou un chemin
d’état initial quelconque dont les étiquettes d’entrée soient al′′ , . . . , a2, a1 et
les étiquettes de sortie bl′′ , . . . , b2, b1. On dira qu’un réel

θ′ =r 0.n′1n
′
2n
′
3 . . .

correspond à θ par une famille de transducteurs (Tj)j≥1 si, pour tout j,
l’entier nj et l’entier n′j se correspondent par le transducteur Tj , et si pour
tout ε > 0 on a

|l′j − lj | = O((log j)ε).
On est obligé d’envisager que l′j soit différent de lj , pour les applications du
paragraphe 4.

La proposition 1 donne des conditions suffisantes pour que θ′ soit normal
en base r; ces conditions portent sur la discrépance de θ (et sont vérifiées par
presque tout réel θ), sur la suite (nj)j≥1 et les transducteurs Tj . Rappelons
qu’un transducteur est dit non-ambigu en sortie si, étant donnés deux états
et une suite de lettres s, il existe au plus un chemin reliant ces deux états,
et dont la suite des étiquettes de sortie soit égale à s. La notation D(θ, n)
(discrépance de θ) est définie au début du paragraphe 2.

Proposition 1. On suppose que pour tout ε > 0, les conditions suivantes
sont vérifiées :

(i) D(θ, n) = O(1/(logn)1−ε) (quand n→∞),
(ii) log nj = Ω(log j),

(iii) les tranducteurs Tj sont non-ambigus en sortie, et le nombre d’états
de Tj est en O((log j)ε), de même que le nombre de transducteurs distincts
parmi T1, . . . , Tj.

Alors les nombres θ′ correspondant à θ sont normaux en base r.
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Dans le lemme suivant, on suppose qu’on a seulement une majoration
du nombre d’occurrences Nr(θ, b, n) de certains blocs b dans les n premiers
termes du développement de θ, d’où on déduit une majoration analogue
pour Nr(θ′, b, n). On pose

Nr(θ, n) = sup
b
Nr(θ, b, n),

la borne supérieure portant sur tous les blocs b de longueur [logr(log n)].

Lemme 3. Soit θ ∈ [0, 1[ tel que, pour tout ε > 0,

Nr(θ, n) = O

(
n

(logn)1−ε

)
.

Si la suite (nj)j≥1 et les transducteurs Tj vérifient les conditions (ii) et (iii)
de la proposition 1, alors Nr(θ′, n) est aussi en O(n/(log n)1−ε).

D é m o n s t r a t i o n. Pour tout j, soit lj le nombre de chiffres du déve-
loppement de nj en base r (lj = 1 + [logr(nj)]), et l′j le nombre de chiffres
de celui de n′j . Étant donné un bloc b′ de longueur l = [logr(log n)], on a la
majoration

Nr(θ′, b′, n) ≤
J∑

j=1

Nr(n′j , b
′) + Jl

où J est le plus petit entier tel que
∑J
j=1 l

′
j ≥ n. J est au plus égal à n. Il

s’agit donc de majorer pour tout j ≤ J , le nombre d’occurrences de b′ dans
le développement de n′j . Si b′ apparâıt au rang h dans ce développement
(c’est-à-dire, si le bloc des coefficients de rh−1, rh−2, . . . , rh−l est égal à b′),
si de plus l ≤ h ≤ inf(lj , l′j) alors le bloc de chiffres du développement de nj
qui apparâıt au même rang est l’étiquette d’entrée d’un chemin d’étiquette
de sortie b′, dans le transducteur Tj . Plus précisément, la suite des étiquettes
de sortie est égale à la suite des lettres du bloc b′, lue de gauche à droite ou
de droite à gauche, et de même pour la suite des étiquettes d’entrée.

Soit ε > 0. On déduit de l’hypothèse (iii) qu’il existe une constante C
(dépendant de ε) telle que le nombre d’états de Tj soit inférieur à C(log J)ε,
pour tout J ≥ 2 et 1 ≤ j ≤ J . Donc pour j fixé, le nombre de chemins
appartenant au transducteur Tj (non-ambigu en sortie) et d’étiquette de
sortie b′ est inférieur à C2(log J)2ε. D’autre part, il existe une constante D
telle que le nombre de transducteurs distincts parmi T1, . . . , TJ soit inférieur
à D(log J)ε pour tout J ≥ 2. Le nombre de chemins appartenant à un de
ces transducteurs, et d’étiquette de sortie b′, est donc au plus égal à l’entier

λJ = [C2D(log J)3ε].
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Soient b(1), . . . , b(λJ) les étiquettes d’entrée de ces chemins. On a

Nr(n′j , b
′) ≤ |l′j − lj |+

λJ∑

i=1

Nr(nj , b(i)),

Nr(θ′, b′, n) ≤
J∑

j=1

|l′j − lj |+
λJ∑

i=1

Nr(θ, b(i),m) + Jl,

avec m =
∑J
j=1 lj .

Le premier terme, compte tenu de l’hypothèse |l′j − lj | = O((log j)ε), est
en O(J(log J)ε). Comme

|m− n| ≤ l′J +
J∑

j=1

|l′j − lj |,

on peut remplacer m par n dans le deuxième terme, avec une erreur en
O(J(log J)4ε). D’après l’hypothèse sur Nr(θ, n),

∑λJ
i=1Nr(θ, b(i), n) est en

O(λJn/(log n)1−ε), donc en O(n/(log n)1−4ε). Il suffit, pour pouvoir con-
clure, de vérifier que les autres termes sont aussi en O(n/(log n)1−4ε). On le
déduit de l’estimation suivante de J : comme log nj est en Ω(log j), on a

n = Ω
( J∑

j=1

log j
)

= Ω(J log J), donc J = Ω

(
n

log J

)
= Ω

(
n

log n

)
.

Lemme 4. Tout réel θ ∈ [0, 1[ vérifiant la condition (i) de la proposition 1
vérifie aussi l’hypothèse du lemme 3. D’autre part , tout réel θ ∈ [0, 1[ qui
vérifie l’hypothèse du lemme 3 est normal en base r.

D é m o n s t r a t i o n. Soit θ ∈ [0, 1[ vérifiant la condition (i). Soient n ≥ 1,
l = [logr(log n)], un bloc b = b1 . . . bl, et I l’intervalle des x ∈ [0, 1[ dont le
développement commence par b1 . . . bl. Avec les notations du paragraphe 2
on a

Nr(θ, b, n) ≤ N(θ, I, n) ≤ n|I|+ nD(θ, n).

Comme |I| = O(1/ logn), la condition du lemme 3 est vérifiée.
Soit maintenant un réel θ ∈ [0, 1[ vérifiant la condition du lemme 3. Il

faut vérifier qu’il est normal en base r. Il suffit de démontrer, étant donnés
k ≥ 1 et ε > 0, que les n premiers chiffres du développement de θ forment
une suite (k, ε)-normale si n est assez grand.

On peut appliquer le lemme 2 à l’entier l = [logr(log n)], qui vérifie la
première hypothèse de ce lemme pour n assez grand :

12k
ε
≤ l ≤ nε

12
.
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Soit ε′ < 1 − δ, avec δ = δ(r, k, ε/3) < 1 défini au lemme 1. Puisque
(1/n)Nr(θ, n) est par hypothèse en O(1/(log n)1−ε′) = O(1/rl(1−ε

′)), il est
inférieur à (ε/(6kr2k))r−lδ pour n assez grand, et la deuxième hypothèse du
lemme 2 est vérifiée.

La proposition 1 se déduit facilement des lemmes 3 et 4.

4. Application aux modifications additives ou multiplicatives.
C’est l’application du paragraphe 3 au cas des transducteurs de multiplica-
tion, de division, d’addition ou de soustraction (voir par exemple [BlDT]),
dont on va rappeler la définition dans le cas des nombres entiers.

Soit n ∈ N, de développement en base r

n = alr
l−1 + . . .+ a1, al 6= 0.

Le transducteur de multiplication par l’entier λ a pour alphabet Ar =
{0, 1, . . . , r− 1} et pour ensemble d’états Aλ = {0, 1, . . . , λ− 1}. Deux états
c et c′ sont reliés par un arc d’étiquette d’entrée a et de sortie b ssi

λa+ c = rc′ + b.

Donc en choisissant pour état initial c = 0 et en entrant successivement les
lettres a1, a2, . . . , al, 0, 0, . . . , la suite des étiquettes de sortie

b1, b2, . . . , bl′ , 0, 0, . . . avec bl′ 6= 0

est le développement de nλ, c’est-à-dire,

nλ = bl′r
l′−1 + . . .+ b1.

Le transducteur de division par λ a même alphabet et même ensemble
d’états. La condition λa + c = rc′ + b est remplacée par rc + a = λb + c′.
En choisissant l’état initial c = 0 et en entrant successivement les lettres
al, al−1, . . . , a1, la suite des étiquettes de sortie

0, . . . , 0, bl′ , bl′−1, . . . , b1 avec bl′ 6= 0

est le développement de [n/λ] : [n/λ] = bl′r
l′−1 + . . .+ b1.

Le transducteur d’addition de λ dépend de son développement en base r :

λ = λhr
h−1 + . . .+ λ1, λh 6= 0.

Il a même alphabet Ar mais son ensemble d’états est {0, 1} × {1, . . . , h}.
Deux états (c, i) et (c′, i′) sont reliés par un arc d’étiquette d’entrée a et de
sortie b ssi

a+ λi + c = rc′ + b et i′ = i+ 1.
Avec l’état initial (c, i) = (0, 1) et les étiquettes d’entrée a1, a2, . . . , al,
0, 0, . . . on obtient comme étiquettes de sortie

b1, b2, . . . , bl′ , 0, 0, . . . (bl′ 6= 0)

telles que n+ λ = bl′r
l′−1 + . . .+ b1.
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Pour le transducteur de soustraction, la condition a + λi + c = rc′ + b
est remplacée par

(rc′ + a)− (λi + c) = b, avec c′ = 1 ssi a < λi + c.

On obtient le développement de n− λ de la même façon que pour le trans-
ducteur d’addition.

Proposition 2. On suppose qu’un réel θ =r 0.n1n2n3 . . . vérifie les
conditions (i) et (ii) de la proposition 1. Soient trois suites (λj)j≥1, (µj)j≥1

(à valeurs dans N\{0}) et (νj)j≥1 (à valeurs dans Z). On suppose que, pour
tout ε > 0,

λj + µj + |νj | = O((log j)ε) quand j →∞.
Soit , pour tout j, n′j la partie entière de (λj/µj)nj + νj. Alors si les n′j sont
positifs, le réel

θ′ =r 0.n′1n
′
2n
′
3 . . .

est normal en base r.

La proposition 2 est bien sûr applicable au cas où θ est un nombre de
Nakäı–Shiokawa, ou un nombre de Schiffer.

D é m o n s t r a t i o n. θ vérifie l’hypothèse du lemme 3, d’après le lemme
4. Les transducteurs de multiplication par λj , division par µj , addition de
sup(νj , 0) et soustraction de sup(−νj , 0) vérifient la condition (iii). On peut
donc appliquer le lemme 3 en utilisant successivement ces quatre familles de
transducteurs; on obtient

Nr(θ′, n) = O

(
n

(log n)1−ε

)
pour tout ε > 0.

D’après le lemme 4, θ′ est normal en base r.

R e m a r q u e 1. Le cas des modifications additives d’un nombre normal
en base r,

θ =r 0.n1n2n3 . . . ,

a été traité par Volkmann ([V]), si la suite (nj)j≥1 est non décroissante
et νj ≥ 0. L’hypothèse νj = O((nj)ε) pour tout ε > 0 (autrement dit,
log νj = O(lognj)) implique que le nombre

θ′ =r 0.(n1 + ν1)(n2 + ν2)(n3 + ν3) . . .

est aussi normal en base r.
Par contre, l’hypothèse νj = O((nj)ε) pour ε > 0 fixé ne l’implique pas;

on peut construire facilement un contre-exemple. On définit l’entier νj en
posant que, si nj a pour développement

nj =r ajlj . . . aj1,
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nj + νj a pour développement

nj + νj =r ajlj . . . aj(hj+1)(r − 1)hj avec hj = [ε logr nj ].

Comme νj est au plus égal à rhj−1, on a bien νj < (nj)ε. La limite inférieure
de hj/lj étant au moins égale à ε, le réel θ′ ne peut pas être normal en base
r : pour tout k ∈ N, la fréquence d’occurrence du bloc 0k est au moins égale
(en limite inférieure) à ε, qui est indépendant de k.

D’autre part, on peut considérer que le nombre non normal θ′ est obtenu
à partir de θ en multipliant chaque nj par (nj+νj)/nj , donc par un rationnel
qui tend vers 1 quand j tend vers ∞. Ceci prouve l’utilité de faire, à la
proposition 2, une hypothèse sur le type de croissance de la suite λj +µj et
non sur celle de λj/µj .

R e m a r q u e 2. Pour la proposition 1, on peut avoir une estimation de
D(θ′, n) à condition de renforcer les hypothèses sur θ et sur les transducteurs
Tj . Supposons qu’il existe une constante λ telle que

D(θ, n) = O

(
(log log n)λ

logn

)
, |l′j − lj | = O((log log j)λ)

et que le nombre d’états du transducteur Tj , et le nombre de transduc-
teurs distincts parmi T1, . . . , Tj , sont en O((log log j)λ). On en déduit que
Nr(θ, n) (défini au lemme 3) est plus petit que Cnlλ/ log n (C constante,
l = [logr(log n)]).

Par la même démonstration qu’au lemme 3, Nr(θ′, n) est plus petit que
C ′nl4λ+1/ logn (C ′ constante). Pour pouvoir appliquer le lemme 2, on va
vérifier la majoration

C ′
l4λ+1

log n
<

ε

6kr2k r
−l(1−8ε2/(81k log r)).

Posons ε = l−α et k ≤ lβ ; cette inégalité est vérifiée pour tout k ≤ lβ si

6C ′l4λ+1+α+β < r8l1−2α−β/(81 log r)−2lβ .

Elle est évidemment vérifiée pour l assez grand si α+ β < 1/2.
Les n premiers termes du développement de θ′ forment donc une suite

(k, ε)-normale pour tout k ≤ lβ . On en déduit par la méthode de Schiffer
([Sc], démonstration du théorème 1)

D(θ′, n) = O

(
1

(log log n)1/2−ε

)
pour tout ε > 0.

R e m a r q u e 3. Soit s (resp. s′) la suite des étiquettes d’entrée (resp.
de sortie) d’un chemin de longueur n, dans un transducteur non-ambigu
en sortie. D’après l’article [BlDT] sur la préservation de la normalité par
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transducteur, on sait (corollaire 3.4) que pour tout k, ε il existe l, η tels que

s (l, η)-normale ⇒ s′ (k, ε)-normale.

On peut préciser ici les conditions suffisantes sur l et η. Supposons

81k
8ε2 log

12d2kr2k

ε
≤ l ≤ nε

12
et η =

ε

12d2kr2k r
−lδ,

où d est le nombre d’états du transducteur, et δ = δ(r, k, ε/3) est défini au
lemme 1. (Cette hypothèse implique que n est assez grand. D’autre part, on
suppose toujours ε ≤ r−k(1− r−k).)

Soit b un bloc de longueur l; comme la suite s est (l, η)-normale, on
peut majorer (1/n)N(b, s) par r−l + η, et finalement par 2η car on a (en
remplaçant η et δ par leurs valeurs, puis en utilisant l’hypothèse sur l)

ηrl =
ε

12d2kr2k e
8lε2/(81k) ≥ 1.

Par une démonstration semblable à celle du lemme 3, on a

N(b′, s′) ≤ d2 sup
b∈Alr

N(b, s)

pour tout b′ ∈ Alr, d’où
1
n
N(b′, s′) ≤ 2ηd2.

Le lemme 2 permet de conclure la (k, ε)-normalité de s′.

R e m a r q u e 4. Au sujet des modifications multiplicatives de nombres
normaux, il ne suffit pas de faire une hypothèse sur le type de croissance de
la suite d’entiers (λj)j≥1 pour pouvoir conclure que le nombre

θ′ =r 0.(λ1n1)(λ2n2)(λ3n3) . . .

est normal en base r, quel que soit θ =r 0.n1n2n3 . . . normal en base r.
Plus précisément, étant donné une suite d’entiers positifs (αj)j≥1 tendant

vers∞, on va construire une suite d’entiers positifs (λj)j≥1 vérifiant λj ≤ αj
pour tout j, et un nombre normal θ tel que θ′ ne soit pas normal. La suite
(λj)j≥1 qu’on va construire ne peut être bornée : si elle l’était, θ′ serait
normal (voir [DT]).

On pose

λj = rlj + 1,

où les (lj) sont des entiers tels que rlj < αj et limj→∞ lj =∞. Pour définir
θ, on choisit d’abord un nombre normal x, de développement en base r

x =r 0.x1x2x3 . . .

avec xi ∈ {0, 1, . . . , r − 1} et x1 = 1. Soit mj le mot constitué par les lj
premiers chiffres du développement de x, et mj le mot obtenu en remplaçant
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chaque chiffre xi par r−1−xi. On définit l’entier nj par son développement :

nj =r mjmj ,

puis on pose

θ =r 0.n1n2n3 . . .

Il est clair que le réel θ′ associé n’est pas normal en base r : s’il l’était,
la fréquence d’occurrence du bloc (r − 1)(r − 1) dans son développement
tendrait vers 1/r2 qui est au moins égal à 1/4. Or dans le développement
de λjnj ,

λjnj =r mj(r − 1)ljmj ,

la fréquence d’occurrence du bloc (r − 1)(r − 1) est au moins égale à
(lj − 1)/3lj , donc strictement supérieur à 1/4 pour j assez grand.

Il reste à vérifier que θ est normal, ce pourquoi on peut utiliser le lemme
5 de Bertrand-Mathis et Volkmann ([BV]). Dans le cas des développements
en base r, ce lemme peut s’énoncer de la façon suivante :

Lemme. Soit a1, a2, a3, . . . une suite de mots sur l’alphabet {0, 1, . . . , r−
1}. On pose pour tout n, ‖a∗n‖ =

∑ ‖ai‖ (somme, pour i ≤ n, des longueurs
des mots ai) et ψ(n) = ψk,ε(n) =

∑ ‖ai‖ (somme pour i ≤ n tel que ai ne
soit pas (k, ε)-normal). On suppose que pour tout k ≥ 1 et ε > 0, les entiers
n et ψk,ε(n) sont en o(‖a∗n‖) quand n → ∞. Alors le nombre 0.a1a2a3 . . .
est normal en base r.

On l’applique au réel θ; il est égal à 0.a1a2a3 . . . avec a2j−1 = mj et
a2j = mj pour tout j. La condition n = o(‖a∗n‖) est vérifiée puisque la
longueur de an tend vers ∞. D’autre part, les mj étant préfixes d’une suite
normale, ils sont (k, ε)-normaux pour n assez grand, donc ψk,ε(n) est borné
et la deuxième condition est vérifiée.

Remarquons qu’on aurait pu choisir le nombre θ =r 0.n1n2n3 . . . de façon
que nj soit de l’ordre de xj , où (xj)j≥1 est une suite donnée tendant vers
∞. Il suffit de poser, au lieu de nj =r mjmj ,

nj =r mjmj . . .mjmjwj ,

où le bloc mjmj est répété [logr xj/(2lj)] fois, et complété par un bloc wj
de zéros, de façon que la longueur du développement de nj soit [logr xj ].

5. Autre méthode dans le cas nj = j2. Pour certains réels θ =r

0.n1n2n3 . . ., l’hypothèse sur la suite (λj)j≥1 :

λj = O((log j)ε) pour tout ε > 0

peut être remplaçée par l’hypothèse moins forte

λj = O(jε) pour tout ε > 0.
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On va le faire dans le cas particulier nj = j2, c’est-à-dire vérifier que le réel

θ′ =r 0.(λ112)(λ222)(λ332) . . .

est normal en base r.
Il suffit de reprendre la démonstration de Besicovitch ([Be]). Pour tout

j ≥ 1, soit h = h(j) l’entier qui vérifie rh−1 ≤ j < rh. On fait la division
euclidienne par rh :

λjj
2 = ujr

h + vj , 0 ≤ vj < rh.

Donc θ′ est égal à 0.u1v1u2v2 . . . On note ‖uj‖ la longueur du développement
de uj , et de même pour vj . En utilisant le même lemme (voir remarque 4,
paragraphe 4) on a

‖a∗2n‖ =
∑

(‖uj‖+ ‖vj‖), somme pour 1 ≤ j ≤ n,
ψ(2n) =

∑
‖uj‖+

∑
‖vj‖,

somme pour 1 ≤ j ≤ n tel que uj (resp. vj) ne soit pas (k, ε)-normal. n est
en o(‖a∗n‖) parce que uj tend vers ∞. Pour vérifier ψ(n) = o(‖a∗n‖), il suffit
de vérifier que ψ(2n) est en o(n).

Soit χi(n) (resp. χ′i(n)) le nombre d’indices j ≤ n tels que λj = i, et uj
(resp. vj) ne soit pas (k, ε)-normal. Soit ε′ > 0, qu’on fixera ultérieurement.
D’après l’hypothèse sur la suite (λj)j≥1, on a, si n est assez grand,

λj ≤ nε
′

pour tout j ≤ n.
Si on arrive à majorer χi(n) et χ′i(n) par n1−2ε′ , on obtiendra bien ψ(2n) =
o(n) puisque pour chaque valeur de n, le nombre de valeurs possibles pour
λj est au plus nε

′
, et les longueurs ‖uj‖ et ‖vj‖ sont en O(log n).

On a (si λj = i)

uj =
[
ij2

rh

]
≤ ij ≤ n1+ε′ .

Donc χi(n) est au plus égal au produit du nombre d’entiers m ≤ n1+ε′

non (k, ε)-normaux par le nombre maximal (pour m ≤ n1+ε′) d’entiers j
vérifiant le système

(S) j ≤ n, λj = i, uj = m.

D’après le lemme de Copeland–Erdős ([CE]), le premier nombre est inférieur
à (n1+ε′)δ, où δ < 1 est une constante ne dépendant que de r, k et ε. D’autre
part, pour tout h, le nombre d’entiers j ∈ [rh−1, rh[ solutions de (S) est au
plus égal à r. En effet, la suite (uj)j≥1 est monotone et uj+r est supérieur
à uj (si λj+r = λj = i) puisque

uj+r ≥ [ij2/rh + 2ij/rh−1] ≥ uj + 2.
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L’entier h = 1 + [logr j] est compris entre 1 et 1 + [logr n]. Donc, en tout,
(S) a au plus r(1 + [logr n]) solutions, et on a pour n assez grand

χi(n) ≤ (n1+ε′)δr(1 + [logr n]) ≤ nδ+2ε′ .

Il suffit alors de choisir ε′ ≤ (1− δ)/4.
Pour majorer χ′i(n), on note K l’entier tel que rK−1 ≤ n < rK , et on

peut se limiter aux indices j compris entre rK
′

et rK , avec K ′ = [K(1−3ε′)],
puisque le nombre d’indices j ≤ n qui ne le sont pas est en o(n1−2ε′). Pour la
même raison, on peut supposer j non multiple de p[3Kε′ logp r], quel que soit
p facteur premier de r. Comme dans le cas précédent, il suffit de majorer le
nombre de solutions du système

(S′) j ≤ n, λj = i, vj = m,

par nCε
′

pour n assez grand, C constante.
Soit pγ un des facteurs de la décomposition de r en facteurs premiers.

L’entier i = λj peut se mettre sous la forme i = pαi′, avec i′ non multiple
de p et α ≤ Kε′ logp r (conséquence de λj ≤ nε

′
). De même, j = pβj′, j′

non multiple de p, et β ≤ 3Kε′ logp r.
Si vj = m, on a

ij2 = pα+2βi′j′2 ≡ m
mod rh, donc mod pγK

′
. Si on a deux solutions vj1 = vj2 = m, alors β a la

même valeur pour j1 et j2 (si ε′ est assez petit) puisque ij2
1 ≡ ij2

2 mod pγK
′
.

De plus,

i′(j′1 + j′2)(j′1 − j′2) ≡ 0 mod pγK
′−α−2β .

Puisque j′1 + j′2 et j′1− j′2 ne peuvent être tous deux divisibles par p2, auquel
cas 2j′1 le serait, on a

j′1 ≡ ±j′2 mod pγK
′−α−2β−1,

γK ′ − α− 2β − 1 ≥ γ(K − 3Kε′ − 1)− 6Kε′ logp r − 1 ≥ γK(1− ε′′)
pour K assez grand, avec ε′′ = 10ε′ log2 r.

Ceci étant valable pour tout facteur pγ de la décomposition de r, on a

j′1 ≡ ±j′2 mod r[K(1−ε′′)].

On en déduit que le nombre de solutions de (S′) est au plus égal à
2rK−[K(1−ε′′)], donc à rCKε

′
avec C constante ne dépendant que de r, et

χ′i(n) ≤ rKδrCKε′ ≤ (nr)δ+Cε
′
.

Si on choisit ε′ < (1−δ)/(C+2), on a δ+Cε′ < 1−2ε′ et χ′i(n) = o(n1−2ε′).

R e m a r q u e 5. Cette démonstration est bien sûr applicable aussi au cas
nj = j. On note alors χi(n) le nombre d’indices j ≤ n tels que λj = i
et jλj ne soit pas (k, ε)-normal. On obtient de même, pour tout ε′ > 0,
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χi(n) ≤ n1−2ε′ pour n assez grand, d’où on déduit par le lemme la normalité
de 0.(λ1)(2λ2)(3λ3) . . .
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