ACTA ARITHMETICA
LXVIIL.3 (1994)

Sur les périodes des nombres quadratiques spécialisés
d’une fonction algébrique quadratique “réelle”

par

R. PAysaNT-LE Roux (Caen)

I. Introduction et résultat principal. Dans deux articles A. Schinzel
([11]) étudie la longueur des périodes des fractions continues des nombres
quadratiques réels y/F(n) ou n € Z et F(n) est un polynéme non carré de
la forme

(1) agn® 2 4 a4 4 agpya,

p, a; entiers, p > 0, ag # 0.
Pour cela, il introduit la fraction continue formelle de la série formelle

aj 1 a2p42 1 1/2
_ p+1 w14 P+
F(X) = apX (1 tax s X2p+2)
—aoxt (14 L) couay/x)),
2a2 X

Si cette fraction continue est périodique de longueur 7, il pose LP F = ,
si elle n’est pas périodique il pose LP VF = .
Il définit également les numérateurs et les dénominateurs des réduites de
cette fraction continue :
T =1, To=wo, T,=uT,-1+T, 2,

v>1.
U_1 = 07 UO = 17 U, =u,U,_1 + Ul/—27

Enfin, il note par Ip /F(n) la longueur de la fraction continue du nombre
quadratique réel \/F'(n) si F'(n) est positif et n’est pas un carré parfait. En
notant par Z Iensemble des entiers n de Z tels que F (n) > 0 et non carré
parfait, il obtient le théoreme suivant :

THEOREME 1 (A. Schinzel). 1. Si LP/F = oo alors

Aim Ip \/F(n) = oo.

nei

[265]
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2. SiLlPVF=7n>0¢etVF = [wo, U1, -+, Ux), notons par E 'ensemble
des entiers n € Z tels que 2T, _1(n) est entier, et par CE son complémen-
taire. Alors :

(i) n@go IpVF(n) < oo,
nek
(i) lim Ip+/F(n) = oo.

neCE
Nous étudions ici le probleme similaire au précédent, a savoir :

On se donne un polynéme F' de la forme (1) et sans racine multiple; on
peut alors considérer le corps de fonctions Kx = Q(X, VF ); enfin, on se
donne une fonction f € Kx \ Q(X). On étudie alors la période du nombre
quadratique réel f(n) lorsque n décrit 7.

Notre étude va montrer que c’est la notion de quasi-périodicité (périodi-
cité a une constante multiplicative preés) du développement en fraction con-
tinue de la fonction f qui est essentielle ici. Dans le cas ou le développement
est quasi-périodique, on sait [6] que cette propriété est équivalente au fait
que anneau des stabilisateurs du Q[X]-module M x := Q[X]| + fQ[X] ad-
met une unité non triviale; si on note par £ une unité fondamentale du
groupe des unités de norme +1 de cet anneau, on a alors la généralisation
du théoreme de A. Schinzel.

1. Si le développement en fraction continue formel de f(X) n’est pas
quasi-périodique alors la longueur de la période du nombre quadratique réel
f(n) tend vers l'infini avec n, n € Z.

2. Si le développement en fraction continue formel de f(X) est quasi-
périodique alors notons par £(X) I'unité fondamentale du groupe des unités
de norme +1 de I'anneau des stabilisateurs du module My, et par F
Pensemble des entiers de Z tels que £(n) soit une unité du corps quadratique
réel Q(/F(n)). On a :

(i) lim Ip f(n) < oo,
nek

(ii) nlgrolo Ip f(n) = co.

n€Z\E

II. Fraction continue formelle de f(X)

A. Développement en fraction continue formelle de f(X) € Kx \ Q(X).
On considere f comme un élément de Q((1/X)) et on pose f = E(f)+1/f1
avec B(f) € Q[X] et f1 € Q(1/X)), |f1] > 1, olt | f1] = 98 /1, deg f1 = mqg

sifi = Z::mo cmX ™™, ¢m, 7 0. De méme, on pose pour tout v > 0,
1

fu—f—l’

fu :E(fu)+

E(fu) € @[X]7 |fy+1’ > 1.
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On obtient alors ce qu’on appelle le développement en fraction continue
formelle de f(X). On peut alors définir la suite des réduites (P,/Q.),>0 du
développement.

Les polynomes P, et (), sont définis par les égalités

P,=0, Py=1, P, =Ef)P,1+P, 2 v2=0,

Q2=1, Q_1=0, Q =FE(f)Qu-1+Qv—2, v=>0.
On a

Jim P,/Q, = f,
on peut donc écrire
f = (BB, E(f),
ou E(f,) € Q[X] et deg E(f,) > 1, pour tout v > 1.
B. Caractérisation des éléments f € Kx \ Q(X) périodique (resp. quasi-

périodique). Considérons la fraction continue formelle de f :

f(X) = [u(X),u1(X),...], wu; €Q[X], degu; >1, i >1.

On sait qu'il est infini car f & Q(X). On a f; = [u;(X),uiy1(X),...] €
Kx, 1> 0. Nous pouvons alors définir un développement périodique et un
développement quasi-périodique (voir [1], [2], [6]) :

DEFINITIONS (périodicité et quasi-périodicité). Soit f € Kx \ Q(X). Le
développement en fraction continue de f est dit périodique (resp. quasi-
périodique) 8’1l existe deux entiers i« > 0, m > 1 tels que pour tout entier
j>iona fjir = f; (resp. pour tout entier j > i il existe un rationnel non
nul ¢; tel que fjyr = ¢;jfj).

Remarques. 1. Si f est quasi-périodique alors on peut définir la quasi-
période 7*(f) comme étant le plus petit entier > 1 vérifiant la propriété. Il
est alors facile de voir que si 7*(f) est pair 'ensemble des constantes c¢; se
réduit & 'ensemble {c¢™!, ¢} pour un certain ¢ € Q*. Nous dirons dans ce cas
que ¢ (ou c¢71) est la constante attachée au développement de f.

2. L’exemple
2 1 2
. AX? + 1+ VI6XT +24X2+1 X, X.. .
8X
ou
o — { 21/2 pour i pair,
! 2=9/2 pour ¢ impair,

montre qu’il existe des fonctions quasi-périodiques qui ne sont pas pério-
diques.

Pour caractériser ces développements nous allons introduire quelques
objets et notations.



268 R. Paysant-Le Roux

Considérons le Q[X]-module M; = Q[X] + fQ[X] et son anneau des
stabilisateurs Oy = {y € Kx : yMjs C My}. On sait que c’est un Q[X]-
module de rang 2 et qu’il est inclus dans 'anneau des Q[X]-entiers de Kx.
L’anneau des Q[X]-entiers est Q[X,+/F] car F n’a pas de racine multiple.
Notons Uy le groupe des unités de Oy. On a évidemment Q* C Uy. Enfin,
U J(cl) désignera le sous-groupe des unités de Oy de norme +1.

On a l'injection canonique

U J{-1,1} — Us/Q".
On pose
Gr=up/Q*, GV =u/{-1,1}.
La caractérisation que nous donnons ici résulte de nombreux travaux
anciens ou plus récents (voir [1], [2], [5], [6]).

THEOREME 2. Soit f € Kx \ Q(X). La fonction f est quasi-périodique
si et seulement si Q* C Uy. La fonction f est périodique si et seulement st,
soit f est quasi-périodique et ™ (f) est impair, soit f est quasi-périodique,
7*(f) est pair et la constante ¢ € Q* attachée au développement est £1.

EXEMPLES. 1. Soit f = (L+VF)/M,L,M € Q[X], M #0et M | L>—F.
On a dans ce cas Oy = Q[X, V'F] et donc les équivalences suivantes (voir
Berry [2]) :

[ est quasi-périodique & Q" C Uy =U /5
< V F est quasi-périodique
< V F est périodique.
2. Soit f = (X —a)VXZ+h, h#0. On aici Oy = Q[X] + fQ[X] et le

résultat suivant (voir A. Schinzel [11]) :

f quasi-périodique < o =0 ou h = —§a2, 202 ou 4a?.

II1. Spécialisation

Notation. Soit f € Kx \ Q(X). Désignons par LQP(f) la longueur de la
plus courte quasi-période de f si f est quasi-périodique et l'infini sinon.

On désigne par Z l'ensemble des entiers n € Z tels que F'(n) soit positif
et non carré parfait, et par K,, le corps quadratique réel Q(+/F(n)) pour
n e Z.

Enfin, on désigne par Ip f(n) la longueur de la période du développement
en fraction continue de f(n).

On a alors que la nature formelle du développement influence fortement
le développement en fraction continue du quadratique réel f(n) (si celui-ci
est défini).
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THEOREME 3 (théoréme principal). 1. Si LPQ(f) = oo alors

Jdim Ip f(n) = oo.
nei
2. 81 LPQ(f) < oc.

Désignons par E(X) l'unité fondamentale du sous-groupe des unités de
norme £1 de Oy, et par E l’ensemble des entiers n € Z tels que E(n) soit
un entier du corps quadratique réel Q(\/F(n)). Alors on a :

i) lim Ip f(n) < oo,
(i) A p f(n)

(i) lim Ip f(n) = oo.

n¢E

IV. Points extrémaux et faces d’un module

Notations. Soit n € Z.

e Mx (resp. M,,) désigne le Q[X]- (resp. Z-) module Q[X]+ f(X)Q[X]
(resp. Z+ f(n)Z).

e Ox (resp. O,) désigne I'anneau des stabilisateurs du module Mx
(resp. M,,).

e Ux (resp. U,) désigne le groupe des unités modulo Q* (resp. modulo
+1) de anneau Ox (resp. O,,).

° Z/[)((l) désigne le groupe des unités de norme +1 de 'anneau Ox; ces
unités sont définies au signe pres.

e On note par | |1 et | |2 les deux valeurs absolues définies sur Kx
prolongeant la valeur absolue & l'infini définie sur Q(X) par |P| = ed®s " si
P e QX]\ {0}

Si a(X) € Kx \ {0} alors a(X) peut s’écrire

[ee]

a(X) = Z em X, emy #0.

m=myo
On pose |a(X)|[; = e™ et |a(X)|2 = |[a(X)|; ou @ désigne le conjugué de «
dans K x.

DEFINITION D’UN POINT EXTREMAL. On appelle point extrémal du
module M x (resp. M,,) un élément ¢ non nul de M x (resp. M,,) possédant
la propriété :

(Vip € Mx \ {0}, |¥|; <|oli, Vi=1,2) = (IA € Qv = \p)
(resp. Vi € M, \ {0}, [¥]; <lpli, Vi=1,2 =1 = +p).
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DEFINITION D’UNE FACE. On appelle face du module M x un élément ¢
non nul de ce module vérifiant

(Vo € MAA{0}, [9]; < els, Vi=1,2) = (3, [¢]: = |eli).

On note par Ex (resp. &,) 'ensemble des points extrémaux modulo Q*
(resp. mod +1) de Mx (resp. M,,).

Cet ensemble Ex (resp. &,) est muni d’une structure de graphe grace &
la notion de voisinage.

DEFINITION DE POINTS EXTREMAUX VOISINS. Deux points extrémaux
¢ et ¥ du module M x (resp. M,,) sont dits voisins si

(Vr € Mx (resp. M,,), || < max{|¢|:, ||}, Vi=1,2) =7 =0.

La structure de ce graphe est une double chaine infinie, totalement or-
donnée par les valeurs absolues 1 ou 2 :

- P2 P—-1 ®o P1 w2 ...

> 2|t > el > feolt > eil > w2l > -
<ozl < lp-ile < polz < [pil2 <lp2l2 < ...,

ol g est défini de la fagon suivante :

|oo| = min{|p|2 : ¢ point extrémal et |p|2 > 1}.

La suite (¢x)r>0 est appelée suite des points extrémaux de My (resp.
M.,,) dans la direction | |o.

On peut définir 'ensemble quotient Ex /Ux (resp. &,/U,) et EX/L{;(D
d’une structure de graphe en remarquant que les groupes Ux (resp. Uy,)

et L{)((l ) operent sur Ex (resp. &,) et que la notion de voisinage passe au
quotient.

Structure de ces graphes quotients

1. Si Ux est trivial (le groupe des unités est réduit a Q*) alors U)((l) est
aussi trivial et le graphe Ex /Ux est le méme que celui de Ex.

2. Si Ux est non trivial alors L{)((l) est non trivial et les graphes Ex /Ux et

Ex /U )({1 ) sont des cycles qui sont les mémes si U )((1 ) = Ux et 'un a le double
d’éléments de 'autre si Z/{)((l) C Ux :
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Ex/ux|  siuld) = Uy,

Ex /Uy =
2|5x/uX‘ si L{)((l) g UX,
Enfin, le graphe &, /U, est un cycle.

V. Unités. Points extrémaux. Faces et fraction continue
1. Unités. Points extrémaux et fraction continue

DEFINITIONS
e Soient n € Z et f € Kx (resp. f(n) € K,). On dit que I’élément f est
réduit 8’1l vérifie les inégalités
|fl1 > 1 (vesp. f(n) >1) et |fla<1 (resp. —1< f(n) <O0).
e Soit f € Kx (resp. f(n) € K,). Nous dirons qu’il est presque réduit
'l vérifie |fl1 > 1 et |fla <1 (resp. f(n) > 1 et f(n) <0).

Désignons par (Py,/Q)r>—1 (resp. P,/Q:) la suite du développement en
fraction continue de f (resp. f(n)). On a alors le résultat suivant :

PROPOSITION 1. Soit f € Kx (resp. f(n) € K,) un élément presque
réduit. Alors :

(1) La suite des points extrémaux (¢r)r>o (resp. (Pr)r>0) de Mx (resp.
M,,) dans la direction | |2 est donnée par
op41 =P = Qrf, k>-1
(resp. Y1 = Pp — Qrf(n), k> —1).
(ii) Dans le cas formel, si f admet un développement en fraction con-
tinue quasi-périodique de longueur de quasi-période w alors les unités de l’an-

neau des stabilisateurs du module Mx dans la direction | |2 sont données,
modulo Q*, par

Crr = PkTrfl - Qk)ﬂ'*lf) k > 0.



272 R. Paysant-Le Roux

Dans le cas réel si nous désignons par w la longueur de la période du
développement en fraction continue de f(n), alors les unités de l’anneau
des stabilisateurs sont données, modulo +1, par

Okr = Prir—1 — Qrr—1f(n), k>0.

Preuve. Dans le cas formel elle résulte de la proposition 7 de [6] en
remarquant que cette proposition reste vraie si on remplace I’hypothese “f
réduit” par “f presque réduit”. Dans le cas réel voir [7], et dans des cas
particuliers déja [9], tome I, théoremes 3.18 et 3.35. m

2. Fraction continue réguliére de f(n)

PROPOSITION 2. Pour tout v € N*, il existe une partition des entiers
de Z en un nombre fini de classes infinies E1,...,Es telles que pour tout
n € F;, n assez grand, le début du développement en fraction continue de
f(n) s’écrit

A e [ =

1. dy, 71, 0 < I < v, sont des entiers positifs ou nuls indépendant de
l’entier n choist dans la classe E;.

2. [[di/71]], 0 < j < w, note, si j, # 0, le développement en fraction con-
tinue du rationnel d;/j; de longueur paire (resp. impaire) si fi(n)fix1(n) >0
(resp. fi(n)fir1(n) <0), et si ji = 0 alors [[d;/ji]] note le vide.

3. B = (|fu(n)] — d,,_lpgjll)_l)/d?,_l est plus grand que 1 si n assez

grand, ot si j,—1 # 0 et [[dy—1/ju-1]] = [bgl’_l), . .,bSZ‘”], p%jll est le
bgu—l) ) b(u—l) ]

ey TV—I_I

numérateur du rationnel |
4. La fonction B, regardée comme une fonction de K x est presque réduite
st v est assez grand.
5. b1(n), 0 <1< v, sont des polynémes a coefficients rationnels a valeurs
entieéres de degré supérieur ou égal a 1 sil > 1.

Preuve. Pour 1-3 et 5 voir [8], mais aussi [11] et [12]. Le point 4 suit
du fait que f, est réduite si v est assez grand et de 1. m

On note par r; la longueur du développement en fraction continue du
rationnel d;/j; (r; = 0 si j; = 0) tel qu’il est défini ci-dessus.
On pose

11 =—1, u=Il4+ro+ri+...+r, [ >0.

On désigne par P,/Q; (resp. P,/Q,;) la [¥™ réduite de la fraction continue
formelle (resp. réguliere) de f(X) (resp. f(n)).
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Enfin, on pose pour | > —1, ¢;41 = P, — f(X)Q; (vesp. $ro1m = P —
f(n)Qu).

PROPOSITION 3. Soit f un élément de Kx presque réduit. Pour tout
v € N*, il existe une partition de Z en un nombre fini de classes Eq,. .., Ej
telles que pour tout n € E;, n assez grand, on ait :

(i) Pl(n)/Ql(n) = Piz/Qizv 0<l<v,

(ii) les nombres algébriques ¢;, avec 0 < | < v, sont une spécialisation
des v premiers points extrémaux de Mx dans la direction | |2, plus préci-
sément :

N e, G =A (), —1<i<uw,

(iii) les nombres algébriques ¢, k # i;,—1 < 1 < v, sont une spéciali-
sation de fonctions algébriques de Kx qui possédent la propriété d’étre des
faces et non des points extrémaux de Mx .

Preuve. Voir [§]. m

VI. Anneaux des stabilisateurs des modules M x et M,,

1. Anneaux des stabilisateurs du module Mx. On a posé Mx = Q[X]+
fQ[X] avec f € Kx \ Q(X), module que I'on notera encore (1, f).

PROPOSITION 4. Soit f € Kx \ Q(X). Si on écrit f sous la forme

A+ BVF
C )
et les polynomes A, B et C premiers entre eux, et posons
C" = pged(C?, AC, A% — B*F),
c=Cc"Cc’, C'eQ[X], A=C'BVF,

f= avec A,B,C € Q[X],B#0,C #0

alors l'anneau des stabilisateurs est

Ox =(1,CC"f) = (1,C'BVF) = (1,A) =

Preuve. Voir [3], p. 152. m

2. Anneaux des stabilisateurs des modules M., n € 7. Avec les no-
tations ci-dessus et en supposant que les polynomes A, B, C et C’ sont
a coefficients entiers ce que 'on peut faire car ceux-ci sont définis a une
constante rationnelle non nulle pres, on a :



274 R. Paysant-Le Roux

PROPOSITION 5. Il existe une partition finie de Z en un nombre fini de
classes E1,...,Es et des entiers dy,...,ds tels que l'anneau des stabilisa-
teurs du module M,, soit

ey ~[(1,4,/2) si A2
0= (1.5 1m) ={ 0 w2
ot A2 = A?)d? = (C"2B2/d2)F(n).
Preuve. Voir [3], p. 152. =

VII. Longueur de la prépériode de f(n). Soit f un nombre quadra-
tique réel. On appelle longueur de la prépériode de f le plus petit entier k
positif ou nul tel que le quotient complet f; du développement en fraction
continue de f soit réduit (fx purement périodique). On la note lap f.

PROPOSITION 6. Si la fonction f(X) est presque réduite alors la longueur
de la prépériode du nombre quadratique réel f(n), n € Z, est bornée par 3
pour n assez grand.

Preuve. Rappelons la définition de “f(X) presque réduit” :
f(X) presque réduit < (|f(X)] > 1et |F(X)] < 1)
ot f(X) désigne le conjugué de f(X).

La premiere inégalité équivaut a linégalité mg < —1, si f(X) =
CmeX ™ +...; et donc [f(n)| > 1 si on prend n assez grand. De la méme
fagon, la deuxieme inégalité |f(X)| < 1 entraine que |f(n)| < C ou C > 0
est indépendant de n.

1. Supposons f(n) > 1 pour n assez grand et montrons que lap f(n) < 2

pour n assez grand. En effet, il existe une partition finie Eq,...,Es; de Z
telle que pour tout n € Fj,

f(n) =ao(n) +1/o1, a1 >1,

ol ag(n) est un polynoéme de degré strictement positif. On a alors

- 1

Fr= oo
f(n) —ao
et comme ag(n) > C pour n assez grand (car f(n) > 1) et |f(n)| < C, on
en déduit que @; < 0. On voit alors que le deuxiéme quotient complet as
de f(n), vérifie

as>1 et —1<ay <O.

2. Supposons maintenant f(n) < —1 pour n assez grand et montrons
que dans ce cas lap f(n) < 3, pour n assez grand. On a —f(n) > 1 et donc
d’apres la premiere partie lap(—f(n)) < 2, pour n assez grand. Or, —f(n) =
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bo+1/61, 1 > 1,s0it f(n) =—by—1+1—1/p1 dousi f(n)=ap+1/aq,
a3 >1,0n a
_ By,
fr—1 fr—1
etdOHCOéQZﬁl—l:bl—l—l—l/ﬁg,,62>1.
e Si by > 2 alors g = (33 et donc lap f(n) < 3.
eSiby=1lalors0< (1 —1<1letp; —1=1/F2, dou
a1 =14+ Py =1+by+1/0s.

Donc ap = B3 et lap f(n) < 2. m

PROPOSITION 7. Soit f € Kx. La longueur de la prépériode du nombre
quadratique réel f(n) est bornée indépendamment de l'entier n, n € 7.

aq

Preuve. Il résulte de la proposition 2 et de la proposition précédente
qu’il existe un entier k et une partition des entiers de Z en un nombre fini
de classes infinies Fy,..., FE; telles que pour tout n € E; assez grand, on a

k—1
lap f(n) <> (L(di/ji) + 1) +3,
1=0

ou les entiers d;, j; sont ceux de la proposition 2 et sont donc indépendants
de lentier n choisi dans la classe E;, et L(d;/j;) = r; est la longueur du dé-
veloppement en fraction continue du rationnel d;/j; tel qu’il est défini dans
la proposition 2, si j; # 0, et 0 sinon. =

VIII. Deux lemmes utiles

LEMME 1. Soit P/Q une fraction rationnelle a coefficients rationnels telle
que P(n)/Q(n) soit entier pour une infinité d’entiers n. Alors le polyndme
Q divise le polynome P.

L’énoncé et la preuve de ce lemme se trouvent dans [10], chapitre VIII,
probleme 93.

LEMME 2. Soit ¢ un élément non nul du module Mx qui n’est pas une
unité formelle de Ox . Alors p(n) n'est pas une unité de O,, pour tout entier
n € Z sauf peut étre pour un nombre fini d’entre eux.

Preuve. Posons
(2) e=U+Vf avecUV € Q[X].

Raisonnons par 1'absurde : supposons que pour une infinité d’entiers n de
Z, on a p(n) unité de O,,. On en déduit alors, d’apres la proposition 5, que
»(n) peut s’écrire sous la forme

cc’

o(n) = up + van(n)
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ou d; est un entier, CC’ € Q[X], un, v, € Z, et ceci pour une infinité de n
dans Z. Cette egalité peut encore s’écrire

oA+ BVE@n)
—

3) p(n) = un + vy
En comparant (2) et (3), on obtient
V(n)B(n) _ C'(n)B(n)

C(?’L) dz U
d’ou
v V(n)
= X 2 _jez
on=Gard € QUX) et Gy

pour une infinité de n. D’apres le lemme 1 on en déduit que le polynéme
CC’ divise le polynoéme V et que donc v, € Q[X]. On a aussi, en comparant

(2) et (3)

A(n) cc’
U(n)+V(n) Cn) Uy, + — Avy,
d’ou
A CcC
u, = U + Va - Av,

et donc dV(n)A(n)/C(n) est un entier pour une infinité de n. On en déduit
d’apres le lemme 1 que le polynéme C' divise le polynéme V A. Finalement,
on a montré qu’il existe deux polynomes S et T' a coefficients rationnels tels
que
up, = 8S(n), v, =T(n)

pour une infinité d’entiers n de Z. On peut donc écrire ¢ sous la forme

¢=5 +TiC'BVF, S, €Q[X],
ce qui montre que ¢ € Ox et comme on a aussi

Ny =S} - T}C?B*F = +1

pour une infinité de n dans Z on en déduit que ¢ est une unité de Ox, ce
qui est exclu par hypothese. m

IX. Unités relatives. Nous rappelons ici un résultat sur I'indice du
sous-groupe des unités d’un ordre relativement au groupe des unités d’un
autre ordre le contenant.

On considere un ordre O d’un corps quadratique réel. On peut 1’écrire
O = Z[o] ott o = V/d ou ¢ = (1 ++/d)/2 avec d entier non carré parfait.

Soit f un entier. Posons v(f) = [G : Gyf] ou G (resp. Gy) désigne le
groupe des unités de I'ordre O (resp. O¢ = Z[f0]).
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ProprosITION 8 (H. Cohen [4]). (i) Si f et g sont deuz entiers premiers
entre euzx, on a l’égalité v(fg) = ppem(v(f),v(g)).

(ii) Si f est un nombre premier supérieur ou égal a 3 et soit o un entier
supérieur ou égal a 1. Alors v(f®) divise les nombres du tableau suivant :

(§)=0] (H)=1 | ()=~

T pair fa %f&*l %f&*l

| f=1(moda)y| so Lrpemt | et
T impair

F#L mod ) | > | (-0t | (f+ 1

ou on désigne par w la longueur de la période du développement en fraction
continue de g et par (%) le symbole de Legendre.

(iil) Si f = 2 alors v(2%) divise 2%, sauf si 0 = (1+Vd)/2 et d = 5
(mod 8) augquel cas v(2%) divise 3 - 2271,

COROLLAIRE. On a la majoration de l'indice

v(f) < (3/2)"f

ou vy désigne le nombre de facteurs premiers distincts de f.

X. Preuve du théoréme 3. D’apres la proposition 2, on peut supposer
f presque réduit.

1. Le développement de f(X) n’étant pas quasi-périodique, on sait
d’apres le théoreme 2 que Ux = Q*.

Considérons maintenant le développement en fraction continue de f(n),
n € Z. La proposition 3 nous permet d’énoncer que pour tout v € N*, il
existe une partition finie (E;)1<i<s de Z telle que pour tout n € E; assez
grand, les i,,_1 premiers points extrémaux QZS) (1<k<i,_1)de M, sont
la spécialisation de fonctions algébriques qui sont, soit des points extrémaux,

soit des faces de M x et ceux-ci ne sont pas des unités formelles de Ox car
Ux = Q*. On a donc
¥ne B, @) = n),
ou 4,0,(3) est une fonction algébrique qui n’est pas une unité.
D’apres le lemme 2, ces nombres quadratiques ne sont pas des unités
quadratiques du corps Q(A(n)), si n est assez grand, n € E;, et ils ne sont
pas non plus congrus modulo les unités de O,, car 1 est un point extrémal

de M, (&g) = 1, voir proposition 3). On a donc
lpf(n) Ziy—1_327/_47

d’apres la proposition 1 et la proposition 6.
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2. Soit £(X) 'unité formelle de norme +1 dans la direction | |2. D’apres
la proposition 4, on peut 1’écrire

EX)=T(X)+U(X)A(X)

avec T et U € Q[X]. Posons U = U*/m, ou U* € Z[X] et m € N*. Soit
nek;,NE. Ona

E(n) =T(n) + T

en tenant compte de 1’égalité A(n) = d;A;(n) (voir proposition 5 pour la
définition de d; et 4;).

Posons A%(n) = §2A2,, avec 0, € N et A?, entier sans facteur carré.

A. Supposons A?n # 1 (mod 4). Par hypothese, on sait que £(n) est une
unité du corps quadratique Q(A(n)) et donc U*(n)d;d,,/m est un entier. Soit
m,, le p.g.c.d. de U*(n)d; et de m. Posons m!, = m/m/ ; alors m, divise J,,.
Posons encore 9] = 6,,/m! € Z.

L’anneau des stabilisateurs du module M,, est d’apres la proposition 5,
Z[A; /2] ou Z[(1 + A;)/2]. Dans les deux cas, 'anneau Z[A;] est inclus dans
cet anneau de stabilisateurs. L'unité &(n) est par hypothése dans Z[A;] (elle
est en fait dans un anneau plus petit Z[J], ﬁl]), elle n’est donc pas a priori
dans 'anneau Z[A;] (4; = (5nﬁz)

Cependant, si nous notons G (resp. G’) le groupe des unités de ’anneau
Z|A;] (vesp. Z[8! Ay]), alors £ € Z[A;] si v désigne l'indice de G dans G'.
Or cet indice v est borné indépendamment de n € E; N E. En effet, d’apres
le corollaire de la proposition 8, on a

v =v(ml}) < (3/2)" 'mll < (3/2)'m

ou " (resp. v) désigne le nombre de facteurs premiers de m! (resp. m).
D’apres les propositions 1 et 2, on en déduit que la période du nombre
quadratique f(n), n € E; N E, est bornée par
(r=1)[(3/2)"m]
Ip f(n) < Z (L(di/ji) +1)
i=0
ou 7 est 'entier tel que € = Pr_1 — Qr—1f (7 est la longueur de la quasi-
période ou son double, du développement en fraction continue formel de f).

B. Supposons A; = 1 (mod 4). On écrit dans ce cas (n) sous la forme

U*(n)dib,  2U*(n)d;0, (1 + AZ-)
+ 5 )

En)=T(n)—

m m
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ce qui permet d’en conclure que 2U*(n)d;0,,/m est un entier. On pose

On
ml, = (U*(n)d;,m), mll = 5 =n
n mn

L’anneau des stabilisateurs du module M,, est, d’apres la proposition 5,
Z[A; /2] ou Z[(1 + A;)/2]. Dans les deux cas, 'anneau Z[A4;] est inclus dans
Panneau des stabilisateurs et donc si £¥ € Z[A;], on pourra avoir un ren-
seignement sur la longueur de la période de f(n). Plus précisément, avec les
notations du paragraphe IX, si on prend v = v(2m!)) alors £ € Z[A;] or
v(2m;) < 2(3/2)7”771’,; < 2(3/2)"m (corollaire de la proposition 8), d’oul
(mr=1)[(3/2)72m)]
Ip f(n) < > (L(di/ji) +1), VneENE,
i=0

ou 7 est entier tel que & = Pr_1 — Qr—1f. Ceci finit la preuve de (i).

Montrons maintenant (ii). Soit n € Z—E. Comme au point 1, les k(7 —1)-
premiers points extrémaux du module Z + Z f(n) ne sont pas des unités du
corps quadratique Q(A4A,,) (et donc ne sont pas des unités de l’anneau des
stabilisateurs de ce module) pour n assez grand sauf peut-étre ceux d’indice
[(m — 1), pour [ compris entre 1 et k. Montrons qu’il en est de méme pour
celles-ci. En effet, supposons le contraire : Si ¢yr_1)(n) était une unité du
corps quadratique pour un [ avec 1 < [ < k alors on en déduirait que
©x—1(n) en serait une, ce qui est contraire a I’hypotheése faite sur n. Par
suite, Ipa(n) > k(m —1).
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