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En dimension 1 on analyse la fonction irréguliere r(z)=)_ > n P sinn’x
(p entier > 2) en un point xy de dérivabilité (7 est un tel point) et on
démontre que le terme d’erreur est un chirp de classe (1 + L L2 _1)

2p—2'p-1" p
La fonction r(z) est dans ’espace 2-microlocal C;E)Sl si et seulement si s+s" <
1—1/petps+s <p-—1/2.

En dimension 2, on obtient en (7, 7) 'existence d’un plan tangent pour
la surface z = Y. (m? +n?)~7 sin (m2x + n?y) dés que v > 1.

m,n=1

I. Introduction et résultats principaux. Quand on étudie la régu-
larité d’une fonction f en 0, la premiere idée est celle de développement
limité. On dit que f est holdérienne en 0 d’exposant s > 0 (f € Cf) s'il
existe un polynéme P(z) tel que f(z) — P(z) est O(|z|®) pres de 0. Cette
estimation tient compte du module de f(x) — P(x) mais laisse dans 'ombre
d’éventuelles oscillations. L’analyse 2-microlocale d’une part, ’analyse par
“chirps” d’autre part se proposent d’améliorer la mesure de la régularité
ponctuelle.

L’analyse 2-microlocale. A partir d’'une décomposition de Littlewood—
Paley [8] qui réalise un découpage en bandes de fréquences, on définit une
échelle d’espaces microlocaux Cj s (s, s’ réels) en introduisant une seconde
localisation en variable d’espace. Le premier parametre s est généralement
Iexposant de Holder en 0. Le parametre s’ mesure I'importance des oscil-
lations éventuelles du terme d’erreur. La régularité en 0 grandit avec s'.
Par exemple, si s + s’ > 0 alors C’S’sl C C§ C Cy~°. En particulier, f est
dérivable en 0 si f € C’S’S, avec s > 1 et s+ > 0. C’est une maniere
détournée tres utile de prouver une dérivabilité [9].

L’analyse par “chirps” [10]. On voudrait comparer un résidu comme
f(x) — P(z) évoqué ci-dessus a des fonctions pour lesquelles on peut régler
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de fagon indépendante le caractere holdérien global, le caractere holdérien
local et 'oscillation. On part de u, dite indéfiniment oscillante; cela signifie
que u est définie et bornée sur un voisinage de oo, holdérienne d’exposant
r, avec des primitives successives bornées. On construit alors les fonctions
(chirps & droite) x%u(1/2?), @ > —1, 3 > 0, définies sur un voisinage de 0 &
droite. On définit de méme les chirps a gauche. Un chirp est a la fois un chirp
a droite et a gauche construit a partir de fonctions indéfiniment oscillantes
différentes éventuellement mais de méme triplet («, 3,7) appelé classe du
chirp. On notera que la classe du chirp définit sa position 2-microlocale et
vice-versa ([10], th. 2, p. 13, I<IID).

Notre étude porte sur les fonctions r(z) = Y 02 n~PsinnPx, p entier
> 2. La régularité holdérienne globale de r(z) est (p —1)/p (c’est immédiat
avec la caractérisation holdérienne a partir des blocs dyadiques d’une série
de Fourier). Les points de régularité holdérienne locale maximale (gg—:;)
sont les points z( tels que exp(izon?) soit N-périodique pour un certain
N et ZnN:_OI exp(izon?) = 0. En ces points r(x) est dérivable [11]. En
7, utilisé comme point régulier test (en effet, e'™” est 2-périodique et
eV +¢e'™ = 0), r(x) est dérivable et on verra que /(1) = —1/2. On note alors
w(h) =r(m+ h) —r(r) + h/2 le terme d’erreur en m quand on remplace r
par sa partie affine. On démontre que ce terme est “oscillant”, précisément

) : 1 1 1 A
c’est un chirp de classe (1 + 53 T 1-— 5). Exprimé autrement, ce

résultat signifie que r(z) € C5% si et seulement si s + s < (p —1)/p et
ps+s <p—1/2.

Riemann conjecturait que la fonction > °7 , n~?sinn?z était non déri-
vable en tout point. Cette fonction porte maintenant son nom bien qu’en
1970, J. Gerver prouva l'existence d’'un nombre dérivé (—1/2) en 7 [5].
Depuis il y eut de nombreuses démonstrations. L’une d’elles, présentée
par M. Holschneider et P. Tchamitchian, est fondée sur une analyse par
ondelettes [6]. S. Jaffard montra que cette technique d’ondelettes équivaut
a une analyse 2-microlocale [9]. Cette méthode temps-échelle a le défaut de
reposer également sur la fonction théta de Jacobi spécifiquement liée a la
fonction de Riemann. H. Queffélec s’intéressa plus généralement aux points
réguliers de > 7 | (sin P(n)z)/P(n), P polynéme [11].

S. Itatsu utilisa la formule sommatoire de Poisson pour accéder a la
dérivabilité [7]. On s’inspirera de cette méthode temps-fréquence pour les
analyses en chirps et 2-microlocales des fonctions r(x) ci-dessus en m. On
retrouvera évidemment les dérivabilités bien connues. Une réponse partielle
est proposée concernant la question, posée dans [9], de la classification 2-
microlocale des fonctions de H. Queffélec au point régulier 7. Pour 'analyse
en chirps, on propose une décomposition naturelle du terme d’erreur w(h).
Le cas p = 2 (fonction de Riemann) met en jeu une fonction indéfiniment
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ANALYSE 2-MICROLOCALE 265

oscillante périodique et le chirp associé est trigonométrique ([10], §7). Le
cas p > 2 (p = 3 concerne la fonction d’Airy) fait intervenir des fonc-
tions indéfiniment oscillantes presque périodiques (séries normalement con-
vergentes de fonctions périodiques). On obtient dans les deux cas un
développement asymptotique en série de chirps canoniques du terme
d’erreur.

On s’intéresse ensuite a la fonction g, (z,y) = > 7

m,n:l(m2 + n2)_7 X
sin(m?z + n?y), au point (7, 7). La méthode fréquentielle précédente se
révele infructueuse. Cette fois, c’est une analyse de Littlewood—Paley, va-
riante de ’analyse en ondelette, qui permet de conclure. On observe ainsi
que la fonction g, est continue pour v > 1 et qu’au point (7, 7) elle est en
méme temps différentiable (th. 3).

La partie II est consacrée aux fonctions indéfiniment oscillantes et aux
chirps fondés sur elles (II.5). La partie III présente les espaces fonctionnels
utilisés. En un point de dérivabilité z( de la fonction r(z)=3 -, n P sinnPx
(p entier > 2) on montre dans la partie IV la nature oscillante du terme
d’erreur w(h) = r(xg + h) — r(xg) — hr'(xo) (th. 1). Dans la partie V on
observe le lien entre le chirp w(h) et les fonctions presque-périodiques (th. 2).
On termine dans la partie VI par lexistence d’un plan tangent en (7, 7) a
la surface 2 = > (m? + n?)~7sin(m?z + n?y) (v > 1). Un appendice est
consacré aux développements asymptotiques de la transformée de Fourier
de " (p entier > 2) et de certaines fonctions associées.

II. A propos des fonctions indéfiniment oscillantes [10]

I1.1. DEFINITION 1. On dit qu'une fonction f est indéfiniment oscillante
si f est mesurable et bornée sur un voisinage de co et y admet pour tout n
entier > 0 une primitive n-ieme bornée.

L’ensemble des fonctions indéfiniment oscillantes est notée osc(co).

EXEMPLES. e Pour ¢ complexe tel que Rec < 0 ou multiple non nul de
i on a e € osc(oo).

o f € osc(oo) si et seulement si Re f, Im f € osc(o0).

e S(R) C osc(o0). Plus généralement, une fonction a décroissance rapide
est indéfiniment oscillante. En effet, une primitive n-ieme bornée sera

fdxn_l LTI... j?d:cl j}f(u) du.

On utilise |f(x)| < ¢/x"2 pour voir cette propriété.

e Une fonction indéfiniment oscillante admet une primitive indéfiniment
oscillante. Attention : cos € osc(oco) mais sa primitive 1 4 sin ¢ osc(00).

e Si f € osc(0), @« > 0, B > 1, alors la série normalement conver-
gente g(z) = Y07, f(n®x)/nP est indéfiniment oscillante. En effet, si f
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a pour primitives bornées fi, fo,..., alors g aura pour primitives bornées
22021 fi (na'r)/na+/87 ZZO:I f2 (nax)/n2a+,87 s
11.2. Soit f = fo, f1,.--, fn,... une suite de primitives successives de f

supposée indéfiniment oscillante. Naturellement la primitive f, perturbée
par un polynéme de degré n — 1 reste primitive n-ieme de f. Si la suite
précédente est formée de primitives bornées, alors pour demeurer bornée f,
ne peut étre perturbée que par une constante. On a la situation canonique
suivante.

PROPOSITION 1. Soit f indéfiniment oscillante. Il existe une unique suite
f=fo,fi,--., fn,... de primitives successives bornées telle que f) 1 = fn,
n=20,1,2,...

Les primitives ci-dessus seront appelées canoniques dans la suite. La
preuve de la proposition se fonde sur un lemme.

. Si f est indéfiniment oscillante, une primitive n-ieme bornée
LEMME. S t ind t llante, t b
de f a ses dérivées d’ordre inférieur ou égal a n bornées.

On note f = go,91,---,9n, ... une suite de primitives successives bornées
de f. Soit h, une primitive n-ieme de f supposée bornée. Il suffit pour
démontrer le lemme de voir que h!, est bornée. Mais k! est une primitive
d’ordre n — 1 de f et a ce titre hj, = g,—1 + P(x) ot P est un polynome
de degré < n — 2. On raisonne par l’absurde pour montrer que le monéme
dominant de P est constant.

La démonstration de la proposition se déduit facilement du lemme.

I1.3. Pour une fonction f indéfiniment oscillante, on peut préciser ’algo-
rithme de choix des primitives itérées canoniques dans les cas suivants.

(a) f périodique continue (modéle sinx). Si on suppose f de période T

alors sa valeur moyenne fo f est nulle et les primitives itérées canoniques

sont
27

ff dt+i [ tf(t)dt
0 0

27

x):anl(t)dt+;7T thnl(t)dta

En outre, pour une fonction périodique continue la nullité de la valeur
moyenne caractérise la propriété d’étre indéfiniment oscillante. En revanche,
si on remplace la périodicité par la presque-périodicité, on a seulement
f € osc(oco) = M(f) =0 ot M(f) est la quantité limp_.o 55 fTT f(z)dx
qui prolonge la notion de valeur moyenne. En effet, 'exemple de Bohr ([2],
p. 57) fournit une fonction a moyenne nulle de primitive non bornée.
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(b) f a décroissance rapide (modéle e=*). Dans ce cas, les primitives

itérées sont fi(z) = [ f(t)dt,..., fulz) = [ fuo1(t)dL,...

11.4. Fonction indéfiniment oscillante et développement asymptotique.
Les primitives itérées canoniques de e~%, e sont des multiples des fonc-
tions initiales. Pour certaines fonctions indéfiniment oscillantes, cette mul-
tiplication (par une constante) devient un produit par un développement
en série asymptotique. Réciproquement, si on perturbe multiplicativement
une fonction indéfiniment oscillante par une série asymptotique, le caractere
indéfiniment oscillant est conservé. On développe dans la suite ces deux
themes. Les démonstrations sont fondées sur des intégrations par parties
successives.

PROPOSITION 2. (i) Soient a € C tel que Rea < 0 et 5> 0. Alors f(z) =
e /2P € osc(oo) et toute primitive canonique de f a un développement
asymptotique en oo de la forme

. a a C
VN entier, f(x) (ao + ;1 +...+ x% + ”YN(x)>, lyn ()] < xTIL

(ii) Soient a > 1 et B > 0. Alors f(z) = " /2P € osc(c0) et toute pri-
mitive canonique de f a un développement asymptotique en oo de la forme

: a a a
VN entier, f(x) (1.04(11 + $2a1—1 ..+ xNig_l + 'yN(:L‘)>,

Cn
[y (@)] < SN T Da 1"

Par exemple, e~* /2 admet comme primitive [ (e™'/t)dt avec le déve-
loppement asymptotique suivant :

—T

- (i(_l)nﬂﬁ + WN(fU))a YN (x) = O(gﬂ)

n=0

e

On reconnait dans la parenthese la série asymptotique partout divergente
d’Euler.

. N 07 shad . , . .
Commentaire. Des que a > 1, " est indéfiniment oscillante, en
revanche e?VZ ne Dest pas. Intuitivement, les oscillations & linfini de eVZ
ne sont pas assez rapides pour borner une primitive.

Le résultat précédent suggere le résultat plus systématique suivant.

PROPOSITION 3. (i) f € osc(00) = f(z)/xP € osc(ox), B> 0 réel.
(i) f € osc(o0) = f(x®) € osc(o0), o > 1 réel.
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(iii) Si pour tout N entier > 0,

c
o) = f@) (a0 4 2t By b (). i) <

alors f € osc(o00) = g € osc(00).

A propos de (ii), on peut par exemple donner la primitive canonique de
f(z®) : elle s’écrit

fmf(t“)dt:fl(xa)+...+fN(xa)+O< ! )

ro—1 pNa—1 w(n—}—l)a—l

avec fi,..., fn les primitives canoniques successives de f.

I1.5. Chirps [10]. Un chirp a droite g est une fonction construite sur un
voisinage de 0 & droite avec une fonction f € osc(oco) et deux réels av > —1,
B > 0 a laide de la formule

(1) g(x) = a* f(1/27).

On définit de maniere analogue un chirp a gauche. Un chirp est alors
un chirp a droite et a gauche. Si f est de régularité holdérienne r, on dit
que le chirp associé est de classe (a, 3,7).

Soit g un chirp. On note g,, n = 0,1,..., la primitive n-ieme de g
s’annulant en 0. On a

(2) |gn(@)] < Cpla| Y,

La propriété (2) est en fait caractéristique : si une fonction f localement
intégrable pres de 0 vérifie (2), alors ¢’est un chirp. Autrement dit, la fon-
ction f associée & g par (1) (i.e. f(u) = u=*/Bg(1/u'/?)) est indéfiniment
oscillante. On remarque alors immédiatement qu’une primitive de chirp
(parametres «, 3) est un chirp (parametres o + 8 + 1, ). En outre, si
ce choix est construit sur une fonction indéfiniment oscillante d’exposant de
Holder r, la primitive est alors associée a une fonction indéfiniment oscillante
d’exposant inf(r, (o« + 1)/5)+1 ([10], lemme 1 et remarque apres le lemme 4).

ITI. Echelles de régularité fonctionnelle utilisées

IT1.1. (a) Espace de Holder global C*(R) (non homogéne). Si0 < s < 1,
la fonction continue f appartient & C*(R) si elle est bornée et si | f(z +h) —
f(z)|/|h|® est majoré uniformément par rapport aux réels x et h.

Sim < s<m+ 1, m entier, la fonction f appartient & C*(R) si elle est
m fois dérivable avec f("™) appartenant a4 C*~(R).
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Pour s entier, la définition est un peu différente [10]. On ne l'utilisera
pas dans la suite.

(b) Espace de Holder local Cy, , xo € R. Pour m entier et m < s < m+1,
la fonction f appartient a C 'l existe un polynome P(z) (unique) de degré
< m tel que f(z) — P(z) = O(|z — xo|®).

(c) Espace 2-microlocal C’;E)s/. On utilise une décomposition de Little-
wood—Paley dont on rappelle la définition. Soit ¢ € S(R) telle que @ € D(R)
et soit égale a 1 sur un voisinage de 0. On note alors ¢ la fonction telle que
»(&) = p(&/2) — p(§); ¢ est bien sir dans la classe de Schwartz. Soient
SQ l’opérateur de convolution par ¢ et A; 'opérateur de convolution par
274)(27x), de sorte que

I:SO+A0+A1+

C’est-a-dire que si f est une distribution tempérée, on a f(z) = Sof(x) +
D20 Aif(x).
Pour s, s’ des réels, I’espace C;f, (local) est I'ensemble des distributions

tempérées f telles qu'il existe C' = C(f) et u = p(f) vérifiant, pour tout
j € N et tout z tel que |x — zo| < p,

|Sof(2)] < C(1+ |x —a0]) ™,

1) e
1A f(x)] <C2775(1+ 2|z — mo|) .

On notera que 'appartenance 2-microlocale ne dépend pas du choix de
la fonction ¢ utilisée dans la décomposition de Littlewood—Paley. On utilise
en général une fonction ¢ telle que p(£) = 1 pour [£] < 1/2 et $(£) = 0 pour
|¢] > 1 de sorte que la transformée de Fourier de A;f a son support dans
27 < ¢ < 201 ([8], [10)).

Ces espaces remplacent commodément les espaces holdériens locaux car
ils possedent de meilleures propriétés vis-a-vis des opérateurs usuels. Par
exemple, f € C’;éf/ si et seulement si f’ € C;O_LS,.

On développe d’une maniere analogue les définitions et propriétés élé-
mentaires en dimension deux (distribution en deux variables x et y). Par
exemple, si A, est I'opérateur de dérivation fractionnaire d’ordre «, on a
fe C’;;ﬁlyo < Ao f € C’;;Z(;S/. On a également

LEMME. Pour s,s’ des réels tels que s > 0, s + s > 0 et (zo,50) € R?,
on a

()il ) C Clao.w0):

(zo,y0

’
S,8

En particulier, si s > 1 et f € C(azo,yo)

alors f est différentiable en (zq,yo)-
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IV. Etude de r(z) = Y., n Psinn’z en un de ses points de

dérivabilité (p entier > 2)

IV.1. La fonction 7(z) = > o- , n P sinnPz (p entier > 2) est dérivable
en z si et seulement si xg = wry /ro avecry € Z, ro € N* et 212;20_1 eimn?r/r2
= 0. H. Queffélec a donné la formule

1 27’2
r'(xg) = —=— Y ncos(nPxg).
(20) =~y > ncos(n’o)
n=1
En fait, 7'(z9) = —1/2 et c’est une conséquence du lemme suivant.

LEMME. Soit a un nombre complexe de module 1, p entier > 2, N entier.
SiaV =1 et 25:1 a™ =0 alors Re 25:1 na™ = N/2.

La fluctuation de r pres de xg se réfléchit dans le reste w(h) = r(xo +
h) —r(xo) + %h que nous étudierons de deux facons équivalentes.

THEOREME 1. Soit r(z) = > o7 n~PsinnPz, p entier > 2. Soit o un
point de dérivabilité de r. Alors on a

(i) re Ca(f,p_l)/wp_m etr e CP—D/p
i1) Analyse 2-microlocale :
(i) y

rEC’if@s—i—s’Sl—l/p et ps+s <p—1/2.

(iii) Analyse par chirps :

w(h) est un chirp de classe <2p— 1, L,l — 1).
2p—2p-1 p

Remarques. e 7 est un point ou toutes les fonctions r(x) étudiées
sont dérivables.

e Dans la démonstration du théoreme on retrouvera la dérivabilité de r
en g et la valeur —1/2 du nombre dérivé.

e [’équivalence des deux analyses ci-dessus est assurée par le théoreme
2 de [10] qui affirme que si f(z) = u(z) + w(z) preés de 0 avec u indéfiniment
dérivable alors w est un chirp de classe (a, 3,7) si et seulement si f € Cj s’
pour s+ s <ret (f+1)s+ (s <a.

e Quand p croit, la régularité maximale ponctuelle se dégrade et la
régularité minimale ponctuelle (i.e. la régularité holdérienne globale) s’amé-
liore. Les exposants correspondants tendent vers 1. Le comportement de r
a tendance a s’uniformiser pour les grandes valeurs de p.

La démonstration repose sur une représentation intégrale (unique) de la
partie oscillante.
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PROPOSITION 4. Pour h > 0 (resp. pour h < 0), il existe une unique
fonction o1 € osc(o0) telle que

w(h) = |h‘1+1/(2p—2)01(|h|—l/(p—1))

h
+ [ 1Y CP 2oy (D) dt + O(Jh|N),
0

pour tout N entier.

Remarques. e La formule (3) ci-dessous donnera la forme explicite
de 1.

e Le terme intégral dans la représentation de w(h) est évidemment un
terme d’erreur car il est O(|h|'T3/(2P=2)) (c’est la primitive d'un chirp de
parametres 1/(2p —2) et 1/(p — 1)).

On va démontrer cette proposition de structure pour p = 3 (le cas général
est semblable). Ce qui suit résulte d’une application judicieuse de la formule
sommatoire de Poisson a coefficients périodiques qu’on rappelle maintenant.

LEMME 1. Si (a,,) est une suite périodique de période N, on a pour h > 0,

13wt = 3 (X w2

n=-—00 n=—oo p=0
dés que (ce cas suffira dans la suite) f et f sont O(|z|~1=°)
un certain 6 > 0.

a Uinfini pour

On pose R(z) =Y .2, ¢’ In3. Soit 2o = mr1 /7, un multiple rationnel

de w. La ssuite an = einsmo, n = 0,%1,..., est 2ry-périodique. On note
f(x) = (e —1)/x3. Alors pour h > 0,

R(zo+h) — Zem 1‘( _1>_hza F(nh'/3).

En passant a la partie imaginaire de ce qui précede, il vient

2i(r(zo + h) — r(z0)) Za hf(nh'/3) = " a,hf(nh'/3)
n=1

=h Z an f(nh'/?) —ih.

n=—oo
On utilise maintenant la formule de Poisson généralisée pour obtenir

1 h2/3 A h2/3
(1) r(x0+h)—r(xo)+§h— 5 cof ch <h1/3r2>
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2rp—1 2ro—1 _jmn® a4
La constante ¢y vaut Zpr:zo ap =Y .2 e /2 1égalité (1) vaut pour

h > 0. Pour h < 0, on écrit r(zo + h) — r(zg) + +h = sgn(h)(r(—zo + |h|) —
r(—zo) + 3|h|). On a ainsi une équation analogue & (1) en —zo. Il nous
suffit donc de poursuivre I’étude dans le cas h > 0.

Si la constante cg est différente de 0, le point xy aura un exposant
holdérien 2/3 et ne pourra étre un point de dérivabilité. On se place main-
tenant dans le cas ¢g = 0 (alors 0 = cg, = ¢4y, = ... car la suite ¢, est
également 2ry-périodique).

L’égalité (1) se réduit alors a

2) wih) = 023Y e, (,j}”)

nez

(cn) étant une suite 2ro-périodique sur Z avec ¢g = 0.

~

Quand h est petit, toutes les valeurs de f(§) figurant dans (2) corres-
pondent & des grandes valeurs de §. Pour cette raison, on doit faire
I'étude asymptotique de f. C’est I'objet du lemme suivant ou I_(\) =
fi’ooo ei)\(u3/3—u) du.

LEMME. Pour £ < 0, f(f) est a décroissance rapide ainsi que ses
dérivées. Pour & >0, on a

flo=¢ 11/“5 Im (I_ (Uj/z»ﬁdv.

0

Ce lemme résulte facilement de ’appendice donnant le comportement de

—

ei*® ot une représentation intégrale de f a l'aide de ei®.

Si on note ensuite I_(x) = 6(x)/\/z, grace a la partie II on sait que 6 est
une fonction C* et indéfiniment oscillante de la forme e~ 3% (ag+ay /z+. . .).
Soit alors ¢ la primitive canonique de 6 et

= 0, (n3/2z
®) n(w) =y M,

La fonction o1 () est encore indéfiniment oscillante.

On reprend maintenant I'expression (2) de w(h) qu’on écrit wq(h)+waz(h)
avecwy =y, _getwy =5 . Comme f(g ) est & décroissance rapide pour
¢ <0, w; et ses dérivées sont O(hY) pour tout entier N.

En ce qui concerne wa(h), en utilisant le lemme 2 et la forme de I_ il
vient, a des constantes multiplicatives modifiées pres,

hl/g/n

(4) ws(h) =Y ean? [ 9(031/2>v5/4dv.

n>0 0
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Apres le changement de variable v = u2/? on obtient
RL/3 /p3/2 1
_ 2 1
(5) wa(h) = chn f 0(u>ﬁdu.
n>0 0
En remarquant que 01(1/u) = —(1/u?)0(1/u) on intégre par parties

dans chaque intégrale ci-dessus pour obtenir (toujours & des constantes
multiplicatives omises pres)

1 ? 1
(6) w2(h) = h5/401 <h1/2> + f t1/40'1 <tl/2> dt.
0

On a obtenu la forme requise; 'unicité de o7 se démontre aisément.

Démonstration du théoreme 1. Sir est ’exposant de Holder

global de o1, le premier terme de w(h) est un chirp de classe (1—1—217%2, p%l, 7").
1 1
2p—27 p—1°

un chirp de classe (1 + 2p1_2 + pfil, z%’ r+1) (IL5).

Le deuxieme est la primitive d’un chirp de classe ( r); c’est donc

Si a < o, il est immédiat d’observer que la somme de deux chirps
respectivement de classe («, 3,r) et (o/, 3,7) est un chirp de classe («, 3,7).

Par conséquent, w(h) est un chirp de classe (1 + 2p1_2, p—il,r). Autrement
dit, 7(x) € C3;° si et seulement si s + 5" <7 et
/ —
ps n s o 2p 1'
p—1 p—17"2p—2
En faisant s’ = 0 dans les inégalités précédentes, on trouve ’exposant

global de Holder de r(x) comme valeur maximum de s. Cette propriété est
immédiate en revenant a la définition des espaces 2-microlocaux. On trouve
ainsi inf (r, 2’;;1). Mais un calcul direct fondé sur 'ordre de grandeur d’un
bloc dyadique de r(z) donne (p — 1)/p. Comme

-1 2p—-1
p 2
D 2p

il vient r =1 — 1/p et la démonstration s’acheve.

)

Remarque. L’unicité de o1 dans la proposition 4 permet de décompo-
ser la partie oscillante en un chirp dominant et un chirp d’erreur de maniere
naturelle. On donnera dans la suite une autre présentation de cette partie
oscillante.

IV.2. Retour auz fonctions de Riemann et d’Airy. Dans le cas de la
fonction de Riemann (p = 2), a l’aide de la remarque App. 1 et du théoreme
1, on observe que la fonction o7 est essentiellement la fonction de Riemann
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réduite a ses termes impairs et en se limitant a h > 0 on a

h
1 1
w(h) = h320, <h> +Of ht/%ey <h> dh.

Ainsi o1(x),09(x), ... sont 2m-périodiques & moyenne nulle. Ces fonctions
apparaissent lors d’intégrations par parties successives dans w(h) pour
obtenir

1 1 1
o) =121 (5 ) st () b ag (7))

h
1
+ag [ 04 <t>tq—1/2 dt
0

(ag,...,aq-1,a4 sont des constantes).

Cette partie oscillante w(h) se révele étre un chirp trigonométrique selon
la définition donnée dans [10]. Pour ces chirps, le développement asympto-
tique ci-dessus est unique [10].

Quand p = 3, la fonction indéfiniment oscillante 6 qui sert a construire o4
est de la forme €@ (ag+a1 /z+...). Onaalors o1 (z) = Y o0 | 01 (n%/2x) /n7/4.
On peut penser que le terme dominant du développement asymptotique de
01 donne les caractéristiques de w(h). Ce point de vue conduit a la fonction
presque périodique 2211 624"3/23”/717/4 = g(x). L’exposant de Holder global
de cette fonction est 1/2 alors que celui de 7(z) = Yo, n~3sinn®z est 2/3.
Il y a la une ambiguité dissipée par le résultat suivant ot I’on observera que
la régularité 2/3 est retrouvée pour la fonction g des qu’on la calcule sur un
intervalle borné a droite de ’origine.

V. Partie oscillante et fonction presque périodique [2]

V.1. PROPOSITION 5. Soit s > 0,t>1,t—s < 1. La fonction continue
S(x) =300 ™' @ /nt est
(i) holdérienne sur R d’exposant t/s —1/s,
(i) holdérienne sur les compacts de |0, 00| d’exposant t/s —1/2.

Avec la condition ¢t — s < 1, les exposants de Holder considérés sont
compris entre 0 et 1. On sera intéressé dans la suite par la série

oo
g(z) = Z n_(3p_2)/(2p_2)emp/(pil)f, p entier > 2.
n=1
Dans ce cas les exposants de Holder sur R et sur les compacts de |0, o0[
sont respectivement 1/2 et 1 — 1/p. Quand p = 2, les deux exposants
sont égaux et par ailleurs la série g(z) est périodique. Quand p > 2, on
observe une amélioration de la régularité en dehors de 0. La série g(z) est
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presque périodique mais n’est plus périodique et la propagation du mauvais
comportement en 0 n’a plus lieu.

Pour démontrer (i), on estime les blocs dyadiques de S qui sont de 'ordre
de 2-3(t=1)/s

Pour démontrer (ii), on utilise cette fois une variante d’un lemme de
van der Corput ([13], V, lemme 10.7, p. 226). On écrit S(x + h) — S(z) =
S+ 32> . Ladeuxieme somme Y o0 €™’ /nt s’estime avec le lemme
de van der Corput. Ainsi, dans les notations de ce lemme, pour x fixé positif,
f(u) = uéz, r(u) = 1/ut, et il vient

1 1 N 1 x

Z < Nt— 1+s/2\f Ns+t—1g +ﬁ+ Nt—s/2 +7+ Nt—s+1'

Des constantes multiplicatives (indépendantes de x) sont omises dans chaque
terme du membre de droite. Le terme dominant est comme 1/N*5/2. La
s N < s NS .
premiére somme Y, s’évalue a 'aide de l'inégalité des accroissements
finis. La dérivée utilisée est Zgil e /n'=% qu’on traite encore par le lemme
de van der Corput (en remplacant le ¢ de la premiere utilisation par ¢t — s).
Cette dérivée est O(1/N*=3%/2), Par suite, sur un compact de ]0, 00| on a

|S(z+ h) — S(x)| < |h|N3/27t 4 N3/27¢,

On choisit alors le découpage de la somme S tel que N°h ~ 1, soit N ~
1/hY*. 1l vient |S(z + h) — S(x)| < C|n|t/s=1/2.

V.2. On peut maintenant utiliser des chirps explicites pour décrire la
partie oscillante w(h).

Pour s > 0, ¢ > 1 on note g, +(x) = > oo, €™ 7 /nt, x > 1. Cette fonction
est indéfiniment oscillante et presque périodique.

THEOREME 2. Pour h > 0 (resp. h < 0), la partie oscillante w(h) de
r(xz) =Y o2, n~PsinnPx (p entier > 2) en un point de dérivabilité o admet
le développement en série asymptotique de chirps naturels :

D)~ 3 B[ g, 0-D)
n=0
avec s = p/(p—1) ett = B3p—2)/(2p—2); Yn, n = 0,1,..., sont des
constantes.

Remarques. e En dehors du cas p = 2, le développement précédent
n’est pas nécessairement unique.
e Le chirp générique dans le développement asymptotique du théoreme

n+1/2 1 —1
2 est de classe (1 + pT +n).

On va obtenir le developpement annoncé quand p = 3 a l'aide de la for-
mule (3) (voir la remarque suivant la proposition 4). La fonction oy (x) s’écrit
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S 01(n®/22) /n"/4) avec 61 (x) primitive canonique dune fonction (x)

indéfiniment oscillante ayant un développement asymptotique de la forme
2 . . ’

e~ 3" (ap+ay/x+...). Lafonction #; () admet aussi un développement de la

forme précédente avec des constantes ag, aq, . .. modifiées. Dans ’explication
. . 24 , 1 . . .

qui suit e~ 3% gera remplacé par e** pour simplifier les notations. Les fonc-

tions e'*, e /x,...,e" /z™, ... donnent naissance dans o7 aux fonctions

1 1
93/2,7/4(55)7 593/2,7/4+3/27 ) 9793/2,7/4+n.3/2,

Le terme correctif w(h) a laide de la proposition 4 s’écrit pour h > 0
(situation analogue pour h < 0)

h
(1) W oy (h2) + [ 1Py (t71/2) dt.
0
On remplace o1 par chacune des fonctions précédentes et on doit obtenir
des contributions attendues comme h5/4+”/293/277/4+n.3/2(h_l/z).
Pour la fonction €@, la représentation (1) donne

h
(2) h?gs a7/a(h2) + f 143 0 7/a(t1/?) dt.

0
Sachant que la dérivée de g3/277/4+3/2(t’1/2) est t’3/293/277/4(t’1/2) a une
constante multiplicative pres, on intégre par parties et on obtient
h7/4gg/277/4+3/2 (h=1/2). On recommence le procédé avec I'intégrale restante.
Les fonctions obtenues sont celles qui étaient prévues.

Pour la fonction €*® /x, la représentation (1) donne cette fois

h
(3) W G307 /a1372(h2) + f 343 1.7 /a4372(t72) dt.
0
Apres intégrations par parties, les fonctions obtenues seront encore
h7/493/2,7/4+3/2(h_1/2), h9(493/2,7/4+2-3/2(h_l/Q), e
La fonction générique €** /x™ permettra d’obtenir

W42 ga 0 2 pinaya(h2), L

On a ainsi le résultat annoncé dans le théoreme 2.

VI. Différentiabilité en (7, 7) de
S —1(m? 4+ n?) "V sin(m?x 4+ n?y), v > 1
La démonstration suivante m’a été suggérée par Yves Meyer et le résultat
indique les limites des méthodes des sections précédentes.

VI.1. LEMME. Soient s >0 et s’ <0. Si f € CS’S/, alors f(x)f(y) €
Co* sis+s >0et f(z)f(y) € CO* T si s+ 5 <0.
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Commentaire. Quand on passe du cas s + s’ positif au cas s + s
négatif on observe que le produit f(z)f(y), analysé ponctuellement en 0,
est plus irrégulier que prévu (s’ est remplacé par s’ + (s + s')).

Le résultat annoncé dans le théoreme disparait quand s < 0. En effet,

d € 05173/ Vs’ et pourtant on n’a que § ® § € C(?)Qdfl Vs'.

Démonstration du lemme. On écrit une analyse de Littlewood—
Paley de f en 0, soit f(z) = g(x)+_;2 uj(z), munie des conditions |g(x)| <
C(1+ 29]x])~% et |uj(z)| < C2795 (1 + 27]z[)~*". On pose g(x) = u_1(x)
pour la commodité des notations.

Si S;(z) =>7__, ug(x), on obtient

oo
(1) F@)fly) =Y wyz,y)
j=—1
avec w;(z,y) = u;(2)Sj-1(y) + Sj—1(x)u;(y) + u;j(@)u;(y). Les w;(z,y)
forment un découpage fréquentiel analogue & une couronne dyadique de
sorte que l'on a affaire & une analyse de Littlewood—Paley de f(z)f(y) en 0.

Il reste & estimer les trois termes composant w;(x,y) et il suffira de se
limiter aux cas suivants : (a) u;j(z)S;-1(y), (b) uj(z)u;(y). On utilisera les
remarques suivantes :

(i) comme s’ < 0, (14+u)~% /(1 +u~*") est bornée sur [0, ool

(ii) comme s > 0, 277 est négligeable devant 1 quand j — oo,

(iii) le terme dominant dans 1 + 2796+5) (quand j — oo) est 279(s+s)
quand s+ s’ < 0 et 1 quand s+ s’ > 0.

(a) uj(z)S;j—1(y). On part de |u;(y)] < C2775(1 + 27795 |y|=%"). En
sommant, il vient avec des constantes C' modifiées

CA+2776+D )y =" sis+¢ <0
Si_ < , ;
15; 1(y)‘_{C'(ley]S) sis+ s >0.
En tenant compte du résultat escompté on prouve que pour |z|, |y| < 1,
(14277 |2 ) (1 4+ 2776y =) < C(1 + 27762 (|| + [y[)~(++2)
pour s + s < 0 et
(L+277 2|7 ) (A + |y[7*) < C(L+ 277 (|2 + [y[)™*)
pour s + s > 0.
(b) uj(z)u;j(y). La majoration s’obtient sans difficulté.
VI.2. THEOREME 3. Soit f(z,y) = > .7 _, (m?+n?)"7sin(m?z+n’y)

m,n=1

(y>1). Onafe 037/2_1/2_6, Ve > 0. En particulier, f est différentiable

()
en (m,m).
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Remarques. e Comme la suite le prouvera, on ne peut avoir € = 0
dans I’énoncé précédent.

e Quand v > 1, f est continue sur R? (convergence normale de la
série définissant f); mais en (m,7), f possede un supplément de régularité
holdérienne d’exposant proche de 1 si «y est proche de 1 (d’apres le th. 3).
C’est ce supplément qui assure la différentiabilité de f en (m, 7).

Observons la situation analogue en une variable. Si vy > 1/2 alors
g(x) = ¥ P sinnzr € CF 1/2=e
pour le voir une dérivation fractionnaire & y - ; ein’e /n? dont on connait
le comportement 2-microlocal en m; on en déduit celui de g, a savoir :
ge s & s4+5 <a—1/2et 25+ < 20 —1/2. La fonction g est
globalement continue quand v > 1/2. En 7, il y a un supplément de car-
actere holdérien (1/2) insuffisant pour obtenir la dérivabilité. En fait, la
fonction g est dérivable en 7 des que v > 3/4.

Les fonctions f et g ci-dessus ont ainsi un supplément de caractere
holdérien respectivement en (m,7) et m des qu’elles sont globalement con-
tinues. C’est un phénomene de “tout ou rien”. Mais la situation est spec-
taculaire en deux variables car si v > 1 la fonction est continue sur R? et
aussitot différentiable en (7, ).

pour tout € > 0. On applique

Démonstration du théoréme 3. Onsaitque ) | en’'r ¢ 05
si et seulement si s+ < —1/2 et 2s + 5" < —1/2 (dérivée de la fonction
de Riemann). D’aprés le lemme précédent, comme s + s’ est négatif, il
en résulte que Zei(m%*”zy) = (X em’T) (T e € CS SW) quand s > 0,
s+s < —let3s+s < —1. Par ailleurs, la derlvatlon fractlonnalre
d’ordre ~y agissant sur 3 ef(m’e+n y)/\/n4 + m4 donne Ze“(m 2+n’y) of

s— ’y7
(7,m)

h(z,y) = 3 ellm’ztn®y) /\/pd +m4W € C’S SW sis>0et3s+s <—1+39.
Mais on passe de h a la fonction f etudlee par action d’un opérateur pseudo-
différentiel classique d’ordre 0 (symbole associé homogene de degré 0) qui
conserve les espaces 2-microlocaux. En outre, si s > 0et s+ s > 0, on a
s ) C C? _\; on en déduit que pour v > 1, la fonction f appartient a

(m,m (m,m)?

037/2 1/2— 57 e> 0.

transforme une distribution de C’ ) C1Lune autre de C . Par suite,

Appendice

1. On précise ici le comportement asymptotique d’une famille d’inté-
grales utile a notre propos.

PROPOSITION. Soit I (A)= [ (/P du; X€]0,00; p entier>2.

(i) I et I_ sont indéfiniment dérivables sur |0, ool.
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(ii) Si p est pair, alors I (X) = 1_(\) et

o= o (5124

avec ai,as, ... réels.
(iii) Si p est impair, alors Iy est a décroissance rapide et

I_(\) :2Re{ )\(pzil)<expi<—p;1+z>>

. .N
a1 1 an 1
X (1+)\+"'+)\N+to(/\]\[>)

avec ai,as, ... réels.

Les développements asymptotiques précédents sont par exemple obtenus
par la méthode de la phase stationnaire ([12], p. 430). Pour p = 2, on a
I, (\) = I_-(\) = /21/Xe*/2=7/9  formule qui s’obtient aussi & 'aide
de lintégrale de Fresnel ffooo e™’du. Pour p = 3, les intégrales 1. sont
naturellement liées & la fonction d’Airy A;(£) = [ cos(u®/3 + &u) du.
Quand £ — —o0, a 'aide du développement de I_ on retrouve le caractere
oscillant lentement amorti de A,;.

COROLLAIRE. Soit p entier > 2. Awvec les notations ci-dessus on a, a
une constante multiplicative preés,

ix? —_ El/pill— (gp/(pfl))’ g > Oa
FENO = i ey, § 2o
Par exemple, pour p =3 on a
3 67(2/3)7:63/2 °° Znan

f(eix )(6 ~ 61/4 €(3/2)n
n=0

en oo

(g, v, ... Téels et ag # 0).

2. La proposition suivante permet de déduire le développement asym-
ptotique (en +o00) de la transformée de Fourier de f(z) = (e*" — 1)/aP de
celui de la transformée de Fourier de e

PROPOSITION. Soit p entier > 2, f(z) = (**" —1)/xP, et ¢(x) = e*",
z€eR. Ona

(€
F&)=pi [ > )uP~2du.
f©=pi [ ¢(u>u u

0
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On remarque que f est analytique réelle et intégrable. Sa transformée

de Fourier (usuelle) est continue et tend vers 0 & l'infini. En revanche, ¢
est analytique réelle bornée. Sa transformée de Fourier, définie par dualité,
est malgré tout indéfiniment dérivable a croissance lente ainsi que toutes ses
dérivées. Elle s'écrit (&) = [7 e e~ dx (p.p.).

La proposition se démontre en écrivant f(x) = i fol e dt et en déve-

loppant les calculs apres avoir remarqué que

=

[10]
[11]
[12]

[13]

FHE) =i [ F(et"/?2))(€)dt.
0
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