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Sur un exemple de Banach et Kuratowski
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Robert Cauty (Paris)

Abstract. For A C I = [0,1], let £ be the set of continuous real-valued functions
on I which vanish on a neighborhood of A. We prove that if A is an analytic subset which
is not an F, and whose closure has an empty interior, then £ 4 is homeomorphic to the
space of differentiable functions from I into R.

1. Introduction et notations. Soit C ’espace des fonctions continues
de I = [0,1] dans R avec la topologie de la convergence uniforme. Pour
tout sous-ensemble A de I, soit C4 le sous-espace de C formé des fonctions
s’annulant sur A, et soit L4 le sous-espace de C4 formé des fonctions qui
s’annulent sur un voisinage de A. Banach et Kuratowski ont prouvé dans [1]
que, si A est un sous-ensemble non dense, analytique et non borélien de I,
alors L4 est un espace coanalytique non borélien. Nous nous proposons ici
de généraliser et de préciser ce résultat. Soit D le sous-espace de C formé
des fonctions partout dérivables; c’est un exemple classique d’espace co-
analytique non borélien. Nous prouverons le résultat suivant :

THEOREME 1. Soit A un sous-ensemble analytique non dense de I qui
n’est pas un F,. Alors L4 est homéomorphe a D.

Soit 2! I’ensemble des fermés non vides de I avec la topologie définie
par la distance de Hausdorff. Pour tout sous-ensemble A de I, soient 27 le
sous-ensemble de 2! formé des fermés contenant A, et N4 celui formé des
voisinages fermés de A. Banach et Kuratowski montrent aussi dans [1] que,
si A est un sous-ensemble non dense, analytique et non borélien de I, alors
N4 est un espace coanalytique non borélien. Nous renforcerons ce résultat
comme suit.

THEOREME 2. Soit A un sous-ensemble analytique non dense de I qui
n'est pas un F,. Alors Ny est homéomorphe a D.
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Les démonstrations de ces théorémes reposent sur une caractérisation de
D que nous avons développée dans [3]. Pour pouvoir la formuler, rappelons
quelques définitions.

Si f et g sont deux fonctions de Y dans X et si U est un recouvrement
ouvert de X, nous dirons que f est U-proche de g si, pour tout y dans Y,
il y a un élément de U contenant a la fois f(y) et g(y). Un sous-ensemble
F d’un rétracte absolu de voisinage X est appelé un Z-ensemble (resp. Z-
ensemble au sens fort) dans X s'il est fermé et si, pour tout recouvrement
ouvert U de X, il existe une fonction continue f de X dans X U-proche de
l'identité et telle que f(X)NF =0 (resp. f(X)NF = 0). Une fonction
f:Y — X est appelée un Z-plongement si c¢’est un plongement et si f(Y)
est un Z-ensemble dans X.

Notons Lo la classe des espaces coanalytiques. Un rétracte absolu de
voisinage X est dit Lo-universel si, pour tout espace coanalytique C', toute
fonction continue f : C' — X et tout recouvrement ouvert U de X, il y a
un Z-plongement g : C — X qui est U-proche de f. X est dit fortement
Lo-universel si, pour tout espace coanalytique C, tout fermé D de C, toute
fonction continue f : C — X dont la restriction a D est un Z-plongement
et tout recouvrement ouvert U de X, il existe un Z-plongement g : C' — X
qui est U-proche de f et vérifie g|D = f|D.

Nous avons prouvé dans [3] qu'un espace métrique séparable X est
homéomorphe & D si, et seulement si, il vérifie les trois conditions sui-
vantes :

(I) X est un rétracte absolu appartenant & Lo,
(IT) X est réunion dénombrable de Z-ensembles au sens fort,
(III) X est fortement Lo-universel.

Si x et y sont deux points de I et B un sous-ensemble de I, nous posons

d(z,y) =z —y| et d(z,B)= inf d(z,y);
yeB

nous notons §(B) le diametre de B. Nous supposons 2/ muni de la distance
de Hausdorff p associée a d. Pour f dans C, nous posons || f|| = sup,c; | f(¢)|.

Si A est un sous-ensemble d’un espace X, une déformation instantanée
de X en A est une homotopie ¢ : X x I — X vérifiant ¢(z,0) = z Vo € X et
©(Xx ]0,1]) C A. Il est connu que si E est un sous-espace vectoriel partout
dense d’un espace normé X, alors il existe une déformation instantanée de
X en E (voir [10]).

2. Démonstration des théorémes. Il faut montrer que £4 et Ny
vérifient les conditions (I)—(III) de 'introduction.
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Vérification de (I). Les arguments de Banach et Kuratowski prou-
vent que L4 et N4 sont coanalytiques. Comme tout espace normé, L4 est
un rétracte absolu; puisque 2{4 est un rétracte absolu (en fait, d’apres [6],
une copie du cube de Hilbert), le lemme suivant acheve la vérification de (I)
(voir [10]).

LEMME 1. Il existe une déformation instantanée de 21]4 en N4.

Démonstration. La fonction ¢ : 24 x I — 2 définie par ¢(K,t) =
{z €I:d(z,K) <t} est une telle déformation.

Remarquons que, 2f4 étant compact, tout Z-ensemble dans 2f4 est un
Z-ensemble au sens fort; le lemme 1 et le lemme 2.6 de [3] entrainent alors
que tout Z-ensemble de A4 est un Z-ensemble au sens fort.

Vérification de (II). Puisqu’il existe une déformation instantanée
de C4 (resp. 24) en L4 (resp. N4) et que tout Z-ensemble dans C4 ou 24
est un Z-ensemble au sens fort, le lemme 2.6 de [3] entraine qu’il suffit de
montrer que L4 (resp. M) est contenu dans une réunion dénombrable de
Z-ensembles de Cy4 (resp. 21,). Fixons un point ¢y > 0 dans A; pour n > 1,
soit A, = AU [(1 —1/n)to, o]

Evidemment, £ 4 est contenu dans Uzozl Ca, et les C4, sont fermés dans
Ca. Puisque A est non dense, la fonction x(t) = d(t, A) vérifie x~1(]0, 1))
= 1. Si p est une déformation instantanée de C4 en L4, on constate sans
peine que la fonction v : C4 x I — C4 définie par

(fys) = o(f; ) + sx

est une déformation instantanée de C4 en C4 \ ., Ca,, ce qui entraine
que les C4,, sont des Z-ensembles dans C4.

N4 est contenu dans (o, 2{% et les 211% sont fermés dans 24. Si ¢
est une déformation instantanée de 2%, en N4, on vérifie sans peine que la
fonction 1 : 24, x I — 21, définie par

(K, s) = (K \ [(1 = s)to, to]) U AU{(1 = s)to, to}
est continue et est une déformation instantanée de 24 en 24\ Uy~ 24, | ce

qui entraine que les QQH sont des Z-ensembles dans 27

Le lemme suivant, qui sera prouvé plus loin, est essentiel pour la vérifica-
tion de (III).

LEMME 2. Si F' est un sous-espace analytique d’un espace complet sépa-
rable X, alors il existe une fonction continue & : X — 2% telle que £~ (Na)
=X\F.
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Vérification de (IIT) (}). Puisque tout Z-ensemble dans £4 ou Ny
est un Z-ensemble au sens fort, il suffit, d’apres la proposition 2.2 de [2],
de montrer que tout ouvert U de L4 (resp. N4) est Lo-universel. Soient
C' un espace coanalytique, F' une fonction continue de C dans U et U un
recouvrement ouvert de U. Nous pouvons supposer que C' est contenu dans
le cube de Hilbert @ = [[.2, I,,, ou I,, = I pour tout n. D’apreés le lemme 2,
il existe alors une fonction continue & : Q — 24 telle que

(1) §1Na) =C.
Prenons une fonction continue w : U — |0, 1] vérifiant

(2)  quels que soient x dans U et y dans L4 (resp. Na), si ||z —y|| < 2w(z)
(resp. o(z,y) < 2w(z)), il y a un élément de U contenant a la fois x
et y.

Puisque A est non dense et contient plus d’un point, nous pouvons trou-
ver un point a de A et un nombre n > 0 tels que [a,a + 67] soit contenu
dans I et que AN Ja,a + 6n] = . Nous avons alors

(3) d(t,A)=t—a pourt€ [a,a+ 3n].

Pour § > 0, posons N5 = {t € I : d(t,A) < J} et Ns = {t eI:d(t A)
< o}

Bien que les démonstrations pour £4 et N4 suivent le méme plan, les
détails techniques sont suffisamment différents pour nous obliger a distinguer
les deux cas dans la suite.

e Cas de L 4. Nous avons besoin de deux constructions auxiliaires.

AFFIRMATION 1. [l eziste une homotopie @ : C4 x [0,n] — C4 vérifiant

(4) (f,0)=f Vf,
(5) B(f,0)(t) =0 si teN;,

(6)  si{(fn,0n)}2, est une suite de points de Cax |0,n] telle que la suite
{P(fn,0n)} converge vers un élément g de C4 et que {0, } tende vers
zéro, alors {f,} converge aussi vers g.

(1) La publication de cet article ayant été longuement retardée, est paru entre-
temps un résultat général ([4], théoréme 3.1) permettant d’établir facilement 'universalité
forte de £4. En effet, on peut déduire du lemme 2 que tout espace coanalytique est
homéomorphe & un fermé de £ 4, et, si J est un sous-intervalle de I disjoint de A, il est facile
de vérifier que £ 4 est homéomorphe A C(J)XE 2R XxEou E={f € L4 : f|J=0}. Le
théoréme 3.1 de [4] est donc applicable. Nous avons cependant maintenu la démonstration
originale de (III), qui avait été congue pour illustrer la généralité du plan de démonstration
de Duniversalité forte que nous utilisons, tout en mettant en évidence les nécessaires
différences techniques. Notons d’ailleurs que la démonstration du théoréme 3.1 de [4] suit
aussi ce méme plan.
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Nous pouvons définir ¢ en posant @(f,0) = f et, pour § > 0,

e O(f,0)(t) =0sit e Nys\ Ja+d,a+ 20],

e O(f,0)(a+30/2) =sup{f(t):t € Nss},

e O(f,0) est linéaire sur [a + 0, a + 30/2] et sur [a + 30/2, a + 26],

o &(f,0)(t) = f(t) si t & Nas,
o O(f,0)(t) = $(d(t, A) — 26) f(t) si 20 < d(t, A) < 36.

Il résulte de (3) que ces conditions sont compatibles et que (5) est vérifiée.
Il est clair que @ est continue. Soit {(fy,d,)}5%; comme dans (6). Fixons
n > 1 et soit ¢ un point de I. Si d(t, A) > 3d,,

[fn(t) = g(®)] = [@(fn, 0n)(t) — g(O)| < [D(fn, 0n) — gll,
d'out || fn = gll < max([|@(fn,dn) — gll;sup{[fu(t)| : € Nas, } + sup{lg(?)] :
t e Nggn}).
Par hypothese, ||?(f,,0,) — ¢|| tend vers zéro. Puisque g est continue
et s’annule sur A, sup{|g(t)| : ¢ € Nss,} tend vers zéro. Puisque {a +
30,,/2} tend vers a, la convergence uniforme de @(f,, d,,) vers g garantit que

sup{|fn(t)| : t € Nss5,} = D(fn,0n)(a + 30,,/2) tend vers g(a) = 0. Ceci
montre que || f,, — g|| tend vers zéro.

AFFIRMATION 2. Il existe une fonction continue ¥ : @x ]0,n] — Ca
vérifiant

(7) W (La) = Cx J0,1),

(8) [¥(g, )l <e  V(g,e) € @x ]0,n],

9) [#(g,€)] 7 (=00, 0]) = Ja +¢/2,a + 3/4],

(10) si ¥(q,e)|la+¢e/2,a+¢e] =¥ (¢, ¢)|la+e/2,a+¢], alors q=¢ .

Pour construire ¥, notons d’abord que la fonction £ :Q — Cy4 définie
par £(q)(t) = d(t,£(q)) vérifie
(11) 0<&(q)(t) <1 quels que soient q et ¢,
(12) §H(La) =0,
la condition (12) résultant de (1). Pour 0 < & < n, soit u(e) la fonction
égale & 1 hors de |a+¢/3,a + 3¢, a zéro sur [a + £/2,a + 2¢] et linéaire sur
[a+¢e/3,a+¢/2] et sur [a+ 2¢,a + 3¢; p(e) dépend contintiment de e.
Pour n > 1, soit =, = 1/2 4+ 1/2"™, et soit y, le milieu du segment
[Zn+1, Tn]. Pour ¢ = (¢,) dans @, définissons une fonction continue 6(q) :
I — [—1,1] par les conditions

0 6(q)(0) = 6(q)(1/2) = 8(q) () = 0 (n > 1),
. 6(q)(1/4) = —1,
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® 0(q)(yn) = qn-27" (n > 1),

e 9(q) est linéaire sur chacun des segments [0,1/4], [1/4,1/2], [zp+1, Yn]
et [Yn, zn), n > 1.

Définissons alors ¥ par

en(e)(§(q)(t)) sitéla+e/2,a+e[,
V(g,e)) = 5[9(q)<z<t—a—;>>] sitelate/2a+e].

On vérifie facilement que cette définition est cohérente et que ¥ est
continue. (7) résulte de (12) et du fait que ¥(q,¢) et ££(q) sont égales sur
N./3. (8) et (9) résultent de (11) et du choix de 6. Enfin, pour € > 0 donné,
si¥(q,e)lla+e/2,a+¢€l =¥(¢,¢)|la+¢e/2,a+ €], alors O(q) = 0(¢’), mais
0(q)(yn) = 0(q¢')(yn) entraine g, = g, pour tout n, d’ou (10).

Nous pouvons maintenant achever la démonstration dans le cas de L4.
La condition (4) et la continuité de @ nous permettent de trouver une fonc-
tion continue ¢ : U — ]0, 7] vérifiant, pour tout f € U,

(13) If —@(f, (DI <w(f),
(14) () < wlf)
Posant £(c) = e(F(c)), (5) et (7) nous permettent de définir une fonction
continue G : C' — L4 par
G(c) = P(F(c),e(c)) +¥(c,&(c)) -
11 résulte de (8), (13) et (14) que
[1F(c) = G(e)|| < w(F(c)) +e(F(c)) < 2w(F(c)),

donc F'(c) et G(c) appartiennent & un méme élément de U d’apres (2); en
particulier, G est a valeurs dans U.

Pour t dans [a,a+£(c)], G(c)(t) = ¥(c,&(c))(t) d’apres (5) et (3). Alors,
(9) entraine que Ja + £(c¢)/2,a + 3&(c)/4[ est la composante de ’ensemble
G(c)71(]—00,0]) qui suit immédiatement a, donc si ¢ et ¢’ sont deux points
de C tels que G(c) = G(c'), alors €(c) = £(c’); en outre,

¥(c,e(c))lla+&(c)/2,a+E(c)] = G(c)|la+&(c)/2,a + &(c)]
= G()|[a+£(c)/2,a + &(c)]
=U(d,e(c))|la+E(c)/2,a+E(c)],
et (10) entraine que ¢ = ¢/, ce qui montre que G est injective.

Puisque G est injective, pour prouver que c’est un plongement fermé
dans U, il suffit de montrer que si {c,}22; est une suite de points de C
telle que la suite {G(c,,)} converge vers un élément g de U, alors {c,} a

une sous-suite qui converge vers un point ¢y de C'. Posant ¢, = £(¢,,), nous
pouvons supposer que {e,} tend vers €y € [0,7] et que {c,} tend vers un
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point ¢y de Q. Alors, g > 0. En effet, dans le cas contraire, {¥(cy,e,)}
tendrait vers zéro d’apres (8), donc {@(F(c,),e,)} tendrait aussi vers g;
d’apres (6), il en serait de méme de {F(c,)} et, £ étant continue, {e,}
tendrait vers £(g) > 0, ce qui est contradictoire.

La suite {¥(cp,en)} tend vers ¥(co,e0). Puisque €9 > 0, nous pou-
vons supposer €, > &£o/2 pour tout n; d'apres (5), P(F(cn),en)|Ney/2
= 0 pour tout n, donc, en passant a la limite, nous obtenons g|N. /, =
¥(co,€0)|Ney 2. Puisque g appartient & £, ¥(co,€0) aussi, donc ¢y appar-
tient a C' d’apres (7).

Reste a montrer que G(C') est un Z-ensemble dans U. Pour cela, défi-
nissons d’abord une fonction K : [0,7] — L4 par K(0) = 0 et, pour ¢ > 0,

0 sitd]a+40/2,a+ ],

(t—a—9/2)sin <t—a§715/2

Il est clair que K est continue. Définissons alors A : L4 x [0,1] — La
par

K(6)(t) = sit€la+d/2a+0[.

A(f,0) = O(f,6) + K(d).

D’apres (4), A(f,0) = f. En utilisant (5) et la définition de K, on
constate que si g = A(f,9) avec § > 0, alors 'ensemble des composantes
connexes de (g7(] — 00,0[))N Ja,1] n’a pas de plus petit élément, alors
que nous avons remarqué plus haut que, pour ¢ dans C, ((G(c))~*(] —
00,0])) N Ja, 1] a pour composante minimale Ja + £(¢)/2,a + 3&(c)/4]. Par
suite, G(C)NA(L 4% ]0,n]) = 0; puisque A(f,0) = f pour tout f € L4, cela
entraine que G(C') est un Z-ensemble dans U.

e Cas de N'4. Nous avons encore besoin de deux constructions auxiliaires.
AFFIRMATION 1. Il existe une homotopie ® : 24 x [0,7] — 24 vérifiant
(4) B(K,0)=K VK e2l,
(15) pour £ >0, D(K,e)\ A est fini.
En effet, d’apres [6], il existe une homotopie ¢ : 2! x [0, 7] — 27 telle que

»(K,0) = K pour tout K et que ¢(K,¢) soit fini pour ¢ > 0. Il suffit de
poser ®(K,e) = AU p(K,¢).

AFFIRMATION 2. [ existe une fonction continue ¥ : Qx 10,n7] — 24
vérifiant
(7) 7 (Na) = Cx 0],
(8) 0(A,¥(g.€)) <2 V(g,e) € Cx ]0,1],

=~

(9) a + 2¢ est la borne supérieure de Uintérieur de ¥(q,c) N [a,a + 31,
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(10)  si les intérieurs des ensembles ¥(q,e) N[a + ¢, a + 2] et ¥(¢,€) N
[a+ ¢e,a+ 2¢] sont égauz, alors ¢ = q'.

Nous commencerons par construire une fonction continue v : @ x |0, 7]
— 21 vérifiant
(16) U(g,e) C Ne V(g,e) € @x ]0,n],

(17) YT (Na) = Ox ]0,7].

Pour cela, soit {L,};2; une énumération des composantes de I \ A.
Pour ¢ > 0, soit P,(e) = {t € L, : d(t, A) = ¢}; cet ensemble contient au
plus deux points. Puisque § (q) contient A, la fonction &, : Q — 2! définie
par &,(q) = &£(q) N L, est continue, donc il en est de méme de la fonction
tn » @ — I définie par

pn(q) = sup{d(t, A) : t € &(q)} -
Définissons une fonction 1, : @x ]0,7] — 2! par

&n(q) si pn(q) <e/2,
VYn(q,€) = { &n(@) U Pu(2un(q) —€) sie/2 < pnlq),
(gn(Q)mNe)UPn(e) Si&ﬁﬂn(‘])'

1l est facile de voir que cette définition a un sens et que v, est continue.
En outre, v, (g, €) est contenu dans N, donc il en est de méme de I’ensemble

¢(Qv€) =AU U wn(Qa 5) :

Puisque les ¥, (g, €) sont des compacts, 1(q, ) aussi, et la continuité des
¥n, n > 1, entraine celle de 1. Remarquons que, pour tout n, ¥,(q,¢) est la
réunion de £, (¢) N N et d’au plus deux points, et que 1, (q,e) = £,(q) si le
diametre de L,, est inférieur a /2, ce qui est le cas de toutes les L,, sauf un
nombre fini. Par suite, 1(q, ¢) est la réunion de {(¢) N N, et d’un ensemble
fini, donc (17) résulte de (1).

Définissons une fonction 6 : Q — 2! en posant, pour ¢ = (¢,) dans Q,

0(q) = {0y u[1/2,1]u |27 0"tD, 270D 4 g, - 27 (02
n=1

I1 est clair que 6 est continue et que si g et ¢’ sont deux points distincts
de @, alors les intérieurs des ensembles 6(q) et 6(q’) sont distincts. Pour
0 < e <mn, soit u. 'application affine de R dans R envoyant 0 sur a + ¢ et 1
sur a + 2¢. Posons enfin

¥(g,e) = ¥(g,€) Uuc(0(q)).-
Cette fonction est évidemment continue et, d’apres (3) et (16), nous
avons A C W(q,e) C N, d’ott (8). La condition (7) résulte de (16) et de
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Pégalité ¥(q,e) N N. = ¥(q,e) U{a + e}, tandis que (9) et (10) résultent de
la construction de 6 et du fait que ¥(g,e) N [a+e,a+3n] = uc(6(q)).

La démonstration s’acheve maintenant comme pour £4. Nous choisis-
sons une fonction continue € : U — ]0,n] vérifiant (14) et

(13) o(K, ®(K,e(K))) < w(K).
Posant £(c) = £(F'(c)), nous définissons G par
G(c) = B(F(c),&(c)) U¥(c,&(c)) .

D’apres (7), G(c) appartient & N4 et, en utilisant (T?:), (g) et le fait que
A C F(c)N¥(c,&(c)), on établit facilement que

o(F(c), G(c)) < 2w(F(c)),

ce qui entraine que G est U-proche de F'. Il résulte de (15) que les ensembles
G(c)N[a,a+3n] et ¥(c,2(c))N[a, a+3n] ont le méme intérieur. L’injectivité
de G résulte alors de (9) et (10).

Pour voir que G est un plongement fermé dans U, soit {c,}>2; une
suite de points de C telle que la suite {G(cy,)} converge vers un élément K
de U. Posant ¢,, = £(¢,,), nous pouvons supposer que {e, }52 ; converge vers
g0 € [0,m], que {c, } converge vers un point ¢y de @ et que {F'(¢,,)} converge
vers Fy € 21, Sigg = 0, (4) et (8) nous donnent, en passant & la limite dans
la définition de G, K = Fy U A = F, donc Fy appartient a U et {e,,} tend
vers £(Fp) > 0, ce qui est contradictoire. Si gy > 0, nous avons

K = 5(F0,80) U @(00,60) ,

et, puisque K appartient a Ny, il en est de méme de @(co, gg) d’apres (15),
donc ¢y appartient & C' d’apres (7).
Pour montrer que G(C) est un Z-ensemble dans U, il suffit de construire

une fonction continue A : Ny x [0,5] — Ny vérifiant A(K,0) = K et

A(N4ax 10,m]) N G(C) = 0, ce qui peut se faire comme suit. Soit M =
{1yulU 1 —27,1 — (27" — 2=(*+2))]. Posons
A(K,0) = K,

AK,e) =P(K,e) UN. Uu (M), 0<e<n.

La continuité de A se vérifie facilement. Pour voir que A(N4x ]0,7]) N
G(C) =0, il suffit d’observer que, pour € > 0, Pensemble des composantes
de lintérieur de A(K, ) N [a,a + 3] n’a pas de plus grand élément tandis
que Pensemble des composantes de U'intérieur de G(c) N [a,a + 3n] a pour
plus grand élément ug()(]1/2, 1[).
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3. Démonstration du lemme 2. Nous noterons N ’ensemble des
entiers > 0, N* I’ensemble des suites finies (non vides) d’entiers > 0 et J
I’ensemble des suites infinies d’entiers > 0. Pour ¢ dans N*, nous noterons
|o| la longueur de la suite 0. Si 0 = (s1,..., k) est une suite de longueur
k dans N* et p un entier > 0, nous noterons (o, p) la suite (s1,..., sk, p) de
longueur k+ 1. Si o appartient a J et n est un entier > 0 ou si o appartient
a N* et n est un entier < |o|, nous noterons o|n la suite des n premiers
termes de o. Soit 7 un élément de N*; si o appartient a J ou si ¢ appartient
a N* et vérifie o] > |7|, nous écrivons 7 < o s’il existe un entier n tel que
7 = o|n. Nous noterons 0 la suite vide, de sorte que 0 < o pour tout o dans
N*.

Soit F(X) I’ensemble des fermés de X. Puisque F' est analytique, il y a
(voir [8], §35, II) une fonction S : N* — F(X) vérifiant

(1) F=J ) Sln).

oceJn=1

D’apres le lemme 1.5 de [3], nous pouvons supposer que

(2) S(rycIntS(r") sit' <.

Pour o dans N*, prenons une fonction continue A, de X dans I vérifiant
(3) Ao(x)=1 size S(o),
(4) Ao(x) =0 sixz¢g S(oln—1) pour|o|=n>2.

Nous aurons besoin du lemme suivant :
LEMME 3. Il existe un fermé C de I vérifiant

(i) E=CnN A est homéomorphe a l’ensemble des irrationnels,

(i) D = C'\ A est homéomorphe a Q,

(iii) D = C.

Ce lemme est un cas particulier d’un théoreme d’Hurewicz [7], dont une
démonstration se trouve aussi dans l'article de F. Topsge et J. Hoffmann-
Jorgensen dans [9] (théoreme 1.4.2, p. 333).

Puisque A est non dense, C est un ensemble de Cantor. Soit {d,, }°2; une
énumération de D. Nous allons construire, par récurrence sur |o|, des sous-
intervalles (o) = [a(0),b(0)] (¢ € {0} UN*) de fagon que, notant IO(O') =
Ja(o),b(0)[ et J, = {a(0),b(0)} UU,—; I({c,p)), les conditions suivantes
soient vérifiées.

(5) Si o # 0 et |o|=|0'], alors I(c) N1I(c") = 0.

(6) Sio < T,alors I(1) C f(a).

(7 §(I(0)) <27l
(3)

8 J, est fermé.
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(9) a(o) et b(o) appartiennent & D.

(10)  Le premier élément de D N I (o) (pour I'énumération fixée de D)
n’appartient pas a J,.

(11)  Ou bien a(o) n’est pas extrémité gauche d’un intervalle de I\ C,
ou bien b(c) n’est pas 'extrémité droite d'un tel intervalle.

Soient ig < jo deux points de D tels que Jig, jo[NC # 0. Si ip n'est
pas 'extrémité gauche d’un intervalle de I\ C ou si jo n’est pas Uextrémité
droite d'un tel intervalle, prenons I(0) = [ig, jo]. Sinon, soit ko un point de
D tel que ig < kg < jo. Si ko n’est pas I'extrémité droite d’un intervalle de
I\ C, prenons I(0) = [ig, ko; dans le cas contraire, ko ne peut pas étre aussi
Pextrémité gauche d’un intervalle de I\ C, et nous prenons I(0) = [ko, jo]-.

Supposons les I(7) construits quand |7| = k, et soit o de longueur k.
Supposons que b(c) ne soit pas 'extrémité droite d’un intervalle de I\ C.
Nous pouvons alors trouver deux suites croissantes {i,}, {jp} de points de
DnN f(a) convergeant vers b(o), telles que i, < j, < ip4+1 et que iy, jp[NC
# () pour tout p. Nous supposons aussi i1 choisi de fagon que b(o) —i; <
2= (k+1) et que [i1,b(c)] ne contienne pas le premier élément de D N IO(O').
Si 4, n’est pas l'extrémité gauche d’un intervalle de I\ C ou si j, n'est
pas lextrémité droite d’un tel intervalle, posons I({o,p)) = [ip, jp]. Sinon,
prenons un point k, de D vérifiant i, < k, < j, et prenons I({c,p)) = [ip, kp]
ou [kp,jp] selon que k, n’est pas ou est 'extrémité droite d’un intervalle de I'\
C. Il est alors facile de vérifier les conditions (5) & (11). Sib(o) est 'extrémité
droite d’un intervalle de Ii\C', alors a(o) n’est pas 'extrémité gauche d’un tel
intervalle et nous procédons de facon analogue, mais en prenant pour {7, }
et {j,} des suites décroissantes tendant vers a(o) et vérifiant j,1 < ip < jp.

Remarquons que

(12) Vo e J,,—; I(c|n) contient exactement un point e,, qui appartient
a k.

En effet, (6) et (7) entrainent que (), I(c|n) contient exactement un
point e,; (11) entraine que I(o|n) N C # 0 pour tout n, donc e, appartient
a C. Enfin, e, ne peut appartenir a D, car cela contredirait la condition
(10) pour I(o|n) si n est assez grand.

Nous allons maintenant construire, pour tout ¢ dans N* une suite
{K”}> , d’intervalles deux & deux disjoints de fagon que, posant L, =
Jo U, K2, les conditions suivantes soient vérifies :

(13) Ky cI(o)\ Js,

(14) L, est fermé,

(15) ANnlI(o)C Ly,

(16) les extrémités de K’ n’appartiennent pas a A.
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Fixons o dans N*. Soient @, = ]cp,dp[, p > 1, les composantes de
I(o)\ J, (il y en a une infinité d’apres (5) et (6)). Puisque A est non dense,
nous pouvons trouver dans @, deux suites {y;}72, et {2}, convergeant
vers dj, et deux suites {u,}72; et {v)}72; convergeant vers ¢, de facon que,
pour tout p,

ot <up <y <wp <y <y <z <yptt,
et que [up,vp] N A =0 = [y, 2)] N A. 1l suffit alors de prendre pour K7,
n > 1, une énumération des composantes de (o) \ (J, U (U;frzl Jup, vp[ U
145> 2p[ ). Remarquons que, pour tout o, 'ensemble I (o) \ L, n’est pas vide.

Pour o dans N*, prenons une fonction continue v, : I — 2! vérifiant
(17)  %e(0) =12 (t) D ¥o(1) = I\ [(0)) ULy, 0<t<I.

D’apres (15), 1, (t) contient A, donc la fonction &, = 1, o A\, envoie X
dans 2{4. Par suite, pour x dans X, ’ensemble

)= ) & (@)

oeN*

appartient a 2%,. Tl résulte de (5) et des définitions de J, et L, que les
ouverts (o) \ Ly, o0 € N*| sont deux a deux disjoints; comme, pour tout o,

&, (x) contient le complémentaire de I (0)\ Loy, la continuité des £, entraine
celle de €.

Soit x un point de F. D’apres (1), il y a un 7 dans J tel que = €
N2, S(r|n). D’apres (6) et (12), {I(7|n)}52, est une base de voisinage du
point e, de A. D’apres (3), Ay (2) = 1, done, dapres (17), (1(7]n)\ Lyn) 0
&(x) = 0, ce qui montre que &(x) ne contient aucun voisinage de e,, donc
que §(z) & Na.

Pour achever de prouver que £ ~}(N4) = X \ F, il reste & montrer que
si z est un point de X \ F et ¢ un point de A, alors £(x) est un voisinage
de a. D’apres (5), pour tout k, ¢t appartient & au plus un /(o) ou o est de
longueur k; si ¢t appartient & I(o), alors, pour tout m < |o|, t appartient
a I(o|m). D’apres (6), si t appartient a (o), alors, pour tout m < |o|, ¢
appartient a I(o|m).

(a) t n’appartient a aucun I((p)), p > 1.

D’apres (9), t n’appartient pas & Jy, donc I\ Jy est un voisinage de ¢
contenu dans tous les &, (z), donc aussi dans £(z).

(b) 1l existe un k et un 7 de longueur k tels que ¢t appartienne a I(7)
mais pas a ), _p41 1(0)-

Alors, t n’appartient pas a J., donc, d’apres (15) et (16), il y a un entier
n tel que K7 soit un voisinage de ¢. Il suffit de montrer que tous les &, (x)
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contiennent K. C’est clair si ¢ = 7 puisque K C L.. Soit ¢ # 7 et soit
m=|o|. Sim=kousim<keto#7|mousim > ket #ol|k, il résulte
de (5) et (6) que I(o) N K" C I(o)NI(r) =10, donc & (x) D K. Sim <k
et o = 7|m, alors K C I(1) C J, d’apres (6), donc &,(x) D KI'. Sim > k
et 7 = olk, alors I(0) C J; d’apres (6), donc I(o) N K = () d’apres (13),
d’out encore &, () D K.

(c) 11 existe un unique 7 € J tel que ¢ € (), I(7|n).

D’apres (1),ilyaunn > 1tel que x € S(7|n—1). D’apres (6), I(7|n) est
un voisinage de ¢; il suffit donc de montrer que tous les &, (x) contiennent
I(T|n). Soit k = |o|. Si k < n et si o # 7|k, alors I(c) N I(T|n) C
I(o)NI(7|k) = 0; si ¢ = 7|k, I(t|n) C J, d’aprés (6); dans les deux cas,
I(t|n) C &(x). Sik =neto # 7lnousi k > n et on # 7|n, alors
I(o)NI(r|n) =0 d’apres (5) et (6), donc I(7|n) C & (x). Enfin, si o = 7|n
ousi k >n et oln = 7|n, alors ojn — 1 = 7jn — 1, donc A\, (z) = 0 d’apres
(4) et (2) et & (x) = I d’apres (17), d’ou le résultat.
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