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Ondelettes et poids de Muckenhoupt
par

PIERRE GILLES LEMARIE-RIEUSSET (Orsay)

Abstract. We study, for a basis of Holderian compactly supported wavelets, the
boundedness and convergence of the associated projectors P; on the space L (du) for some
p in |1, 00[ and some nonnegative Borel measure p on R. We show that the convergence
properties are related to the Ay criterion of Muckenhoupt.

Introduction. Les bases d’ondelettes sont des bases orthonormées de
L?(R, dx) mais elles sont également des bases inconditionnelles de nombreux
espaces fonctionnels. Nous nous proposons d’étudier dans cet article les
propriétés des bases d’ondelettes dans les espaces LP(dpu).

Nous considérons une base d’ondelettes holdériennes a support compact
telles qu’en a construites I. Daubechies. En particulier, le projecteur or-
thogonal P; de L?(R, dz) sur Iespace V; de I'analyse multi-résolution sous-
jacente vérifie que si f est continue a support compact alors P; f est encore
continue a support compact; de plus, lorsque j tend vers oo, P;f converge
uniformément vers f et reste, pour j > 0, a support dans un compact fixe, de
sorte que, pour toute mesure borélienne positive p sur R et tout p € [1, 00[
on a, pour f continue & support compact, lim; . [ |P;f — f[P du = 0.

Le but de cet article est de démontrer le théoreme suivant :

THEOREME 1. (a) Soit (V});ez une analyse multi-résolution d’I. Daube-
chies (a ondelettes holdériennes a support compact), j une mesure borélienne
positive sur R et p € |1, 00[. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(A1)  les P; sont continus sur LP(dp) et on a, pour tout f € LP(du),
Jin (1f = P fllrg =0 et lm [P fllzocan =05

(A2)  dp=wv(x)dx ot v appartient & la classe A, de Muckenhoupt;
(A3)  les ondelettes (V1) (j € Z, k € Z) forment une base incondition-
nelle de LP(du).
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(b) Pour p =1, les assertions suivantes sont équivalentes :

(B1)  les opérateurs P;, j € Z, sont équicontinus sur L (dp);
(B2)  du=wv(z)dr ou v appartient a la classe Ay de Muckenhoupt.

Rappelons la définition des classes A, de Muckenhoupt. Un poids v(x)
sur R (c’est-a-dire une fonction localement intégrable pour la mesure de
Lebesgue et positive) appartient a la classe A, de Muckenhoupt (1 < p < 00)
s’il existe une constante C' > 1 telle que pour tout intervalle I (de longueur
|I]) on ait

(1.1) G(}fvdx)l/p<lfv—l/(p—1) dx)(p_l)/p <C sip>1,

(1.2) m fvd:n<Cess¥1fv( x) sip=1.

Notation. Pour p mesure borélienne positive sur R, p € [1,00[ et f
borélienne bornée a support compact on notera

1A= ( f 177an) "

1/l =sup{| [ foda| : g continue a support compact, [|jglly, <1}

On remarquera que [[|f||[pu« < oo si et seulement si il existe h €
v/ (p_l)(du) telle que les mesures fdx et hdu soient égales. Lorsque du =
vda, on notera. ||l et [ 1l au liew de [ flllpuas et [7]]pds.s- On
a alors, sip > 1,

(p—1)/p
|||f|||p,’v,* == ( f |f(;1;)|p/(p*1)v($)—1/(p,1) d_jU)

wmw—wwﬁﬁﬂ

et

Par conséquent,
) 1
(1.3) vE A, ssiosup m\HXIHIp,vH!XI\Hp,v,* < oo

(out xs désigne la fonction caractéristique de l'intervalle I).
Le théoreme 1 repose essentiellement sur le théoreme suivant :

THEOREME 2. Soit (V; )]EZ une analyse multi-résolution d’l. Daubechies
(a ondelettes holdériennes a support compact), p une mesure borélienne po-
sitive sur R et p € [1,00[. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(C1)  C1 = sup{|||Fof]
< 0Q;
(C2) Cy= SUp|z|=1 I llp, el p, e < 00

pu i | continue a support compact, ||| fll[p,, < 1}
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De plus, Cs se majore en fonction seulement de C1, de p et du choix de
(Viiez-
Le théoreme 2 peut se paraphraser de la maniere suivante :

PROPOSITION 1. Soit (V}) une analyse multi-résolution d’l. Daubechies
(a ondelettes holdériennes a support compact), u une mesure borélienne po-
sitive sur R et p € [1,00[. Alors :

(i) P; est continu sur LP(dp) pour (au moins un) j € Z si et seulement
si on a pour (au moins un) R >0,

1

sup 7H‘XI|||p,uH‘XI|Hp,u,* < 00
=g 1|

(ii) les P; sont continus sur LP(du) et pour tout f € LP(dp),
lim |[|P;f = flllp,. =0
j—00

si et seulement si on a pour (au moins un) R > 0,

1
sup X llp.pal Xt lllp s < 00
in<r |

De plus, dans ce cas, la mesure p est absolument continue par rapport a la
mesure de Lebesgue : du = vdx avec v localement intégrable.

(iii) Les P;, j € Z, sont équicontinus sur LP(dp) si et seulement si v €
A,, ou encore,

su !

i

La proposition 1 introduit donc des criteres de Muckenhoupt a une

échelle (cas (i)) ou local ou aux petites échelles (cas (ii)) en plus du critére

global (1.3). Le critere local peut se révéler tres utile dans la mesure ou

dans de nombreux problemes on ne décompose pas les fonctions a toutes les

échelles (sur tous les W;) mais seulement sur les petites échelles (sur Vj, et

sur les Wj, j > jo).

Dz lllp e llxrlllp, e < 00

1. Rappels sur les ondelettes de Daubechies. Pour tout N > 2,
I. Daubechies a construit dans [1] une fonction ¢ qui vérifie :

(2.1)  pest de classe C*V (ou1 @ > 0 ne dépend pas de N), & valeurs réelles
et a support compact dans R;
(2.2)  les p(z — k), k € Z, forment une famille orthonormée de L?(R, dz);

(2.3)  o(x/2) = Ziﬁo_l app(x — k) avec ag # 0 et agy—1 # 0.
La fonction ¢ est alors la fonction d’échelle d’une analyse multi-résolution
(Vj)jez au sens de S. Mallat [5]. Plus précisément, on définit :

(3.1)  @ju(z)=2/2p(20x — k) (j €Z, k € Z);
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(3.2)  V; est le sous-espace fermé de L?(R, dx) engendré par les ¢; i, k € Z;
(33)  Pif(x) = Xpez(f [ 0ik)@sk(x).

P; est le projecteur orthogonal de L?(R, dz) sur V; ((f | g) désigne le produit
scalaire [7_ f(2)g(z) dz dans L?(R,dz)). Dire que (V;);cz est une analyse
multi-résolution de fonction d’échelle ¢, c’est par définition dire que (Vj)
vérifie :

(41) V3 CVjit1, Njez Vi = {0}, Ujez Vi est dense dans L?(R,dz),
(4.2)  f(z) € Vjssi f(2x) € Vjyq,
(4.3)  les p(x — k), k € Z, forment une base orthonormée de V;.

A la fonction d’échelle ¢ est associée une ondelette 1) définie par
2N—1
(5) ()= > (=DFaan_1_rplz — k).
k=0
On définit alors également :

6.1)  yu(x) = 2729(2z — k);
(6.2) W, est le complémentaire orthogonal de V; dans Vj1;

(6.3)  Qjf(®) =2 kealf | Vik)¥jk

Alors les 9; ., k € Z, forment une base orthonormée de W et Q; = Pj11—F;
est le projecteur orthogonal de L*(R,dz) sur W;. En particulier, les 1}
(j € Z, k € Z) forment une base d’ondelettes de L*(R,dx), c’est-a-dire une
base orthonormée de L?(R,dr) engendrée & partir d’une seule fonction 1
par les translations-dilatations dyadiques (6.1).

Les principales propriétés de ces bases d’ondelettes sont décrites dans le
livre de Y. Meyer [6]. Celles que nous utiliserons plus particulierement sont
les suivantes :

(71) Zpezpolz —k) =1

(7.2)  [4dz=0;

(7.3)  Supp = Suppy = [0,2N — 1J;

(7.4)  si) App(x—k) est nulle sur un intervalle I et si |1 NSupp p(z—ko)|
> 0, alors g, = 0.

Les propriétés (7.3) et (7.4) ont été démontrées récemment par G. Mal-
gouyres [3], [4].

Remarque. De (7.1) on déduit effectivement la propriété, évoquée
dans I'introduction, que P; f tend vers f uniformément lorsque f est continue
a support compact :

|Pif(x) = f@)] < Y lo(@z = k)| - [(f(y) | 202y — k) — f(2)]

keZ
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<> le@z =Rl | [ (F) - @)y - k) dy

keZ

< (2N = 1)?[lell% sup [f(x) = f(y)l.
o=yl <(2N~1)/23

2. Démonstration du théoréme 2. Avant de démontrer le théoréme 2,
remarquons la propriété suivante :

LEMME 1. On note

% = sup ez lllp, a2,

et
a1 = sup (@ — k)|l[p,ulllel = F)llp,us -
kEZ

(i) Si g < 00, il existe By = 4a3 tel que, pour tout x € R,
1
%H‘X[z,zﬂ]mp,u < X+ 1,e+2lllpn < Boll Xz z+11lllp,se -

(i) Si a1 < oo, il existe 1 = [2(p)ar (ot P2(p) ne dépend que de @)
tel que, pour tout k € Z,

1
EIH@(OC = F)llp.n < llle(@ =k = Dlllp,u < Bullle(z = E)llp.-

(iii) ag < 00 est équivalent ¢ a; < 0o et ag ne se magjore qu’en fonction
de ag, p et ¢ (et de méme oy en fonction de ag, p et p) :

ap <AN?BIN2a; et ay < (2N — 1)) % 83N tag .
Démonstration. (i) En effet, on a

1

f X[z,z+1] (t)X[m+1/2,x+3/2} (t) dt = 5

et donc
lIxte.es11llps = AlXzastllon [ Xizat1Xiet1 204872 dE
X f X[z+1/2,043/2] X[o+1,0+2] At
< 4|||X[a;,w+1] |Hp,uH|X[x,z+1] |”p,u,*H’X[z+1/2,m+3/2] |”p,u

X |”X[m+l/2,$+3/2}H|p:ll,*|”X[ﬂc+l,ﬂ:+2]H’Paﬂ

< dod|lIXet1,2+2 llp

et de méme |[[|x(z,a-+1lllp.u < 401X 2—1,2lllp.-
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(ii) D’apres (7.3), Supp ¢(x)p(z — 1) = [1,2N — 1] et donc il existe h
continue a support compact telle que
f h(z)p(x)p(x —1)dz =1.
On a alors
lle@@ = F)lllps = (@ = W)l [ Az = k)p(e - k)@ —k - 1) dz
< Mllp@ = B)lllp.ullle(@ = K)lllpp iz = K)ol =k = Dllp,
< anlbllsollle(z =k = Dlllpu

et de méme |[|p(x = F)llp < arl|P]lsolllo(z =k + Dl]p, -
(iii) En effet, Supp p(z — k) = [k, k + 2N — 1] et donc
2N -2
lle(@ = Bl < Melloo D MXtktpktpilllpn
p=0
< (2N - 1)ﬂ§N_2H<PHoomX[k,k+1}|||p,u

et
2N -2
lle(z — k)”’p,u,* < lelloo Z |”X[k:+p,k+p+1]|”p,u,*
p=0
2N -2
< agll¢|l
= Z !HXk+pk+p+1]!Hp,

_ 1
< ag(2N — 1)ﬁgN 2||‘P”oom>
: Py

d'ott ay < [|p||20(2N — 1)2858 4.
Inversement, si k <x < k+1, alors

2N -2
X[,a+1] (1) = X[z ,2+1) (1) Z o(t—k+p)
p——
et donc
2N -2
X osulllpn < D et —E+p)llpy < 2N ot =k = Dllpp
p=—1
et
2N -2 .
Xz 241 lllpps < 1
[z,z+1]llIp,p pz—l |||gp(t—k‘—|—p)|||p7#7*
1
<2N041/62N 1
Nl =& = Dlllp,u

. AN—2
d’ott g < y4AN?[3; }
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Démontrer le théoréme 2 revient alors & démontrer le théoreme suivant :

THEOREME 2bis. Pour p € [1,00[ et C > 1 on note K¢, 'ensemble des
mesures boréliennes positives u sur R telles que :

() Jle(@)P du(z) = 1;
(ii) pour toute fonction f continue a support compact,

[ 1Pt du<c [ 1f1Pdp.
Alors K¢ p, muni de la topologie de la convergence vague, est un compact
métrisable et

(8) sup sup ‘ffgoda:‘<oo.
neKep Ilflllp.n=1

Pour démontrer ce théoreme, nous allons recourir a une série de lemmes
intermédiaires. Dans ce qui suit, le lettre C’ désignera diverses constantes
dépendant de C, p et ¢ mais pas de u.

LEMME 2. |||l¢(z — k)||lp.. < C"¥l pour tout k € Z et toute p € K¢ .

En effet, on peut trouver une fonction hgy continue & support compact
telle que

[ ho(@)p(z)p(x — p) do = b1,
(o d1p =1sip=1,et 0sip#1). Cela provient du fait que si
2N—2
> @)z —p)=0 pp.
p=—2N+2

alors ) app(z —p) est nulle p.p. sur un ouvert dense de [0, 2N — 1] (puisque
Supp ¢ = [0,2N —1] et donc que ¢(x) # 0 sur un ouvert dense de 0, 2N —1])
et donc Y a,p(z — p) est nulle sur [0,2N — 1]; par (7.4) on obtient que
tous les a;, sont nuls. Les formes linéaires h — [ ho(z)¢(z — p)dz (pour
—2N+2 < p < 2N -2) sont donc linéairement indépendantes sur I'espace des
fonctions continues (nulles a I'infini) et un lemme classique assure 'existence
de hy (qu'on peut supposer & support compact puisque seules ses valeurs
sur [0,2N — 1] interviennent). Mais alors on a

@~k — 1) = Py(ho(z — k)p(x — k)
et
olx+k+1)=Py(holx +k+1p(z+ k),
d’ou
lle(z =& = Dlllp. < Cllholloollle(@ = E)lp,p
et de méme
lle(@ +k 4+ Dlllpn < Cllhollsslllo(z + E)llp,p -
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LEMME 3. Vi € K¢y, Y € N, p([—n,n]) < C™.
Cela provient directement de (7.1) et du lemme 2 :

pl=nnl) = [ [ S etw—w)| du
[~n.n] k
(S et Bl
k=—n—2N+2
< ( nf C/Ikr|>p < c/np(QiCl,k)p <o,

k=—n—2N+2 k=0

LEMME 4. K¢, est un compact métrisable pour la topologie de la con-
vergence vague.

La topologie de la convergence vague est définie sur I’espace des mesures
boréliennes par les semi-normes ||ullf = | [ fdu| ot f décrit I'espace des
fonctions continues a support compact. On note B, la boule fermée de
centre 0 et de rayon C'"™ (ou C” est la constante du lemme 3) dans I’espace des
mesures boréliennes sur [—n, n]; B,, muni de la topologie de la convergence
vague est un compact métrisable d’aprés le théoreme de Banach—Alaoglu;
or K s’identifie & un fermé de [],, .y Bn par 'application p — (p|[—pn n])nen-
Le lemme est donc démontré.

LEMME 5. Vi € K¢, Supp pp = R.

En effet, considérons un intervalle I borné tel que [I| > 0. Fixons
ko € Z tel que |[ko, ko + 2N — 1] N I| > 0. Le méme argument que dans la
démonstration du lemme 2 montre qu’il existe h; continue & support com-
pact telle que [ hr(z)xr(x)p(z — k) dx = 6k k, (la mesure x7(z)p(z — ko)dx
étant linéairement indépendante, d’apres (7.4), des xro(x — k)dz avec k #
ko). On a alors

(@ = ko)lllpe < Cllhalloop(1)/7.
Or la démonstration du lemme 2 montre que
lle(z = ko)lllpe = C"~* >0
et donc u(I) > 0.

LEMME 6. On note K = {(5k>—2N+2§k§2N—2 : Z ‘Ek’p = 1}. Alors

2N -2

. . p
E1é1]f< uellr%fc,p f ‘ Z epp(z — k)| dp(zx) >0.
02N—1] k=—2N+2
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Remarquons d’abord que 'application F' qui a (e, 1) € K x K¢, associe
P
Fle)= [ |Yenple—0)| du
[02N-1] k

est continue : en effet, si (e, ptn) converge vers (e, ) (pn convergeant vers
w au sens de la convergence vague) alors

2N -2
g Ek,n(/)(‘r - k)
k=—2N+2
converge uniformément vers
2N -2
§ erp(z — k);
k=—2N+42

comme, d’apres le lemme 3, sup,, 1, ([0, 2N — 1]) < oo il est clair que
Jim F(en, pn) = F(e, i) = 0;

par ailleurs F'(g, u,,) converge vers F(e, ). F est donc continue; comme K
et K¢ sont compacts, la borne inférieure de F' sur K x K¢, est atteinte.
Il reste & montrer qu’elle est non nulle.
Supposons que F'(e, i) soit nul; cela implique que
2N-2
X[0,2N—1] (90)( Z erp(z — k))
k=—2N+2

soit nulle p-presque partout; or la fonction > exp(x — k) est continue; si elle
était non nulle en un point de |0, 2N — 1], elle serait non nulle sur un (petit)
intervalle I autour de ce point; or d’apres le lemme 5, p(I) > 0; on obtient
donc que Y epp(z — k) doit étre nulle sur [0,2N — 1] et (7.4) entraine alors
que les g sont nuls pour —2N + 2 < k < 2N — 2; ce dernier résultat est
absurde puisque Y e} = 1. F(e,p) est donc non nul. Le lemme 6 est alors
démontré.

Le théoreme 2bis est alors immédiat. Appelons « la borne inférieure de
F(e,p) sur K x K¢ p. Alors on a

2N -2

i1l < ( Z I(f | p(x — kmp)l/p
k=—2N+2
[0,2N—1]

< @YY Pyl < Ca Pl

Le théoreme 2bis est donc démontré.
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Nous pouvons maintenant démontrer le théoreme 2. Supposons que

Cr=sup [IPoflllpu < 0.
Mflllp,n=1

Remarquons qu’alors tous les |||o(z — k)|||p,., & € Z, sont non nuls (si p est
non nulle) : il suffit de reprendre les démonstrations des lemmes 2 et 3 pour
voir que si ¢ = 0 dans LP(du) et si Py est continu sur LP(du) alors tous les
o(z — k), k € Z, sont nuls et pour finir 1 est nulle. On remarque alors que
i définie par
dp
S t@ = [ e Pie g,

vérifie que py, € K¢, p et donce |[|@]][p,pup,« < C" d’apres le théoreme 2bis; or

e lllp e+ = [llp (2 = B)llpulllo (@ = F)llp o5 -

On utilise alors le lemme 1 pour conclure que

p?“

Ca = sup [[[xzllp.pllixzlllp.x
[7]=1
est fini et se majore en fonction de C1, p et ¢, mais indépendamment de .
Réciproquement, si Co < oo, alors C3 = sup|le(z — k)|l[p,. X
lo(x — E)|||p,pu,« est fini (toujours d’apres le lemme 1). On a alors

1Po . < NZ 3201 et = k2v 1) =)

X o(x — k(2N —1) —7r)

2N -1 H
= Z_; (kZZKf\sO(:c—k(zN—n_rmp

1/p
% lp(z — kE@N = 1) = r)[2,.)

(car p(z) et p(x — k(2N — 1)) sont a supports disjoints) et donc

1/
1Pl < 2N = D@D/ (3147 | ole — R)Pllete —RIE,)
keZ

< (2N — 1)(10—1)/10

p p p 1p
< (S xmrron -l ullet@ = WIS, et = B,
kEZ

< (2N — )@ VPC 2N — DRIl

et donc Cy < (2N —1)Cs.
Le théoreme 2 est donc démontré.
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3. Démonstration de la proposition 1. Commencgons par noter
pour R > 0, p € [1,00] et u mesure borélienne positive

1
(9) a(R) = sup rrllixzllppllixrlllppe.s -
=r 1]

On a le résultat simple suivant:
LEMME 7. Si R < R’ < 2R alors 1a(R) < a(R') < 16a(R)3.
En effet, soit I = [xg — R/2,z0 + R/2| un intervalle de longueur R et
I' =[x0 — R'/2,20 + R'/2]. Alors il est clair que ||[x1|lp,p < |lIx2|llp,p €t
que [[[xrllp.px < [lIxrlllpux, et done
1 R 1
Ul < 2l
d’ott a(R) < 2a(R').
Décomposons maintenant I’ en I; U Iy avec
I = [.CL‘(] — R//2,.’IJO + R — R//2] et Ir = [1‘0 —|—R//2 — R, xg —|—R,/2] .
On a

[l Xt lllp o < 20(R)

IDcrllloe < W Mo =+ lxz llp.p

et
lllxrl Pok S H|X11H|p7u7* + |HXI2|HZ%N7* .
Or
R 3R-R
< — " =\ILnI
2= 2 Ll
Ra(R)
< |||XI1|||p,uH|XI|||p,u,* < |||XI|HPJM*7
113 1,
d’ou
X1, < 20(R)xxllp, . -
On obtient de méme
Ixn e < 22(B)IXtlllps Mxzlllpn < 2a(R)|[Ix1llp,x
et
X £l < 20(R)[[[ XTI,
et en fin de compte
1 R 1
sl e < 2160 R e
< 16a(R)?.

Le lemme 7 est donc démontré.

LEMME 8. (I[P flllp. < (2N = 1?[llZa(2N = 1)/27)[If1llp.p-
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En effet, la démonstration du théoreme 2 donne
1125 flllp < (2N — 1)(?6112)|||90j,kH|p,uH‘Soj,k|Hp,u,*)H|f|”p,u‘

Or on a

0.6 (@)] < 2772 ||l o X (k25 (k2N —1)/20)(2)
et donc

1255 lllp. 10

sl < 2N = Da( 252 el

De ce lemme 8 on tire les conclusions suivantes. Si les «(R) sont finis
(critere de Muckenhoupt & une échelle), les projecteurs P; sont continus
sur LP(du) (et réciproquement d’apres le théoreme 2). Si les a(R) restent
bornés quand R tend vers 0 (critére de Muckenhoupt aux petites échelles),
les projecteurs P; sont équicontinus pour j > 0 (et réciproquement, en appli-
quant le théoréme 2 aux mesures p;(z) définies par [ fdu; = [ f(27x)dp).
De méme, les P;, j € Z, sont équicontinus sur LP(dpu) si et seulement si
supp a(R) < oo (critere de Muckenhoupt global).

De plus, si les P; sont équicontinus sur LP(dp) pour j > 0, comme
P; f converge vers f dans LP(dp) pour f continue a support compact, on
a limj_o |||Pjf — flllp,y = 0 pour tout f € LP(du). La réciproque est
également vraie d’apres le théoreme de Banach—Steinhaus. De plus, si F est
un borélien borné tel que |E| = 0, alors P;(xg) = 0 pour tout j et donc, si
supp<; @(R) < 00, on a |||xel|lp,x = 0 et donc u(E) = 0, ce qui montre que
1 est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue.

La proposition 1 est donc démontrée. L’équivalence (B1)<(B2) du théo-
reme 1 a été également démontrée. L’équivalence (Al)<(A2) est immédiate :
si (A1) est vérifiée, alors les P; sont équicontinus (par Banach—Steinhaus)
et donc v € Ap; inversement, si v € A, les P; sont équicontinus et pour
tout f € LP(dp), lim; o |||Pjf — flllp,u = 0. Il reste a vérifier que pour
f € D, D dense dans LP(dpu), limj_,_ ||| P} f|||p,, = 0. Considérons le cas
de f bornée a support dans [—M, M]; alors on a

Pif (@) < D 2Uf |92z — k)| lp(2z - k)l
kEZ
< 2M || fllso Il

x 27 > X[k/27 (k42N —1) /23] (2)
[k/29 (k42N —1)/23|A[— M, M] 0

< 2M || f[lso 12027 (2N — 1) X[ M—(2N—1)/20 ,M+(2N—1)/27]

et donc

11P; flllp. < C22MIX(=n—@N-1)/25, M+@N—1) /23] lps
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< 1 -
IX(—n—an—1) /20 M+ 2N —1) 23] 1,10

Or on a dy = vdx et
|||X[7M—(2N71)/2j,M+(2N71)/2ﬂ|||P,H7*

_ < f o1/ (1) dac) (r=1)/p
[-M—(2N—-1)/27 ,M+(2N—1)/27]
et il suffit donc de vérifier que si v € 4,,
f v VD gy = 0.
Or

gN+1

( f o1/ (-1) dx) (p—1)/p
0

2N+1

e (»-1)/p 1
= ( f v 1/(p=1) dx) 27N f X[0,2N+1]X[2N 2N +1) dx
0

2N+1

1 (p=1)/p
< —-1/(p=1) g4
2N< J v x)

et on voit que
2N+1

lim v Y gy — o
N—oo

On a bien (Al)<(A2). Lorsque p = 1, (Al) n’est pas vérifié pour v € A,
en général : par exemple pour v = 1 on a [ P;jfdx = [ fdx pour tout
f € L'(dx) (car

[ Pifde= [ S (fleindpinde =D (f| @27/
= [ f@)> e@z—k)yde= [ fda

par (7.1)) et donc si [ fdz # 0 on ne peut avoir lim;_,_ ||| P; f]/[1,1 = 0.
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4. Bases inconditionnelles et opérateurs de Calder6n—Zygmund.
Nous allons montrer que les ondelettes (¢, ;) forment une base incondition-
nelle de LP(vdx) lorsque v € A, et 1 < p < oo (nous excluons le cas p = 1
car les espaces L!(vdz) n’admettent pas de bases inconditionnelles). De
méme, la famille (¢, x)rez U (¥ k) >0, kez forme une base inconditionnelle
de LP(vdzx) si et seulement si v satisfait le critere local (ou aux petites
échelles) de Muckenhoupt.

PROPOSITION 2. Soit (V}) une analyse multi-résolution d’l. Daubechies
(a ondelettes holdériennes a support compact), v une fonction de poids sur
R (v > 0 p.p., v localement intégrable) et p €]1,00][. Alors :

(i) Les assertions suivantes sont équivalentes :

(D1)  lesvji, J € Z, k € Z, forment une base inconditionnelle de LP (vdzx);
(D2)  la norme ||| f|||p» est équivalente a la norme

Npolf) = [ (S 107 1 wrdPron@?)

JEZ kEL

p7v
ot Xo = X[o,1] €t Xj.k(x) = 27/2x(20x — k);
(D3) wveA,.
(ii) Les assertions suivantes sont équivalentes :

(E1)  les (¢jox), k € Z, et les (i), j > jo, k € Z, forment une base
inconditionnelle de LP(vdz);

(E2)  la norme ||| f|||p» est équivalente a la norme

Myio(5) = (S 230 lleiallg)
keZ
+ H‘( DD I ¢j,k)lzxj,k(a:)2)l/2H "
Jj2jo k i

(E3)  supyri<y L7 X lllp.ollxalllp.o. < 00

Rappelons qu’une suite (b, )nen est une base inconditionnelle d'un espace
de Banach B si :

(i) tout élément b de B s’écrit b = limy_, o Zivzo Br(b)bg, la conver-
gence ayant lieu dans B et les coefficients [ (b) étant uniques;
(ii) il existe une constante C' telle que

Vb e B, Ve e {~1,1}", H S (n)Ba(b)bn
neN

< bl
B
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Les familles (£(n)3,(b)bn)nen sont alors sommables dans B et les séries sont
commutativement convergentes, de sorte que la fagon d’indexer la famille
(by) est indifférente.

Si (bn)nen est une base inconditionnelle de B et si A C N, 'opérateur
de somme partielle b — Pa(b) = >, .4 Bn(b)b, est continu et sa norme
d’opérateur se majore indépendamment de A, puisque 2P4(b) — b =
Y onenEA(M)Br(b)b, avec e4(n) =1sin € Aet eq(n) = —1sin¢g A

On en conclut immédiatement que (D2)=-(D1), que (D1) implique que
les opérateurs P; sont équicontinus (car on a

Pif =) ) (f | stk
1<j k
et donc P; est un opérateur de somme partielle) et donc que (D1)=(D3).
De méme (E2)=(E1) et (E1)=(E3).
On est donc ramené a montrer (D3)=(D2) et (E3)=(E2). En fait, il
suffit de montrer que v € A, implique

O S ePa@?) | < Gl
JEZ KEZ ’

et, de méme, que sup <, 11~ HlIxzlllpo

12 llpoe < 00 implique que

1/p
(10 (RS ea0llleionllin) < CupallFlllp

kEZ

102 [[( X1 1wsedProx@?) | < Coomallfllp-

j>jo kEZ

Les inégalités réciproques s’obtiennent par dualité, car ( | ) identifie le dual
de LP(vdx) & LP*(v*dx) avec p* = p/(p — 1) et v* = v~/ P de plus,

Ix1lllpv = et [lIxrlllpo.x = lixrlllp.o
de sorte que (9) (ou (10)) est également vérifiée pour p*, v*, et donc

1.0 = sl | 9)] = g € L7 (o7 da), lgllye,o- < 1}
= sup { | SIS ) 9|9 € L (v"da), Ilgllpeor <1}
p{errw]kHw]krmijkdx g € L7 (v*da),
sup{ [ (Z|f|w]k|xy,<>)”2
(Xl 1y Pxan(@)?) o gl o < 1)

J.k

pv*§1}
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< Npo(f) sup{Np- 2+ (9) = [ll9]
(et de méme on controle ||| f|||p,. par M, ,(f) grace a (10) appliquée a p*, v*).
On est donc ramené a établir (9) et (10). (10.1) est immédiat puisque

I 1 @go ) 1P < ll0jo,mlllh0, f | f[Pvdz
[k/270 (k4+2N—1)/270]

p*,v* < 1} < Cp*m*Np,v(f)

et qu'on a vu que supy, [[|©jo,klllp,olll©jo,klllp,0,« était borné en fonction de

1
sup o llIxalllp.olllxzlllpo
<1 |

Par ailleurs on note w une fonction C* a support dans [—1, 2] et valant sur
[0,1]. On va montrer que

Obis)  sup || 35S0 R [gadsn ]| < ConllFllne
j k '

oue e {-1, 1}22, wj(r) = 22w(27x — k) et v € A, et de méme,

(aobis)  sup|| 30D <GS || < Conllflls

Jj2jo k
torsque supjzi<y |1~ Il [ 1.+ < 0. Sion moyenne (9bis) sur tous
les choix possibles de €, on obtient, par 'inégalité de Khintchine,

f ‘ZZg(]” k){(f | %,k)wj,k(x)’pda

{_171}22 J F

> (S 1 ) Peg()?)

ik

et donc
p/2
W [ (YK i) Pws(@)?) vde < CLLIAIG
7 k

comme |w; ()] > x;.x(2), (9) se déduit de (9Ibis) et de méme (10) se déduit
de (10bis).

On conclut alors gréce a la théorie des opérateurs de Calderén—Zygmund
[7]. Si T est un opérateur linéaire continu de L?(R,dx) dans L?*(R,dz) tel
que le noyau-distribution K (x,y) de T coincide en dehors de la diagonale
x = y avec une fonction continue localement holdérienne (d’exposant a > 0)
telle que

1

11.1 K(z,y)| <Ci——,
(11.1) Koy < O
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2]

(11.2)  [K(z,y) = K(z + z,9)| + |[K(2,y) = K(z,y + 2)| < C;

|z —y|tte

pour z < %]z — yl,

(11.3) ITfll2 < Csl| fll2
et siv e Ay,
1
(11.4) vI mlllXIal,vH|X1|||p,v,* <Cy
pour un p €11, 00|, alors on a
(11.5) 1T flllpw < CslllFlllp.o

ou Cx ne dépend que de «, Cq, Cy, C3, Cy et p.
(9bis) est alors immédiat. On note T 'opérateur
= eGmlf | inwi

et K. son noyau. En dehors de la diagonale, on a

K.(z,y) = ZE(j,k)wj,k(y)wj,k(fﬂ)
et donc

[Ke(, )l <D0 2192y — k)| - [w(z - k).
j k

Or ¥(27y — k) est non nul seulement si 27y — 2N +1 < k < 27y et de méme
w(272 — k) est non nul seulement si 27z — 2 < k < 27z + 1; le produit est
non nul seulement si —2 < 27(y — z) < 2N et donc 27|y — x| < 2N. On a
alors

C
lz =yl

Kyl < Y 2¢feclwle -3 <

27 |y—z|<2N
De méme on a

|KE($7y) - KE(SL‘,Z +y)|
<IN Vw(@a k)| 027y — k) — (2 (2 +y) - k)|
7 k

Or 1) est holdérienne d’exposant 3 > 0, de sorte qu’on a
62y — k) — (2 (y+ 2) — k)| < C2P|2,
La somme court & nouveau pour 27|y — z| < 4N si |z| < 1|z — y| et on
obtient
Ke(z,y) = Ke(zy+2)| < ) 202717 ||w]le - 3
29|y—c|<4N
i

<o —=_
T |z —y|tth

pour |z| < |z —y|.
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On obtient de méme
Kl

!/
[Ke(zy) = Kewt 2 y)| < O s

pour |z| < |z —y|.

Enfin, il suffit de vérifier que
2
H Z/\j,kwakaQ < CZ Akl
gk 3.k
pour obtenir
IZ=£13 < C Y1 1w < Ol -
g,k

Or cette inégalité est élémentaire (voir [2] par exemple).

Les T., ¢ € {—1,1}%, vérifient donc (11.1) & (11.4) uniformément;
ils sont donc équicontinus sur LP(vdz) lorsque v € A, et (9bis) est donc

démontré.
Pour démontrer (10bis), posons S, =T, o (Id —P},) :

Sef =D el k)F | ja)wsn-
Jj2jo k
I est clair qua nouveau les S., ¢ € {—1,1}%", vérifient (11.1) & (11.4)
uniformément. De plus le noyau G.(z,y) de S, vérifie
G(z,y) =0 silz—y|>2N-(1/2)%.

Supposons maintenant que v satisfasse le critere de Muckenhoupt aux
petites échelles :

1

sup = ll[xzlllp.o Xzl < oo
|I\§1’ ’

On consideére f € LP(vdx) et on pose fx = fX[k/240,(k+1)/290]- On va montrer
que

115e filllp.o < CllIFxlllp,o

olt C est indépendante de € et de k. Comme Supp S.fr C [(k — 2N)/2%,
(k 4+ 2N + 1)/2%], on obtient alors :

4N
1S F o < 3 ||| D2 Serscansns|
r=0  kez pyv

1/p
< (AN + 1) (SIS Al )
kEZ

< C(4N + )PV Flllpow

et (10bis) sera démontré.
Pour estimer |||Se fx|||p,» on définit le poids vy par :
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kE—2N k+2N +1
2o’ 2jo ’
.. k+2N +1 E+2N+1 k+6N+2
(ii) vg(z) = v<22jo - x) sur [ 570 , 570 ,
(iii) vy est étendu en dehors de [(k —2N)/2/0 (k+ 6N + 2)/2%] par
périodicité de période (8N + 2)/27°.
Alors :

() WS frlllpn = WIS felllpo et [l fxlllpon = [l Fxlllp.0,
(33) supg sup 1= HIxr e X lp v s < 00-

En effet, si |I| > (8N + 2)/2%, alors si

8N + 2 ys18N +2

— < || < ;
270 270

(i) v = v sur

24
on a

2q/p|||X[0,(8N+2)/2j0]|”P7'Ulc < |HXIH|p7vk < 2(q+1)/p|||X[O,(8N+2)/2j0]H|pvvk )

210D/ |l1x10, 38 -42) 7290) 0.

< Xz lllpop e < 299V n12) s270) s o
et

|HX[0,(8N+2)/2J‘0} |||p,vk = 21/pH|X[(k—2N)/210,(k+2N+1)/2J'0} |||p,v )
|||X[0,(8N+2)/2j0]|Hp,?}k7* = 2(p_1)/p|||X[(k72N)/27'0,(k+2N+1)/2j0]|HP,U,*

et enfin,
1 jo+2

2
7] 1l p, o Ml o < mH|X[(k—2N)/2fo,(k+2N+1)/2fo}|||p,v

X H|X[(k—2N)/21'O,(k+2N+l)/23'0}|||pﬂ),*

4N
§2a< +1>
230

Supposons maintenant |I| < (8N + 2)/27%. Trois cas sont alors possi-
bles :

(i) I est entierement contenu dans un translaté de

k—2N k+2N+1 k+2N+1 k+6N +2
2jo "’ 2jo ou 2jo ’ 2jo )

Alors |I|7YIxzllp.w Ixz||lp.ox.« se controle immédiatement par «(|1]).
(ii) I contient un translaté de
[k:—ZN k+2N+1] [k:+2N+1 k+6N+2]
ou : A :

2jo 2jo 2jo ’ 2jo
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Alors |I| > (4N + 1)/27° tandis que

Ixrlllpon < MXg0,885+2) 2701 [0
et

lllxz| RS H|X[0,(8N+2)/2jo]|Hp,vk,*-

On obtient alors
1
mH!XI\Hp,vk!HXI\Hp,vk,*

1
< 2 n j v j V¥
~ [0, (8N + 2)/270] H|X[o,(8N+2)/2Jo]|||p, k|||X[o,(8N+2)/zvo]|||p, ks

< 4a<4N,+1> .
270

(iii) Dans le cas contraire, on a [ = I U I ou I et I ont une extrémité
commune et sont contenus dans des translatés de

k—2N k+2N+1 ; k+2N+1 k+6N +2
2jo "’ 2jo ¢ 2o ’ 2jo )

Si [7] > |1], on a

X 7llpoe < MxFlllpons — MIXFp0me < X0k s
et donc
1 2 ~
mlHXr!Hp,fukIHXIH\p,uk,* < m!HXlep,vkH\Xlep,vk,* < da(|1]).
Au total,
1 1
sup Xz lllpon Xt lllpons <4 sup mllixrllpollixzlllp,o
r | |I|<(4N+1)/290 1]

Les vy, sont donc uniformément dans la classe A, et on a bien
1Se frlllp,or < ClLf[l]p,0s

uniformément par rapport a € et a k.
La proposition 2 est donc démontrée.
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