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Let ¥ and V' be as in Proposition 4.9; then, since Sp(V,R%) C Sp(T,R?%),
we see that Sp(V,R}) must be the union of its relatively open compact
subsets. By Proposition 4.9, Sp(V, 5) must be empty and hence ¥ = {0} by
Corollary 2.2, so that X = [, o T(s)[X]. Thus each T'(s) is surjective and
T is invertible.

The assumption in Theorem 5.3 that Sp, (T, R%}) is the union of its com-
pact, relatively open subsets is equivalent to the condition that the connected
components of Sp, (T,R%) are bounded. (We are grateful to Robin Knight
for showing us a proof of this.)
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Remarques sur la structure interne
des composantes connexes semi-Fredholm

par

MOSTAFA MBEKHTA (Lille)

Résumé. Soit C(X,Y) Iensemble des opérateurs fermés & domaines denses dans
Pespace de Banach X & valewrs dans lespace de Banach ¥, muni de la inétrique du
gap. Soit Fr = {T' € C(X,Y) : T semi-Fredholm avec ind(T) = n} et Cpm = {T €
Byt oT) = n+m}, ot oT) est la dimension du noyau de T'. Nous montrons que
U0 Cnym st un ouvert de F, (et donc ouvert dans (X, Y)) et que O, est dense
dans szm Ch,j- Nous déduisons quelques résultats de densités. A la fin de se travail
nous donnons un exemple ¢’espace de Banach X tel que, d'une part, F, n'est pas connexe
dans B(X) et d’autre part, 'ensemble des opérateurs semi-Fredbolm n'est pas dense dans
B(X), contrairement au cas Hilbertien.

Soient X et ¥ deux espaces de Banach et C(X,Y) Pensemble des opé-
rateurs fermés de domaines denses dans X et a valeurs dans Y. Pour T €
C(X,Y), notons N(T) et R(T) respectivement le noyau et image de T. Nous
dirons que T' € C(X,Y) est semi-Fredholm (et nous notons T' € SP(X,Y))
si R(T) est fermé et min(a(T), 8(T)) < oo, ot a(T) =dim N(T) et B(T) =
codim R(T). 8i T € S$(X,Y), alors lindice de T sera noté nd(T) =
o(T) - B(T).

Dans la suite, on utilisera les notions et les notations du (4, ch. IV].

THEOREME 1 [4, théoréme 5,17, ch. IV]. Soit T,8 € C(X,Y) et T semi-

o~

Fredholm. Alors 36 > 0 tel que i §(S,T) < 6, alors :

(1) § est semi-Fredholm;
(2) ind(T) = ind(8);
(3) a(8) < ofT) et B(S) < B(T),

ot 6(5,T) est le gap entre les graphes de S et de T (voir [4, ch. IV, §2]).

Remarque 1. Le théorme 1 montre que ensemble des opérateurs
semi-Fredholm est un ouvert de C(X,Y) muni de la topologie du gap.
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D’autre part, I'indice reste constant dans chaque composante connexe de
SP(X,Y).
Pour n € Z = Z U {—00, 00}, notons
F,={T € S&(X,Y):ind(T) = n}
alors F, est un ouvert de C(X,Y") (voir théoréme 1).

Remarque 2. Dans le cas des espaces de Hilbert, F, est connexe (cf.
1], [5] et [2]). En général, dans le cas des opérateurs bornés dans cleﬁj espaces
de Banach, F,, n'est pas connexe {cf. exemple & la fin de ce papier). Par
contre, F, est connexe dans C(X,Y) (¢L. [7], [8]).

Notons Cpm = {T € Fyy : a(T) = n+m} = {T' & F,: §(T) = m}, ol
m > 0.

THEOREME 2. Soitn € N = NU {oc}. Alors:

(iyvy =0, Uin=0 Crom est un ouvert de Iy, (et donc, un ouvert de
C(X,Y)).
(ii) ¥m > 0, Cy m est dense dans szm Chj-
(iii) ¥m > 0, 8Csum = Ujsm Cn,j 0t OCh,m est la frontiere de Cp
dans ;s Cn,j-

Démonstration. (i) Soit T €| ) —0 Cnym» Alors Imp € N,0 < mg £
7, tel que T € Cp o C Fy avec B(T) = mo. D’aprés le théoréme 1, 36 > 0
tel que si S € C(X,Y) avec 8(T, ) < &, alors § € F, et 0 < B(9) < (T =
mo < J. )

Par conséquent, S € |J,_; Cn m-

(ii) Soit T' € Jjsp, O,y Alors 3 > 0 tel que S(T) = m + 4, donr il
existe {e,...,€},,,} une famille libre de vecteurs normés dans Y tel que
span{e],..., el .} NR(T) = {0}, olt span{e],..., e}, } est le sous-espace
engendré par {e],...,ej ).

D’autre part, a(T) = n+m-+1 > i, ol il existe {e1,...,¢;} une famille
libre de vecteurs de N(T'). Alors par le théoréme de Hahn-Banach, il existe
Jr.o.o fi € X* tels que fi(ey) = iy et | fiu]| =1 pour 1 < k,j <4

Soit ¢ > 0. Posons

1
&
i=1

ol f; ® e est l'opérateur de rang 1 défini par Vo € X, (f; ® €})(z} =
fi(z)e; € Y. Alors S, est un opérateur borné de X dans Y, de rang fini et
|Sell € e. Posons maintenant T, = I+ 8§, et montrons que

R(T.) = R(T") @ span{e,...,e}}.
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Il est clair que
R(Te) € R(T) + R(S.) = R(T) ® span{el, ... ,eit.

Montrons I'inclusion inverse. Puisque The; = Seej = (a/z’)e;- pour 0 <
J £, onaspan{e},... e} C R(T:). '

D’autre part, si y = To € R(T) alors w = z — Zizl Fr(z)e, vérifie
Tw=Tz et 5, (w) =0,doty=Te=(T'+8,)we R(T.), et done R(T) C
R(T;). Par conséquent, R(T.) = R(T) & span{el, .. et} et B(T,) = m.

Puisque S, est de rang fini, on a T} € F,, d’ob Te € Cnym-

Finalement, en utilisant [4, Théoréme 2.14, ch. IV], on obtient E(T, T} <
ISl < €, ce qui achéve la démonstration de (ii).

(ilf) OCh, m est la frontitre de Oy, ,, dans Ujsm Cnigs ¢est-a-dire, Vinter-
section de l'adhérence de C, ., avec 'adhérence du complément de C), ,,
dans |5, Cn,jy Cest-d-dire de |, Ch ;.

Drautre part, Cy,m est dense dans |J;.,, Cn; et U,jsm Cng est fermé
(le complément d'un ouvert d’aprés (i)). Par conséquent, il est clair que
acn,m = U O’P‘i‘,j

i>m

Remarque 3. En utilisant 4, corollaire 5.13 et 5.14, ch. IV], on voit
facilement que les résultats du théordme précédent restent vrais si on rem-
place, pour tout n > 0, C,, m par

Ot = {T € C(X,Y): T* € Cpom)
={T" € Fy: a(T*) = n + m}
= (T € Foup : B(T') = n +m}.
Notons
SEF(X,Y) = {T € S8(X,Y) : ind(T) > 0},
SE=(X,Y) = {T € §6(X,¥) : mnd(T) < 0},
S(X,Y)={T e C(X,Y) : T est surjectif},
F(X,Y)={T eC(X,Y): T est injectif & image fermée},
M(X,Y) = §(X,Y)UF
GL(X,Y) =

(X,Y), les opérateurs monojectifs,
S(X,Y)NF(X,Y), les opérateurs inversibles.
Remarque 4.
st (X,Y) =] Fu,

n20

5¢~(X,Y)= | ] F,,

nz0
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S(X,V)={T € §6T(X,Y): BT) =0} = | ] Cnpo,

nx0

FX,Y)={T € 887 (X,Y): o(T) = 0} = | J Cr,

ne0
GL(X,Y)=Cop=Chg

COROLLAIRE 3. (1) S(X,Y) est un ouvert dense dans SP(X,Y ).
(2) F(X,Y) est un ouvert dense dans S®~(X,Y).

(3) M(X,Y) est un ouvert dense dans SP(X,Y).

(4) GL(X,Y) est un ouvert dense dans Fy.

Démonstration En remarquant que F, = Ujgo Ch,; et en utiligant
(i) du théoréme précédent, on voit que Oy est dense dans Fy,, pour tout
n » 0. Le reste de la démonstration est une conséquence des remarques
précédentes.

EXEMPLES. Soient X et Y deux espaces de Banach et B(X,Y") I'espace
des opérateurs bornés de X dans Y. Notons

(X, Y)={Te B(X,Y): R(T) fermé et a(T"} < oo},
P_(X,V)={T e B(X,Y): R(T) fermé et 8(T) < co}.
Alors
SHX,Y) =P, (X, V)UP_(X,Y).
De plus, notons
S8(X,Y)={T € B(X,Y) : il n’existe pas de sous-espace fermé
M C X avec dim M == oo tel que T soit un isomorphisme}
I'ensemble des opérateurs strictement singuliers,
SC(X,Y)={T € B(X,Y) : il nexiste pas de sous-espace fermé
N CY avec dimY/NV = oo tel que R(T)+ N =Y}

I'ensemble des opérateurs strictement cosinguliers, et K(X,Y) lespace des
opérateurs compacts, Alors (cf. [6]),

B.(X,¥)+5S(X,Y) = B,(X,Y),
S {(X,)Y)+CX,)Y)=0_(X,Y),
et
K(X,Y)c S8(X,Y)nCS8(X,Y).
Soit maintenant 1 <p < g < ooet X =1, x .

Pour tout T € B(X),ona T = ég) avec Al — I, Bl — 1,
Cilp—~lget D:ily—1,
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PROPOSITION. (a) T € 6, (X) & A e b, (l,) et D€ & (1,).
b)TeP (X)=Acd (I,) et Ded_(1,).

De plus, dans ce cas, ind(T) = ind(4) + ind(D).
Démonstration. (a) D’aprés [6, p. 76 et proposition 2.c3lona
Blp,ly) = §8(1,,1,) et B(l,1,) = K(l, 1),

d’ot1 1l résulte que 'opérateur ((}%) est strictement singulier.
En utilisant la stabilité de @4 (X) par perturbation par les opérateurs
strictement singuliers (cf. [6, proposition 2.¢.10]), on obtient

(1) Ted (X)s& ('81 E)) eEPL(X) AP () et Ded, (),

ce qui démontre (a).
(b)OnaX*=Zr><lsa,vecl<s<r<ooetTGEIJ_(X)#T* €
$.(X*). Done, (b) se déduit de (a) par dualité.
De plus, (1) implique que

A 0
0 D

L. Donnons un exernple d’espace de Banach tel que les composantes semi-
Fredholm ne sont pas connexes (c’est-a-dire, il y a plus de composantes
connexes semi-Fredholm que d’indices).

Soit A : I, — I, défini par A(zy,xa,...) = (0,21, 29,...) et D lg — I
défini par D(z1,z2,...) = (2,2s,...). Alors A € 6. (1,) avec ind(4) = —1
et D ¢ @_(l,;) avec ind(D) = 1.

Soit T'= (§p) € B(X) et I= () € B(X) ot I, est Pidentité sur I,
et I, est I'identité sur {,. Alors ind(7T") = ind(I) = 0.

Par contre, il n’existe pas de famille 5, = (g: g:) d'opérateurs semi-
Fredholm, continue en ¢, tel que Sy = T et Sy = I, car cela impliquerait que
ind(A;) et ind(D;) sont constants.

Donc la composante Fyy n'est pas connexe,

ind(T) = ind ( ) = ind(A) + ind(D).

11 Dans le cas des espaces de Hilbert, I’ensemble des opérateurs semi-
Fredholm est dense dans l'espace cdes opérateurs bornés (cf. [3, problem
109]). Ceci est faux, en général, dans le cas des espaces de Banach. Donnons
un exemple d’opérateur S € B(X) tel que § & SP(X).

Soit U ¢ by ~ 1, défini par U(zy,%2,...) = (@3, 24,76,...) et Vi 1, —
ly défini par Ve, we,...) = (@1,0,25,0,23,...). Alots U € $_(X) avec
ind(U) = 00 et V € @.(X) avec ind(V) = —oo. D’aprés la proposition

précédente,
U 0
S—(O V) ¢ SP(X).
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el ; AB
Montrons que § & SB(X). En effet, 3¢ > 0tel que, si T = (&5) € B(X)
avec | T—S|| < &, alors A € &_(I,) avec ind(4) = ind(U) = oo et D € P.(ly)
avec ind(D) = ind(V) = —o0.
Encore la proposition précédente montre que T ¢ SP(X).

Remerciements. Je tiens a remercier M. Gonzalez pour les discussions
concernant les exemples précédents.
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TNlurination bodies and affine surface area
by

ELISABETH WERNER (Cleveland, Ohio, and Lille)

Abstract. We show that the affine surface aren as(8K) of a convex body X in R"
can be computed as

T voln (K%)= voln (K)
as(9K) = fim dn =y

where dy, is a constant and K 5 is the illumination body.

For a convex body K in R™ with sufficiently smooth boundary 8K the
affine gurface area is defined as

J K@D du(e)
oK

where K(zx) is the Gaussian curvature at ¢ € 8K and p is the surface
measure on 9K It has been one of the goals of geometric convexity theory to
extend the notions of differential geometry to convex hypersurfaces without
differentiability assumptions. For the affine surface area this has only been
done recently and then three different ways to extend affine surface area
were given. One is due to Lutwak [Lu], the other to Leichtweiss [L2] and
the third to Schiitt and Werner [SW]. The last two extensions are based on
floating bodies (see [L1] or [SW] for more information) and the fact, already
known to Blaschke [B] for sufficiently smooth bodies in R?, that the affine
surface area can also be computed as

, vol, (K) — vol, (Ks)
(1) 5111,% Cn §2/ (1)

where

'VOln..l (B'zn—l (0, 1)) 2/ (n+1}

oy = 2
n+1

is a constant and Ky ig a floating body.
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