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Sur un probléme de L. Carlitz
par

SAID EL BAGHDADI (Beni-Mellal)

1. Introduction. Dickson a conjecturé en 1909 dans [4] que toute forme
binaire Q(X,Y) de degré pair 2r, r > 1, a coefficients dans un corps fini
[F, de caractéristique différente de 2 telle que, pour tout (a,b) de F, x F,
distinct de (0,0), Q(a,b) soit un carré non nul de F, est un carré des que ¢
dépasse une certaine borne N, qui ne dépend que de r. Cette conjecture a
été démontrée en 1947 par Carlitz dans [1] ou il a montré que, si d est un
entier > 2, ¢ une puissance d'un nombre premier impair telle que ¢ > (d—1)?
et f un élément de F,[X] de degré d tel que, pour tout x de Fy, f(x) soit
un carré non nul de Fy, f est un carré de F,[X]. Carlitz est revenu sur cette
question dans deux autres articles [2] et [3] démontrant notamment dans [2]
que, pour tout entier d > 2, il existe un entier N(d) tel que, si ¢ > 3 est
une puissance d’un nombre premier impair telle que ¢ > N(d) et si f est un
élément de degré d de IF;[X] tel que, pour tout = de Fy, f(z) soit un carré
de Fy, f est un carré de F,[X].

Nous reprenons ici ce probleme de Carlitz en montrant que, pour d im-
pair, on peut prendre N(d) = d?, que pour d pair > 4, on peut pren-
dre N(d) = (d — 1)? et que ces valeurs de N(d) ne peuvent en général
étre améliorées; nous montrons aussi, en adaptant une méthode introduite
par Stark [9], que lorsqu’on se restreint aux corps finis premiers, on peut
prendre N(d) = (d? +2d — 1)/2 pour d impair et (d? +d — 4)/2 pour d pair
et > 4. Nous avons étudié ce probleme dans un cadre un peu plus général
en définissant des fonctions généralisant la borne N(d) de Carlitz et c’est
I’étude de ces dernieres qui est a la base de nos résultats.

Je remercie G. Terjanian qui m’a aidé dans ce travail et le rapporteur
pour ses remarques qui m’ont permis d’améliorer la rédaction de cet article.

2. Les corps finis premiers. Soient d > 2 et r deux entiers tels que
0 < r < d. Dans la suite, on notera Py, (resp. (Qq, pour d pair) 'ensemble
des entiers ¢ > 3, puissances d’'un nombre premier impair tel qu’il existe f
(resp. f dont le coefficient dominant est un carré de Fy) dans F,[X], non
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carré, de degré d, ayant exactement 7 zéros dans [, tel que pour tout élément
x de Fy, f(z) soit un carré de F,. Remarquons que si d est pair, Qq, C Py r.

Notons II I’ensemble des nombres premiers et introduisons la définition
suivante que nous justifierons ci-dessous.

DEFINITION. Soient d > 2 et r deux entiers tels que 0 < r < d. Nous
noterons A, (d) (resp. u,(d) pour d pair) le plus grand nombre premier de
Py, (resp. Qa,r) si Py, NII (resp. Qq,» N II) est non vide, 1 sinon.

Pour d pair, on a l'inégalité évidente pu,-(d) < A.(d). Posons
Ald) = Ar(d
(d) = max Ar(d),
et pour d pair,

u(d) = max p1,(d).

0<r<d
Pour d pair, on a u(d) < A(d).

Dans ce paragraphe, on notera p un nombre premier impair, F, une
cloture algébrique de F,, et pour = dans F,, e(x) Pentier défini par : Si
x =0, e(z) = 0 et si x est non nul, e(z) vaut 1 (resp. —1) si x est (resp.
n’est pas) un carré de Fp,.

Le lemme suivant s’inspire d’un travail de Stark [9] sur les courbes hy-
perelliptiques.

LEMME 1. Soient p un nombre premier impair et f un élément non nul
de F[X] de degré d < p. Posons 6 = [(d+1)/2] et pour k =0,1,—1,

fi= ] X -a).
z€lF,
e(f(x))=k
Il existe un élément R de F,[X| ayant les propriétés suivantes :

(i) R est divisible par fofoT" et de degré < 8(d+p —1).
(ii) Si d est pair et si le coefficient dominant de f est un carré, R est
de degré < §(d+p—2)—1.
(iii) Si f a un zéro simple dans F,, R est non nul.

Démonstration. Posons K = F,((1/X)). Soient f/2 une racine
carré de f dans une cloture algébrique de K et D le prolongement de la
dérivation de K par rapport a X & lextension K (f/2?). Définissons deux
suites d’éléments de F,(X), (F})ien et (7i)ien par

/
Fy=1—f@ V2 F, =DF+ ;fFi,

.

/

2f

5
ro=[f°  riy1=Dr; —
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Posons

= 7!
et pour ¢ > 0 entier,
R, =Tr;.
Avant de montrer le lemme, on va établir quelques formules :
(1) XP—X=f_1fof1.
Pour tout entier 7+ > 1,
2) F; = f72D(f1).

Pour tout entier ¢ > 1, il existe des éléments P; et ); de F,,[X] tels que
P; soit de degré < (d — 1)i et que 'on ait

3) F; = Pi/f%a

(4) ri = Qi/f",

(5) Ro= (1~ f(p‘l)/2)f5+z6:;ij5‘j(X” - X
j=1

Pour tout entier ¢ > 0,

(6) DR, = Risy + %(Xp X1 Fyen.

La formule (1) est évidente, (3) et (4) s’obtiennent par récurrence et (5)
résulte de (3). Pour i > 1 entier, on a

/
F;=DF;_| + ;JCF¢—1 = fY2D(fY?Fi_y),

d’ott
Fy = [7PD(fP ) = [ D7 = (1)) = 172 D(fY?)

et, par récurrence, la formule (2).
Montrons (6). On a

DR, =r;DT'+TDr; =Tr;11 + (DT + i;T) Ti,
!/ s 1 fl )
DT + ﬁT = ZO i (DFJ- + 2fFj) (XP — X)!
Jj= . 1 |
Sl GO

j=1
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§ 1 ‘ 6—1 1 A
=Y SFEa(XP = X) =Y < Fia (X - X))
i=0 7" i=0
1
= (X7 - X)°Fs1,

d’ou (6).

Posons R = R et montrons (i).

Vu (5) et (1), f9 divise R. Soit  un élément de F, tel que e(f(x)) =
On a Fy(z) = 0, donc T'(z) = 0, d’ou pour tout entler i >0, Ri(x) =0. Il
résulte alors de (4) et (6) qu'on a

R(z) = (DR)(z) = ... = (D°R)(z) =0,

donc f2*! divise R et R est divisible par £ 2.

Dans (5), le degré de chacun des termes sous le signe somme est
< §(d+p—1) et comme (1 — fP=N/2)f3 est de degré < %d—k&d et
d/2 <, R est de degré < §(d+p—1).

(ii) Supposons d pair. On a § = d/2. Soit a? le coefficient dominant de f.
Posons m = X! et notons w la valuation m-adique sur K. Pour u, v dans
K et n dans Z, nous noterons u = v (7™) le fait que w(u — v) > n; vu nos
hypotheses, f1/2 appartient & K et on peut supposer que f/2 = aX?® + g
avec w(g) > 1—19.

Lorsque d = 0, on a R = 0; d’ou le résultat. Supposons d > 2. On a

FOf(S = _aXpéffl/Qfé (7T75(d+p72)+1)

et, vu la formule (2),

5
R= <Z ]1'D](f1/2)(Xp - X)] - aXp5> f5f71/2 (7r75(d+p72)+1).
j=1""
D’autre part, pour tout entier j < 6, on a
ad!
DI(f1?) =
(0—)!
Sij<6,onaw(Di(g)>1+7—4,etw(D(g))>6+1. Donc

(Z (5) X3 (X - X)) X) s p-172

=1V
— _aX5f§f—l/2 (7_‘_—5(d+p—2)+1)‘

Par suite, w(R) > —d(d+p —2) + 1, d’ou (ii).

(iii) Supposons que f ait un zéro simple dans Fp. Montrons qu’alors R
est non nul. On raisonnera par I’absurde en supposant R nul. Puisque R est
nul, 7" est nul et vu la formule (6) pour i = 0, F5y; est nul. En appliquant

X7+ DY(g).

R
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§ + 1 fois la dérivation D & f/2, on obtient
5+1

D5+1(f1/2) — fl/QZgjffj’
j=1

ou les g; sont dans IF,,[X] et ou

7 6+16-1
Gor1 = —< - 2) [Tek+1).

k=0
En tenant compte de (2) pour i =40+ 1, on a
6+1

> gl = Fs1 =0,
j=1

d’ou
) f/ 6+10—1
po—g+1 _ L
D0 T = ( 2) [k +1).
j=1 k=0

Comme 26 — 1 < d et d < p, le produit Hi;(l)(%: + 1) est non nul, donc f a

toutes ses racines multiples, ce qui est absurde.

LEMME 2. Soit f un élément de F,[X], non carré, de degré d < p, et tel
que pour tout x de Fp,, f(z) soit un carré de Fy,. Il existe un élément g de
F,[X], non carré, de méme coefficient dominant que f, de degré d' < d, et
tel que d' et d soient de méme parité, g et f aient le méme nombre de zéros
dans B, g ait un zéro simple dans F,, et que pour tout x de F,, g(x) soit un
carré de F,.

Démonstration. Soit f = aP{"* ... P, la décomposition de f en
polynémes irréductibles dans F,[X] avec Pi,..., P, unitaires et distincts
deux a deux. Si tous les n; sont pairs, comme d < p, il existe un élément x
de F, tel que f(x) soit non nul. Par suite, a sera un carré de F), et f un carré
de [F,,[X], ce qui est absurde. Donc on peut supposer n; impair. Posons

g=aP Py ... P".

Soit z un élément de F,,. Si Pj(x) est nul, g(x) est nul et si P;(z) est non
nul, g(x) est un carré de IF,,, donc pour tout élément = de F, g(z) est un
carré de F,. Tout zéro de P; est un zéro simple de g et on vérifie que g
satisfait aussi aux autres propriétés énoncées dans le lemme.

THEOREME 1. Soient d, r deux entiers tels que 0 < r < d, p un nombre
premier impair tel que p > 1+ (d — 1)[(d 4+ 1)/2] et f un élément non nul
de F,[X], de degré d, ayant exactement r zéros dans F),, et tel que pour tout
x de Fp, f(x) soit un carré de Fy,. Il existe alors un élément g de F,[X] tel

que f = g2.
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Démonstration. Raisonnons par I’absurde en supposant qu’il existe
un nombre premier impair p tel que p > 7+ (d —1)[(d + 1)/2] et un élément
f de F,[X], non carré de F,,[X], de degré d, ayant exactement r zéros dans
[F,, et tel que pour tout x de F, f(z) soit un carré de F,,.

Nos hypotheses entrainent d < p. Le polynome obtenu en appliquant le
lemme 2 & f vérifie les mémes hypotheses que f et a un zéro simple dans
[F,,, donc on peut supposer que f a un zéro simple dans [F,,. En vertu du (i)
et (iii) du lemme 1 et, avec les notations de ce lemme, il existe un élément
R de F,[X] non nul, divisible par fJ " et de degré < 8(d + p — 1), ot
d=1[(d+1)/2]; fo et f1 sont de degrés respectifs r et p — r; d’on

or+(0+1)(p—r)<déld+p-1),

donc p <7+ (d—1)[(d+1)/2], ce qui est absurde.

Ce théoréme justifie la définition de A,(d) et de u,(d) et on a :

THEOREME 2. Soient d > 2 et r deux entiers tels que 0 < r < d. Alors

Ar(d) <74 (d—1)[(d+1)/2].
COROLLAIRE. (i) Pour tout entier d impair > 3,
Ao(d) < (d* —3)/2.
(i1) Ao(2) =1, Xo(4) =5 et pour tout entier d pair > 6,
o(d) < (d* —d —4)/2.
(iii) Pour tout entier d > 8 et multiple de 4,
Mo(d) < (d* — d —10)/2.
Démonstration. D’aprés le théoreme précédent, si d > 2,
Xo(d) < (d—1)[(d+1)/2].

Donc si d est > 3 et impair, on a \g(d) < (d? — 1)/2; et comme \g(d) vaut
1 ou un nombre premier impair, \o(d) < (d* — 3)/2, d’ou (i). Si d est > 2
et pair, \o(d) < d(d —1)/2, donc A\g(2) = 1 et, si d > 4, d(d — 1)/2 n’est
pas un nombre premier, donc A\o(d) < d(d —1)/2 — 1, ou encore A\o(d) <
(d+1)(d — 2)/2. En particulier, \o(4) < 5 et sur Fs, le polynéme 3X% + 1
ne prend que des valeurs carrées non nulles et n’est pas un carré, donc
Ao(4) = 5. Sidest > 6 et pair, (d+1)(d—2)/2 n’est pas un nombre premier,

donc \o(d) < (d®> —d—4)/2, d’ou (ii). Par un raisonnement analogue & celui
utilisé pour (ii), on obtient (iii).

THEOREME 3. Soit d un entier > 2.
(i) Si d est impair,
AMd) < (d®+2d—1)/2.
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(i1) AM(2) = X\2(2) =3 et si d > 4 est pair,
Md) < (d*+d—4)/2.
(iii) A(4) = Xs(4) =7 et sid > 8 est multiple de 4,
Ad) < (d* +d —10)/2.
Démonstration. Vu le théoréeme 2, on a
Ad) < d+ (d—1)[(d+1)/2],

d’ou (i). Si d est > 2 et pair, A(d) < d(d+ 1)/2, donc si d > 6, les résultats
du (ii) et (iii) sont les conséquences du fait que A(d) vaut 1 ou un nombre
premier impair. Si d = 2, \(2) < 3 et sur F3, le polynome 2(X? — 1) ne
prend que des valeurs carrées et n’est pas un carré, donc A\(2) = A2(2) = 3.
Sid =4, \(4) <10 et sur F7, le polynome X* + X = X (X3 + 1) ne prend
que des valeurs carrées et n’est pas carré, donc A(4) = A\4(4) = 7; d’ou (ii)
et (iif).

THEOREME 4. Soient d > 0 un entier pair, r un entier tel que 0 < r < d,
p un nombre premier impair tel que p > v+ (d*> —2d —2)/2 et f un élément
non nul de F,[X], de coefficient dominant carré de F,, de degré d, ayant
exactement r zéros dans F,, et tel que pour tout x de Fp,, f(x) soit un carré
de F,, il existe alors un élément g de F,[X] tel que f = g°.

Démonstration. Raisonnons par ’absurde en supposant qu’il existe
un nombre premier impair p tel que p > 7+ (d? — 2d — 2)/2 et un élément f
de F,[X], non carré de F,[X], de coefficient dominant carré de F,, de degré
d pair, ayant exactement r zéros dans F,, et tel que pour tout x de F,,, f(x)
soit un carré de IF),.

Nos hypotheses entrainent d < p. En appliquant le lemme 2, on peut
supposer que f a un zéro simple dans E, et d’apres le lemme 1, et avec les
notations de ce lemme, il existe un polynéme R de F,[X] non nul, divisible
par fo f“ et de degré < §(d+p—2)—1,0ud = d/2; fo et fi sont de
degrés respectifs r et p —r; d’out

or+ (0 +)(p—7r)<d(d+p—2)—1,
donc p < r + (d? — 2d — 2)/2, ce qui est absurde.
On a les conséquences immédiates suivantes de ce théoreme :

THEOREME 5. (i) Pour tout r, p,.(2) = 1.
(ii) Pour tout entier pair d > 4 et tout entier r tels que 0 < r < d,

pr(d) <7+ (d* —2d —2)/2.
(iii) Pour tout entier pair d > 2,
uld) < (& - 2)/2.
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Avant de donner quelques valeurs numériques, citons les résultats sui-
vants qui les justifieront : Les polynomes f; = 2(X? —1) sur F3, fo = X3 +1
et f3 = X'+ X sur Fr, f1 = 3(X + 1)(X +3)(X +6)(X —6)(X —8) et
fi=XX+1)(X+2)(X+3)(X —3)(X + 6) sur Fi7 ne prennent que des
valeurs carrées et ne sont pas des carrés. Pour le calcul de A(6), le théoréme
3 donne A(6) < 19 et un calcul sur machine a montré que A(6) < 19.

d ANd) (P®+d=—4)/2 pd) (d*-2)/2 d Ad) (d®+2d—1)/2
2 3 1 1 1 3 7 7
47 8 7 7 5 17 17

6 17 19 17 17

Le théoreéme suivant montre que les fonctions pg, Ag, €t A ne peuvent
étre majorées par une fonction linéaire.

THEOREME 6. Si u est I'une des fonctions jg, Ao, i, A, 01 a

u(d)

lim sup 4 = 00

Démonstration. Il suffit de montrer le théoreme pour u = pg. Soit
n un entier > 1. D’apres le théoreme de Dirichlet, il existe une suite infinie
d’entiers pairs strictement croissante (dg)ren telle que pour tout k > 0,
pr = ndp + 1 soit un nombre premier. Pour £ > 0, soient aq,...,a, les
puissances di-ieémes des éléments non nuls de F,, . Considérons le systéme
d’équations suivant :

2 2 2
yi=x+ai, ..., Yy, = +a, et Yy, ==

Vu le théoreme 5A de la page 52 de [8], il existe un entier kg et un réel ¢ > 0
tels que si k > ko et si N est le nombre de solutions (z,y1,...,ynt+1) de ce
systeme dans F'2, on a

IN — pi| < e\/Dk-
Le nombre de solutions (x,y1,...,yn+1) telles que z ou 'un des y; soit
nul est au plus égal a (n + 1)2™. Donc pour k assez grand, le systéme en
question a une solution (a,b1,...,b,+1) telle que a,by,...,b,41 sont tous

des éléments non nuls de F,, ; pour un tel entier k, notons d I'entier dj, p
le nombre premier nd + 1 et considérons I'élément f = X<¢ + a de F,[X].
On a f(0) = a = b2, et, si x est un élément non nul de F, et si ¢ est tel
que ¢ = a;, f(z) = a; +a = b2. Donc f ne prend que des valeurs carrées
non nulles de F,; de plus f est unitaire, sans racines dans F,, et n’est pas un

carré de F,[X], donc po(d) > nd + 1, d’ott le théoreme.

3. Le cas général. Introduisons la définition suivante que nous justi-
fierons ci-dessous.
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DEFINITION. Soient d > 2 et r deux entiers tels que 0 < r < d. Nous
noterons A, (d) (resp. M, (d) pour d pair) le plus grand élément de P, (resp.
Qa.r) si Py, (resp. Qq,) est non vide, 1 sinon.

On a les inégalités évidentes : A.(d) < A,(d), et pour d pair, p.(d) <
M, (d) et M,.(d) < A,.(d). Posons

A(d) = [nax, A (d),

et pour d pair,

M(d) = Jnax, M,.(d).

On a A(d) < A(d), et pour d pair, pu(d) < M(d) et M(d) < A(d).
THEOREME 7. Soient d > 2 et r deux entiers tels que 0 < r < d.

(i) Si d est impair,

wi< (50 (5 )

(ii) Si d est pair,

A (d) < <d;2+\/<d;2>2+r+1)2.

(iii) Pour tout r, M,(2) =1 et si d > 4 est pair,

s (5 (452) )

Démonstration. Soient ¢ > 3 une puissance d’un nombre premier
impair et f un élément de F,[X], non carré, de degré d > 2, ayant exacte-
ment r zéros dans F, et tel que pour tout x de Fy, f(x) soit un carré de F,.

Soit ¢ le polyndéme unitaire de F,[X] de degré maximal tel que f = g2h,
ou h est un élément de F,[X]. Notons ng le nombre de zéros de h dans F, et
ny (resp. n_1) le nombre d’éléments x de F, tel que h(z) soit un carré non
nul (resp. ne soit pas un carré) de F,. On a ng + nq +n_1 = ¢. Soit N le
nombre d’éléments (z,y) de F, x F, tel que y*> = h(z). On a N = 2n; + no.
Notons C' un modele lisse sur F, de la fermeture dans P? de la courbe affine
y*> = h(x), N(C) le nombre de ses points F,-rationnels et s le nombre de ses
points a l'infini définis sur [F,. Vu les résultats ci-dessus,

N({C)=N+s=2q+s—ng—2n_;.
En appliquant le théoreme de Weil [10] & la courbe C, on a
N(C) = (g+1) < 20013,
ou go = [(d°(h) —1)/2] est le genre de C.
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D’autre part, si « est un élément de F, tel que h(x) n’est pas un carré
de Fy, g(x) = 0, donc d°(g) > n_;. On a gc = [(d — 1)/2] — d°(g), donc
gc <[(d—-1)/2] —n_1, d’on

q+s—mno—14+2(/q—1n_1 <2[(d—-1)/2]\/q,

et comme ng < 7,onaq+s—r—1<2[(d-1)/2],/q, ce qui entraine
[(d—1)/22+r+1—s>0cet

o= ([152]+y[452] +ren-s)

Si d est impair, s vaut 1, d’ou (i). Si d est pair et si le coefficient dominant
de f est (resp. n’est pas) un carré, s vaut 2 (resp. 0); d’ou (ii) et (iii).

THEOREME 8. Soit d un entier > 2.

(i) Ag(3) =3 et si d>5 est impair, Ag(d) < d* —2d — 2.
(i) Ag(2) =1, Ag(4) =5 et si d > 6 est pair, Ag(d) < d* —4d + 1.
(iii) Mo(2) =1 et si d > 4 est pair, Mo(d) < d*> — 4d + 1.

Démonstration. (i) Vu le théoreme 7 et la parité de Ay(d), on a
Ag(d) < d(d — 2). Par suite, Ag(3) < 3, et sur Fs, le polynéme X3 — X + 1
ne prend que des valeurs carrées non nulles, donc Ag(3) = 3. Sid > 5 est
impair, d(d — 2) ne peut étre une puissance d’'un nombre premier impair,
donc Ag(d) < d? —2d —1, et vu la parité de Ag(d), on a Ag(d) < d? —2d —2.

(ii) Pour d > 2 et pair et, vu le théoréeme 7, on a

1 d—2
Ag(d) < 5al2—2d+3+T\/d2 —4d + 8,

ce qui entraine Ag(d) < d* — 4d + 6, et comme Ag(d) est impair, Ag(d) <
d? —4d+5. Par suite, Ay(2) = 1. On a Ay(4) < 5, et comme on a vu ci-dessus
que \o(4) =5, il vient Ag(4) = 5.

Supposons qu'il existe d > 6 et pair tel que Ag(d) = d? — 4d + 5; dans
ce cas Ao(d) ne peut étre un nombre premier car on aurait Ag(d) = Ao(d);
d’ot, vu le corollaire du théoréme 2, d? —4d +5 < (d?> — d — 4)/2, ce qui
est impossible. Donc il existe un entier n > 1 et un nombre premier p > 3
tels que p" = d? — 4d + 5, ou encore p" = (d — 2)% + 1, ce qui est impossible
vu le théoréme de Lebesgue relatif & I’équation diophantienne z™ = y? + 1;
voir par exemple [7], théoreme 3.1, p. 109.

Donc Ag(d) < (d—2)2, et vu la parité de Ag(d), on a Ag(d) < (d—2)*—1.
Si d > 6 est pair, (d—2)%—1 ne peut étre une puissance d’un nombre premier
impair, donc Ag(d) < (d —2)? — 2, d’ont Ag(d) < (d — 2)? — 3.

(iii) résulte du (iii) du théoreme 7 si d = 4 et du (ii) pour les autres
valeurs de d, vu que pour d pair My(d) < Ag(d).
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THEOREME 9. Soit d un entier > 2.

(i) Si d est impair, A(d) < d?.
(i) A(2) = A3(2) =3 et si d > 4 est pair, A(d) < (d —1)2.
(iii) Si d est pair, M(d) < (d — 1)2.

Démonstration. (i) résulte du (i) du théoreme 7.
(ii) Pour d > 2 et pair et, vu le (ii) du théoréme 7, on a

1 d
A(d) < §d2 d+3+ T\/CP

ce qui entraine A(d) < d? —2d+ 4, et en tenant compte de la parité de A(d),
on a A(d) < d? —2d + 3. D’ou A(2) < 3, et comme on a vu ci-dessus que
A(2) = 3, il en résulte que A(2) = 3.

Supposons qu’il existe d > 4 et pair tel que A(d) = d?>—2d+3; dans ce cas
A(d) ne peut étre un nombre premier car on aurait A(d) = A(d); d’ou, vu le
théoreme 3, d?—2d+3 < (d>+d—4)/2, ce qui est impossible. Donc il existe un
entier n > 1 et un nombre premier p > 3 tels que p™ = d? —2d + 3, ou encore
p" = (d —1)? +2; or d’apres [5] et [6], la seule solution en entiers (n,x,y)
telle que n > 1 et y > 0 de 'équation 2™ = 3% + 2 est (n,z,y) = (3,3,5),
d’'oitn = 3, p = 3 et d = 6. Donc il existe un élément f de Fa7[X], non
carré, de degré 6 et qui ne prend que des valeurs carrées dans Fa7. Soit rg
le nombre de zéros de f dans Fa7. En vertu du (ii) du théoréme 7, si r est
un entier tel que 0 < r < 5, on a A,(6) < 27, donc 9 = 6; un calcul sur
machine a montré qu’il n’existe pas de polynome sur Fo; de degré 6, ayant
6 zéros dans Fo7 et qui ne prend que des valeurs carrées dans Fo7, d’oli une
contradiction.

Donc finalement si d > 4 est pair, A(d) <
compte de la parité de A(d), on a A(d) < (d —1)=.

(iii) Le (iii) du théoreme 7 entraine M (2) = 1, et pour d > 4 et pair, on
a M(d) < A(d), donc M(d) < (d —1)2.

Le théoreme suivant montre que les majorations obtenues dans le théo-
reme 9 ne peuvent en général étre améliorées.

d?> — 2d + 2, et en tenant
2

THEOREME 10. Soit ¢ > 3 une puissance d’un nombre premier impair.

(i) Aq) = Aqg(q) = ¢*.
(i) Alg+1) = Agsr(g +1) = ¢*.
(iii) M(q+1) = Mgs1(q+1) = ¢
(iv) Sig=1 (mod 3), on a My(2q — 2) > ¢* et Ao(2q —2) > ¢

Démonstration. (i) Considérons le polynome f = X? 4+ X sur Fp
et soit x un élément de Fp2. On a f(x)? = f(x), donc f(x) est un carré
de F2; de plus, on remarque que f a ¢ racines distinctes dans F 2, donc

Aq) > Ag(q) > q?, et vu le théoreme 9, A(q) = Aq(q) = q>.
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(ii) et (iii). Considérons I'élément f = X! — 1 de F2[X] et soit z
un élément de Fp2. On a f(2)? = f(x), donc f(x) est un carré de F.
Le polynéme f est unitaire et a exactement g + 1 racines dans Fg2, donc
Ag+1) > Agp(g+1) > ¢* et M(g+1) > Mgyi(g+1) > ¢% et vule
théoreme 9, A(q+1) = Ags1(g+1) =q¢*> et M(q+1) = My1(q+1) = ¢*.

(iv) Supposons ¢ = 1 (mod 3) et considérons I'élément f = X292 —
X771 +1 de Fp2[X]. Soit z une racine non nulle de f’ dans une cloture
algébrique de Fy2. On a 2971 = 1/2, donc f(z) = 3/4. Donc f n’a que
des racines simples et par suite, il n’est pas un carré. Montrons que f ne
prend que des valeurs carrées dans F 2. Soit z un élément de Fp=. On a
(22 f(x))? = 22 f(x), donc 22 f(z) est un carré de F2 et f(z) est un carré
de IF,2. Montrons enfin que f n’a pas de racine dans F 2. Supposons qu’il
existe un élément = de F,2 tel que f(z) = 0 et posons o = 2?7 '. On
a a?t! = 1. D’autre part, > —a +1 = 0, d'ott o® = —1, donc «a est
d’ordre 6 dans le groupe multiplicatif des éléments non nuls de F 2, ce qui est
absurde. Donc My(2g — 2) > ¢* et Ao(2g — 2) > ¢*.
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