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Sur la densité de certains ensembles de multiples, 1

par

A. Raous (Marrakech)

1. Introduction. La motivation du présent travail est la résolution
d’une conjecture d’Erdds sur les ensembles de multiples (I’ensemble des mul-
tiples B(.,A) d’une suite A est par définition B(A) := AN).

On considere, pour n entier positif, 'ensemble des multiples B(n) de la
suite

D(n) := | J]d,2d] N N.
d|n
Erdé6s a conjecturé que

(1.1) dB(n) =1+o0(1) p.p.

L’argument heuristique suivant constitue la motivation initiale d’Erdos con-
cernant (1.1). Lorsque n et m sont premiers entre eux (hypothese faite
seulement pour simplifier cette argumentation) on sait que le nombre des
paires {d,t} telles que d|n, t|m et t < 2n peut étre minoré par

Un,m = Qw(n)Qw(m,n)’ ou w(ma n) = Z L

plm
p<n

Le théoreme de Hardy et Ramanujan (1917) énonce que pour presque tout
entier n on a
w(n) ~ log, n,
et 'on peut montrer similairement que, pour n fixé,
jw(m,n) —logyn| < (logy n)*/?

pour tous les entiers m sauf ceux d’une suite de densité tendant vers 0
lorsque n — oo. Donc, pour tout entier n d’une suite convenable de densité
unité, on a

Un,m = (log p)legdtoll) o
En supposant une répartition uniforme des quantités [log(t/d)| ou t|m,t <

2n et d |n, on s’attend donc & ce que U'intervalle [0, (logn)~*] contienne une

[121]
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quote-part de
(logn)°8 4+ (log n) = (log 2n)
valeurs distinctes |log(¢/d)|. La relation (1.1) signifie simplement que cette
quote-part est supérieure ou égale a 2 lorsque A = 0.
En fait, cet argument conduit a une version quantitative de la conjecture
initiale, que I’on peut énoncer sous I'une des formes suivantes. Soit By (n)
I’ensemble des multiples de la suite

Di(n) := | J]d, (1 + (logn)~*)d] NN.
dn
(i) Pour A <logd —1, on a
(1.2) dBx(n) =1+o0(1) p.p.

(ii) Pour chaque 0 < X\ < log4 — 1, il existe une suite A de densité 1
telle que l'on ait, pour tout n de A et presque tout m,
(1.3)  [{(d,) = d|n, t|m, p(dt)* =1, [log(d/t)| < (logn)*}|
— (log n)log4—1—)\+£(n)
ot e(n) — 0 quand n — oo.

Remarque. Soit A une suite finie d’entiers. Posons

7(m, A) = Z 1, I(A):= Z 1/a.

tlm acA
teA
On a
. 1
Xlgnoo 5% ;(T(m,fl) =1(A).

Au vu de cette relation, on pourrait étre tenté de croire que la densité
dB(A) est fortement liée a la valeur [(A). Il n’en est rien, en réalité, et
la considération des ensembles D)y (n) fournit & cet égard une intéressante
classe de contre-exemples. On a

U(Da(n)) = (logn)*Hlee2+o) pp,
et
dBx(n)=1+0(1) pp. (0<A<logd—1).
Cependant, si nous posons pour 0 < A < log 2,
AL (n) =12, exp{(log n) HE2) NN,

AP (n) := Inexp{—(logn) &%} n] NN,
on a

(1.4) (AP (n)) = (logn)AHles2H) (= 1,2,n — o0),
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alors que le théoreme 21 de [HT88] (voir aussi [T84]) implique

(1.5) dB(.AE\I)(n)) =14 O((logn))‘_logz),
(1.6) dB(A(AZ) (n)) = (log n) 01 +A—logD)+o(1),

Il faut encore souligner que la similarité de comportement de dBy(n) et
dB(Ag\l)(n)) pour 0 < A < log4 — 1 ne provient pas de la présence de “pe-
tits” entiers dans Dy (n). En fait, la méthode conduisant a (1.2) montrerait
également que 'on a, pour tout € > 0,

(1.7) dB( U ]d,2d]ﬂN):1+o(l) p.p.
d|n

d>exp(logn)'~¢

La comparaison de (1.6) et (1.7) fournit donc un exemple de deux suites
finies, de mesures logarithmiques voisines, et dont les éléments ont des log-
arithmes “proches” (c’est-a-dire de la forme (logn)'+t°(1)) mais dont les en-
sembles de multiples ont des densités aussi éloignées que possible asympto-
tiquement.

Nous renvoyons le lecteur a [R92] pour le contexte dans lequel notre
recherche s’insere et pour d’autres détails.

2. Résultats obtenus. Dans ce travail, nous établissons le point (i)
de (1.2) sous une forme plus précise et, en fait, on pourrait montrer le point
(ii) par la méme méthode.

Pour n entier strictement positif et A réel positif ou nul, considérons
lensemble des multiples By (n) de la suite

Da(n) := [ J1d, (1 + (logn)*)d] NN,
dfn
et notons Q(«a) := aloga — a+ 1 (a > 0). On a le résultat suivant.
THEOREME 1. Pour 0 < A < \*:=log4 —1, on a
(2.1) 1—e oVlomn < dB,(n) <1 — (logn)~ Q@+ 54

avec B = ((14+X)/log2) — 1 et ou cy est une constante positive, dépendant
uniquement de .

Le théoreme 1 sera en fait obtenu en établissant les deux propositions
suivantes, qui donnent respectivement la minoration et la majoration de

dBy(n). On pose

Bl (n) := B( UJd. (1 + (logd))d] n N),

d|n
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Vinmy) = Y aldn)?
d|n,tlm
0<log(t/d)<y

PROPOSITION 1. Pour tout 0 < \ < log4—1, il eziste cx > 0 et xo(N\) > 1
tel que lon ait, pour X > x > xo(N),

(2.2) [{(n,m) € [1,2] x [1,X] : V(n,m, (logn)™*) = 0}| < r Xe—exV/logaor
PROPOSITION 2. Pour 0 < A <log4—1, on a

(2.3) dB,(n) < 1— (logn)~Q®+e® 5,

avec = ((1+N)/log2) — 1.

Remarque. Une conséquence géométrique simple de (2.2) est la propo-
sition suivante.
Donnons nous au hasard un rectangle de longueur m et de largeur n :

Alors, quitte a retrancher une bande, “relativement petite”, de I'une des
ses extrémités, la figure admet avec probabilité 1 un quadrillage régulier en
carrés d’aréte entiere > 2 :

avec
AS 1—log4d+e
(2.4) 0< ~ < (logn) (e>0) pp.

L’auteur tient a remercier le Professeur G. Tenenbaum qui, par ses con-
seils et ses critiques, a montré le chemin.

3. Notations et définitions
Les lettres n, m,u,v,1,j, k,l,s et v désignent des entiers positifs.
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x, X, y,z,a,0,0,\,0,n et € désignent des réels positifs, ¢, cg, c1,... sont
des constantes absolues positives.

P, q désignent exclusivement des nombres premiers.

p? || n signifie que j est la valuation p-adique de n et j # 0.

Une somme (resp. produit) portant sur I’ensemble vide est nulle (resp.
vaut 1).

w(n) est le nombre des facteurs premiers de n.

2(n) est le nombre des facteurs premiers de n comptés avec leurs ordres
de multiplicité.

©(n) est le nombre des entiers m < n qui sont premiers avec n.

0 sinon.
Le plus grand (resp. plus petit) facteur premier de n est noté PT(n)
(resp. P~ (n)); par convention : P*(1) =1,P~ (1) = occ.
U(z,y) désigne le nombre des entiers n < z tels que P (n) < y.
&(z, z) désigne le nombre des entiers n < z tels que P~ (n) > z.
O(z,y, z) désigne le nombre des entiers n < z tels que [ |

pu(n) = { (—=1)*() i n est sans facteur carré,

. J
p?||n,p<y P >z

Si f et g sont deux fonctions arithmétiques réels (c’est-a-dire définies de
N dans R), alors

Frgm) =3 f(d)g(n/d).

d|n

Nous introduisons les notations et les définitions suivantes :

= [ » mn)= ][] »

pln . plm.pfn
p<expe

iy 2)i= 3 1, wlnz) = w(nl,),
p’lIn
y<p<z

N(nyy,z) = Z Jj, 2(n,z):=02(n;1,z),

p'lin
y<p<z

7 (n,0) := > p(d)*d”,
d|n
_ 17 0))? —
R(n,0) = Qe Fan () AVec wp(n) :=w(n,exp1/6),
p(n, k,y) := min{p : p|n et p > exp(ye*)}
avec la convention min () = oo,

V(u,v,2,m) = [{(d,t) : d|u, t|v, p(dt)* =1, 0 < z—log(d/t) <n},
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V(u,v,n):=V(u,v,0,n) = Z p(dt)?,
d|u,t|v
0<log(t/d)<n
L(u,v,m) = U log(d/t) + 10, n].
d|u,t|v
pu(dt)*=1

Pour toute partie A de N, on note : A le complémentaire de A dans N
et 14 la fonction indicatrice de A.

Toute dépendance en fonction d’un parametre A de R™ des constantes
impliquées par les symboles < de Vinogradov et O de Landau sera men-
tionnée par < 4 ou Oy4.

[x] désigne la partie entiere de x.

log;, est la k-ieme itérée de la fonction logarithme, définie par

log, z:=logx et log,, ,x:=loglog,x (k2>1).
4. Lemmes généraux concernant la répartition des nombres
premiers et fonctions arithmétiques
LEMME 4.1. Pour0<e<let2<y<z, ona

TRV

1—e¢
y<p<z p

elogz

1 rT—1 Ve

< log ( ng) + f c dz + O(2°log z - e~ V18Y),
log y 5 T

Démonstration. D’apres une forme forte du théoreme des nombres
premiers, nous avons

(4.2) 3 plls L e dO(re V5
Y Y

rl—<logx

y<p<z

L’inégalité (4.1) découle immédiatement de (4.2), en utilisant le changement
de variable : 2’ = elogz dans la premiére intégrale et en intégrant par

parties la deuxieme. m

On applique aussi le théoreme des nombres premiers pour obtenir
I’évaluation donnée par le lemme suivant.

LEMME 4.2 (voir [T90], p. 381). Soit f une fonction 2w-périodique, a
variation bornée sur [0,27] et de valeur moyenne

B 1 27
f::27r6ff(x)d:c.
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Alors, pour tout triplet (0,w,z) de réels tels que 0 20 et 1 <w < z on a

(43) > f(flogp)/p

w<p<lz

= frog (22 ) of (Gl ) + e+ lopvipye Ve

ot l'on a posé
27
M(f) i=sup|f(x)| et V(f):= [ |df(x)
r 0

Le lemme suivant, di a Halberstam et Richert [HR79] et généralisant un
résultat de Hall, nous sera tres utile.

LEMME 4.3 (voir [T90]). Soit f une fonction multiplicative, positive et a
laquelle on peut associer un couple (A1, \2) de RT x [0,2[ tel que pour tout
nombre premier p et pour tout entier j > 0 on ait

') < M
Alors, pour tout réel x > 2,

(44) Y f(n)

n<x
<67(1+9A + Ada(2— ) )z [JA - F@)p™
p<x 320
Nous omettons la démonstration du lemme suivant, qui est banale.

LEMME 4.4. Soit f une fonction arithmétique, multiplicative, telle que
f*xwu>0. Pourx>1, ona

(4.5) dfmy<a[Ja-pH DY fep
n<z p<z 0<v<logz/logp
LEMME 4.5. Soienty > 1,2 >1. On a
(4.6) np(n) ™ <y
pour tous les entiers n < x sauf au plus < xexp(—e“Y).

Démonstration. On applique le lemme précédent a la fonction f,(n)
= (np(n)~1)?, a étant un parametre positif que l'on choisit de maniere &
minimiser le second membre de I'inégalité

{n:in<znpm) ™ >y} <y > faln)

Les estimations données par les deux lemmes suivants sont des résultats
classiques de la théorie du crible.
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LEMME 4.6 (voir [HTS88], p. 11). Pour x > 2z >4, on a

x
4.7 ] = .
(4.7 (02) = e
LEMME 4.7 (voir [T90], p. 437). Pour x>z >y > 2, on a
I
(4.8) O(x,y,z) K rexp ( - 2;)0ggzy>'

5. Lemmes concernant la répartition des facteurs premiers ou
des diviseurs. On pose

w(ng(u)) = Z 1, Qa):=aloga—a+1 (a>0).

pln,pfu
p<expe”

LEMME 5.1. Soient a,,u, k et x tels queu > 1, 0 <a<1l<d§d<2et
1<Ek<logyz. On a
(5.1) ak <w(ng(u)) < ok
pour tous les entiers n < x sauf au plus

< CL‘(U@(U)—IB—Q(&)I{ + e—Q(é)k)'

Démonstration. Le nombre des entiers n < z ne vérifiant pas (5.1)
ne dépasse pas la quantité

Z aw(nk(u))—ak + 5w(nk)—5k.
n<x

Par application du lemme 4.4 on déduit aisément le resultat souhaité. m

Le lemme suivant s’inspire du lemme 51.2 de [HT88] et se démontre de
la méme maniere.

LEMME 5.2. Soitent 1 < T < k <logyz,u > 1 e 0 < a < 1. La
minoration

652) iy, SO )

est satisfaite pour tous les entiers n < x sauf au plus
< zup(u)"tQ(a) " te TR,

LEMME 5.3. Soient ¢ une constante suffisamment grande, 0 < o < 1,
z > zo(a) et T = [e(1 —a) 2log(2/(1 — «))] + 1. Pour tout entier h,
T, < h <log, x, et tout ensemble d’entiers IC C [h,log, x| tel que

(i) K] > ¢,

(i) ming e pen |K — k| > h,
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on a

(5.3) (ke k: min wng(u)/ni—o(w)/s > a}] > K]

@

pour tous les entiers n < x sauf au plus xup(u) e,
Démonstration. Posons T := T,. Notons o1(n) le membre de
gauche de l'inégalité (5.3) et,
o1(n) == K| — o1(n).
Il est clair que 'on a pour tout entier [ > 1

{nin<azgin) > <> Y [ D avtmt)-wlu)as,

n<zx HCK keHT<s<h
HI=

Intervertissant les signes sommes et produit on a

(54) |{n:n<=z,51(n) >1}|

<> 3 ST e —stnes, (0)-as

|7711$’Cl (s1)ken C{T,....,h} n<z keH

avec (Sg)ker = (Skyy---ySk,) st H:={k1 < ... <k}
Fixons momentanément H C K, |H| = I et (sp)ren C {T,...,h}.

Puisque les intervalles |k — h, k| (k € H) sont deux a deux disjoints, on
obtient, en appliquant le lemme 4.3,

Z H @) —w(ne—s, (u) & 4 exp ( Z Sk + SIQ)
n<z keH keH

ou l'on a posé

Sk = Z (a—1)/p,
k—sk<fog2p <k

Sy = Z (1-—a)/p (k€eH).

plu
k—si<logyp <k

Il est clair que Y, oy Sp < log(up(u)™') et que exp Sy < exp((ov — 1)sy)
pour tout k € H. L’'inégalité (5.4) entraine, par conséquent,

(5.5)  |{n:n<z,71(n) >1}

< chrup(u) ™! Z Z H e~ Qa)sk

m?’(’i (Sk)kG'HC{Tzvh}l keH

< aup(u) 2RI TR (1 — ¢~ Q)1 =L,
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Cela achéve la démonstration puisque pour T' = ¢(1—a) 2 1log(2/(1—a)) avec
¢ convenable, on a en particulier e7Q(®) (1 —e=Q(®)) > ¢,e20, de sorte que le
dernier membre de (5.5) est majoré par zup(u)~te”*l pour I > [|K|/10].

LEMME 5.4. Il existe une constante absolue xo telle que pour T > xq
et tout ensemble d’entiers K C [3logs x,log, x| satisfaisant a |[K| > zo et
Ininhk/elc’k#k/ |k — k/| > log |IC|, on ait

(5.6) |{k € K : logny, < 50e*}| > 21K|
pour tout les entiers n < x sauf au plus ze= %l

Démonstration. Soit [ = |[K|. Notons k1 < ... < k; les éléments de
K. Pour i € {1,...,1}, posons

yi =M, 1 =1/20],
oa(n) == [{k € K : logns, < 50e*}],
To(n) :=1—oa(n) = |{k € K : logng > 50e"}|.

Si lentier k = k; avec i > 2 de K est compté dans 72(n), on a soit

(a) logny, , > 4leMi—

soit

(b) logng, , <4le¥-t et logng, > 50e*,

de sorte que 'on peut écrire

(5.7) Fa(n) <75 (n) +75 ) (n) + 1

ol E(Qa) (n) (resp. Egb) (n)) désigne le nombre des indices i de {2,...,1} tels

que (a) (resp. (b)) soit réalisé.
Par le lemme 4.7, on a

1 a 1 -
(5.8) Z 1< 7 Zﬁg )(n) < 7 Z O(x,exp e’ exp(4le?)) < ze™!L

n<zx n<x ke
7 (n)>1'

Par ailleurs, si I'indice 7 est compté dans Egb) (n), alors
log(ng, /nk,_,) > 46e*
car k; — k;_1 > logl. Il suit

Z 1< Z Z 674&/ H(nki/nki—l)l/yi'

n<z n<z IC{2,...,l} el
7 ()=l 1|=1'
Fixons I C {2,...,1} avec |I| =, et notons

f(n) = H(nki/nkifl)l/yi'

i€l
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Soit p un nombre premier. S’il existe i € I tel que expeFi-1 < p < expeFi,
alors f(p¥) = f(p) = p'/¥ < 3; sinon f(p*) = f(p) = 1. Comme en plus la
fonction f est multiplicative, alors, par le lemme 4.4, on a

St X ()

n<z iel i—1<logyp<k;

Par application du lemme 4.1, on a ainsi

Z f(n) < zetl,

n<x
Par conséquent,
(5.9) Z 1< a2le 0 < get-1,
n<x
Eéb)(n)zl’

En réunissant (5.7), (5.8) et (5.9) on obtient le lemme 5.4. m
Avant d’énoncer le lemme qui suit, rappelons la définition suivante :

p(n,k,y) ;== min{p: p|n et p > exp(ye®)}.

LEMME 5.5. Soient x, y et h tels que h>xz¢ (xo étant une constante ab-
solue, suffisamment grande) et 1<y<e~2°""logx. Soit K une suite d’entiers
de [h,logy x — log(e*%y)] satisfaisant a |K| > zo et ming rexc pspr [k — K|
>20. On a

(5.10) [{k € KC: p(n, k,y) < exp(ye™2°)}| > (K]
pour tous les entiers n < x sauf au plus ze~ 1Kl
Démonstration. Posons
L= [IK|/10],
a3(n) := [{k € K : p(n, k,y) < exp(ye* )},
a3(n) = K| = a3(n),
et pour chaque k € KC,

Cr 1= Jexp(ye"), exp(ye" ).

Soit xx la fonction multiplicative définie par

{1 sip & Ck,

xk(p”) = 0
Sinon.

Il est clair que

{n<a:asm) > <> > ] xln)

n<z HCK keH
|H|=l
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D’apres le lemme 4.3, pour chaque H C K on a

Z H Xk(n) € xexp Z Z —1/p

n<aw keH kEH peCi
car C, NCj, = 0 si (k, k') € K? et k # k’. On obtient donc, pour h assez
grand,
Hn < x:73(n) > 1} < 22Fle™19 < ge= 1Kl o
Dans cette derniere partie du présent paragraphe, nous allons établir des
lemmes essentiellement utiles dans la preuve de la proposition 2.

Le résultat combinatoire suivant est un outil important dans I’étude des
suites d’entiers m ayant une quantité fixe de facteurs premiers.

LEMME 5.6 (voir [HR66], p. 147). Soient n > 1 et (x1,...,2,) € R
Posant, pour chaque entier k de {1,...,n},

Sk 1= Z Hfﬂi,

IC{1,...,n} i€l
[I|=k

on a

kY Xii @i | St

Nous désirons maintenant réserver certaines notations. Soient n > 4,
(B €]0,1] et U une fonction croissant vers l'infini avec

U(n) = exp(logn)*™ o e(n) — 0.
Désignons par M(n, 3,U) la suite formée par les entiers m tels que
(i) P~ (m) > U(n),
(i) 2(m,n) < Blogyn.
LEMME 5.7. Il existe un entier N(f3) tel que pour tout n > N(3),
(5.12)  dM(n,B,U) > 3712 (logn) = 2P (logn)?°8(1=4) (log, n) ~1/2.

Démonstration. On voit que tout élément m de M(n, 5, U)\{1}
peut s’écrire sous la forme m = st tels que

e tous les facteurs premiers de s sont dans U'intervalle |U(n),n| et, en
comptant leur ordre de multiplicité, leur nombre ne dépasse pas (log, n,
e ¢ n’a pas de facteur premier inférieur a n.

D’ou il ressort que pour X > 1,
M, B,0)0[0,X][ > Y D s YL

1<k<pBlogsn s t<X/s
P~ (t)>n
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Choisissant 'entier N () aussi grand qu’on veut, considérons n > N(f)
et X > n™. La derniere somme portant sur ¢ est, d’apres le lemme 4.7,
minorée (& une constante multiplicative pres) par X/(slogn). Par suite, le
lemme 5.6 entraine

1 1 logn 1 K
s> S (Y o1
( ) logn 1<k<zﬂ:10g2n k! log U(n) log U(n)

ce qui fournit en particulier

1 1 logn 1 [Blog,n]
d S I 1 (- L - .
M08 > o e % (gtrtr) * Ot |
Utilisant la formule de Stirling, on a donc pour n > N (),

dM(n, 3,U)

Blog,n
1 2
-1/2(] -Q(8) (] -1/2) 1 _ 9]
>>/6 (Ogn) (Oan) { €+ log2nlogU(n)

et le lemme en découle d’une facon claire. m

LEMME 5.8. Uniformément pour s > 0, 0 < &1 < 1/2,0< 3 <1 et
X>n>4,o0na

logt
5.13 [0 t) — flog ——— » <
(5.13) U(gii{gn{ (m,t) — Blog logU(n)} <s

pour tous les entiers m de M(n,3,U) N[0, X] sauf au plus

KX ey (logn) ™ (log U(m)) (1 + ){1;%

Démonstration. Soient 1 < z<3/2et 0 < a < 1. Posons

}5(61—10g(1+81))

M= M(n,B,U), K := [log (blgo%ﬂ 11,
ty = exp(e®logU(n)) (0 <k < K),
E = Z {1: 01<I}ea<K(Q(m’tk) — Bk —1)) > s}.

meM -
m<X

Nous avons

E<z Y B §T o0

0<k<K meM
m<X
<Z—sa—ﬁlog2n E : Z—ﬁ(k—l E : ZQ(m,tk)aQ(m,n)‘
0<k<K m<X

P~ (m)>U(n)
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Cette derniere somme intérieure est, d’apres le lemme 4.3,
< X logte \** '/ logn \*!
logU(n) \logU(n) log ty, '

E<<X(logn)o‘_l_ﬁloga(logU(n))_o‘z_s Z ehL(e.f,2)
0<k<K

Donc

ou l'on a posé L(a, 3, z) := az — a — flog z.
Le choix @ = 3 et z = 1 4 1 implique alors

L(a, B,2) = (e1 — log(1 +¢1))8
et

Z HFLU@B2) o g1 logn
logU(n)
0<k<K

Soit maintenant ¢ € |U(n),n]. Il existe k (0 < k < K) tel que t, <t < tg41.
Donc, si m n’est pas compté dans E alors

) (e1—log(1+1))8

logt
2(m,t) < 2(m,tg1) < Bk +s < Blog <10g05(n)> +s. =

Notons M* = M*(n, 3,U) la suite formée par les entiers m satisfaisant
aux conditions suivantes

(M1) P~ (m) > U(n),
(M3) e 2(m,t)/logy t < 3.

Par le lemme 5.8, nous obtenons le corollaire suivant.
COROLLAIRE 5.1. On a
(5.14) dM* >dM(3n,5,U(n))
— 537" e *(log )~ (log U (n)) =" (log n) P20+,
Posons
Va(n,m) = [{(d,t) : d|n, t|m, u(dt)> =1, 0 < (logd)*log (t/d) < 1}|.
LEMME 5.9. Uniformément pour A > 0, 0 < g1 < 1/2, 0 < g < 1,
n>N(B) et X >n, ona

(5.15) ) Va(n,m) < X(logn) @ (log U(n)) ? (logn)’ &>

meM”*
m<X

x(logU(n))—ﬁlogQ Z (10gd)’810g2_1_>‘_

d|n
d>U(n)
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Démonstration. Posons 6(d) = exp(logd)™ et s = [e;log,n.
Soient y = y(B) et z = z(f) deux parametres dans |0,1]. On suppose
en outre flog(1/z) < 1.

11 est clair que

Z Va(n,m)

meM™
m<X
< Z Z.Q(m,n)—ﬁlog2n Z ,u(d)2
m<X d|n
P~ (m)>U(n)
logt 9
X ; exp { (Q(m, t) — Blog <10gU(n)> — s) logy}u(t)
d<t<0(d)d
< (logn)~?log7y== N " p(d)?
d|n
d>U(n)
logt w(t)
d<t<6(d)d
P™(t)>U(n)
> Z yQ(m,t)ZQ(m,n)
m<X/t
P~ (m)>U(n)

grace a une interversion de sommations.
Appliquant le lemme 4.3 a la derniére somme portant sur m, on obtient

> Valn,m) < X(logn)~#18== 142y =5 (log U (n)) ~*

meM*
m<X

1 logt \*
> d 2 Il e = w(t)
S o Y () )
dln d<t<6(d)d
d>U(n) P~ (t)>U(n)
ou l'on a posé a := yz — z + [Blogy.
Par le biais d’une intégration par parties ou le lemme 1.4 est intervenu,

la derniere somme en t est

o+n
< f v dv
0

ou l'on a posé

logd 1
= —_— = t b = 1 - 2 ]~ .
¢ logU(n)’ 1 (log d)*log U (n) ¢ 2= 2yz+ flogy
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Si b > 0, alors la derniére intégrale ne dépasse pas
no™" = (logd) ™" (log U(n))"~*.
Le choix y = 1/2 et z = (3 complete la preuve du lemme 5.9. m

Le résultat suivant se démontre de la méme maniere que le lemme 50.1

de [HTSS].
LEMME 5.10. Uniformément pour x > T >2 et 0 <e <1/2, on a

1 0 logy z < 1
(5.16) fuax (2(n,z)/logyz <1+e

pour tous les entiers n < x sauf au plus O(xe2(log T)~@01+e)),

LEMME 5.11. Soient a € |log2,1], z > zg(a), e = e(x) — 0 et T =
T(x) — 00 (xr — 00). On a

(5.17) > (logd)~*u(d)® < (log T)'e?~+
dln
i

pour tous les entiers n < x sauf au plus
< xe ?(log T)_EQ/Q.
Démonstration. D’une part, d’apres le lemme 5.1 on a
wn) < (1+4¢)logy
pour tous les entiers n < z sauf au plus z(log x)_€2/2. Donc
> (logd)™*u(d)* < (log va) ™™ Y pu(d)?

d|n d|n
d>\/x d>\/x

< (log \/E)*CVQ‘U(”L) < (log x)fa+log 24
D’autre part, désignant par S(z) la quantité

Z Z 11(d)?(log d) @y (A= (1+2) logzd

n<z  dn
T<d<\/z

en intervertissant les sommations, on a
Sy <z Y p(d)(logd)=*IF ey 2D g (log d)y—1.
T<d<\/z
Une simple intégration par parties entraine ainsi S(x) < xv~!(logT) ™" ol

lon a posé v := 1+a+(1+¢)logy—2y qu’on suppose > 0. Le choix y = 1/2
implique v = a — (1 + ¢) log2 > 0. Par ailleurs, le lemme 5.10 montre que

— <
Tglggn{f?(n, d) — (1+¢)logyd} <0
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pour tous les entiers n < z sauf au plus < ze~2(logT)~ 21+, Donc la

quantité
Hn <uz: Z 2(logd)™ (logT)lOgQ*o‘*EH

d|n
d>T
est majoreée par

Of{ze2(log T)~QU+2)} 4 (log T)* =182 5(z),
qui est O(ze~2(log T)~9(1+9)) lorsque y = 1/2. =

6. Lemmes concernant les transformées de Fourier des fonc-
tions de répartition liées aux diviseurs. Rappelons tout d’abord les
définitions suivantes :

)= p(d)?d?,  we(n):= > 1,

d|n pln
p<exp(1/0)

_ (0P

R(n,0) = Qw(n)+we(n)

On voit que

7 (n.0) =22 (T[p)"" [Leos((61051)/2).

pln pln
R(n, ) = 22M—we(n) Hcos2((9 logp)/2).
pln
LEMME 6.1. Pour u>1,k >0 et @ réel >0, on a
(6.1) Z R(ng(u),0) < zup(u) " (log(2 + 0))>.

n<zx

Démonstration. Si 0 < 8ef < 1, alors pour tout entier n > 1, on a
wo(ni(u)) = w(ng(u)), ot 0 < R(ng(u),d) <1, ce qui entraine (6.1).
Supposons k > log(1/6). Comme conséquence du lemme 4.3, nous avons

> R(nk(u),0) < zexp(S1 + Sz + Ss)

n<x

Si:= Y (=1+cos*((9logp)/2))/p,
pSeXE(l/G)

avec

Sy 1= Z cos(flogp)/p ou z:= min(z,exp ek),
exp(1/0)<p<z

Sg = Z 1/p.

plu
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On voit clairement que S; < 0, que S5 < log(u/p(u)) et que, si0 < 6 < 1
alors, en vertu du lemme 4.2, la somme Sy est O(1).

Dans le cas ot 0 > 1, soit y = y(0) un parametre dépendant de 6 tel que
3 <y < z. Scindons la somme S en So; 4+ Soo, portant respectivement sur
lesp<yety<p<z Ilestclair que So; =log,y + O(1) et que d’apres le
lemme 4.2,

Sas = O(1/(8logy) + (3 + )e~Viosy).
Posons yo := exp(log(2 + 6))2. Si z > yo, alors il découle du choix y = y
I'inégalité
Sy =2logy (2 +0) + O(1).

Par ailleurs, si z < yq, alors en utilisant le théoreme des nombres premiers,

on a
Sy < ) 1/p=2logy(2+6) + O(1).
P<yo
FEn conséquence, nous obtenons

> R(nk(w),0) < x(ufp(u))(log(2 + 6)). =

n<x
LEMME 6.2. Soient x, h, §, L, K tels que 0 < h < logox — 10, 6 > 1,
L >0 et K une suite d’entiers de [h,logy x] avec |K| > 10. Alors

1

. : < 705 @-Dk-m ||~ 9
(6.2) Hk:EIC hf R(nk,0)95 <L{6—1)""e }‘ > 10VC|

—k

pour tous les entiers n < x sauf au plus O(xL™1).

Démonstration. Posons [ := [|K]/10], o5(n) le membre de gauche
de I'inégalité (6.2) et o5(n) := |K| — 05(n). Il est clair que

{n < x:75(n) > 1}
1 17-1 1-6)(k—h
<IY F(n) < (6 - ITLTH) e >f > R(ng,0) 95
n<x kex n<x

Le lemme 6.2 découle donc du lemme 6.1. En effet, lorsque 0 €10,1] on a
> n<a R(ng, 0) <z, d’ott

- do
f Z R(nk, 9)5 < x(6—1)"te=0)k=h) g
=k n<g
LEMME 6.3. Soient L >0, H>1 etk >0. On a
(6.3) f R(nk,0)(log(2 + 0))? df < LH(log(2 + H))*

pour tous les entiers n < x sauf au plus O(zL™1).
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Démonstration. Le nombre des entiers n < z ne vérifiant pas (6.3)
est inférieur ou égal a

H
L7 H '(log(2+ H))™* [ (log(2+0))* > R(n, 0
1 n<x
Grace au lemme 6.1, on voit que cette quantité est

H
<zl 'H ' (log(2+ H))™ [ (log(2+0))*d0 < zL™". =
1

LEMME 6.4. Soientu > 1, N > 1 etz > e3. Soient ky < ... < ky

entiers positifs et (01,...,0n) € Hi]\;l]e_ki,ek“l] avec la convention ko :=
0. Ona
(6.4) Z HR ng, ) <zl up(u)t.

n<zi=1

Démonstration. Pour chaque entier k£ et chaque nombre réel 6 > 0,

on & 1012 1012
|1+ p*| 11+ p*|
R0~ [ o e

pln(u) pln(u)
log p<1/6 1/6’<logp§ek
< H (1 + cos(flogp)).
pln,pfu
1/6<log p<e®

Comme les intervalles ]1/6;,e] (1 < i < N) sont deux a deux disjoints
dans les conditions de l’énoncé on peut écrire

HRnk < f(n)

ou f est la fonction fortement multiplicative définie par
fip) o | 1+ cos(O:logp)  (ptu1/6; < logp < e,
P 1 (dans tous les autres cas).
D’apres le lemme 4.3, on obtient

Zf(a:) < xexp{Zl/p—i—Z Z cos(ﬁilogp)/p}.

n<z plu =1 exp(1/6;)<p<exp e’
p<z

Par le lemme 4.2, on voit que chaque somme intérieure est O(1). Il suit

Y fn) < cgup(u) e,

n<x

dott (6.4). m



140 A. Raouj

LEMME 6.5. Soient z, 6 et K tels que x > xg, |[K| > xg (z¢ étant une
constante absolue, suffisamment grande), K = {k1 < ko < ...} C [1,log, ]
et 6 > 1. Notons c7 = cge?® avec cg la constante apparaissant dans (6.4).
Alors

(6.5) Hz’:l<i§\l€\,

_kz 1

9 9
f R(nk,,0 < c7(0 — 1)_16(5_1)’“}‘ > qu
pour tous les entiers n < x sauf au plus xe~*l,
Démonstration. Posons [ := |[K|, m := [[/10] — 1, o¢(n) le membre

de gauche de 'inégalité (6.5), ag(n) :=1—1 — og(n). Il est clair que

e ki—1

o1 > [t e-neltm [ R(nki,G)Z—f
_ ?S)a; n<w Icl{‘27 LUy iel e ki
oeg(n)>m Il=m

ol CES DL D [ a2 (0)

1C{2,..,1} i€l
|[I|=m

ou 'on a posé

AT = S IR0 T 5

H;ecr]eFi e ki-1] n<xicl el

Utilisant le lemme 6.4, on a

<a:c6H f <xc6 (6—-1) mH (O—=1)ki

i€l o=k i€l

Z 1§xe‘l. =

n<zc
oe(n)>m

Il vient donc

7. Lemmes sur les mesures d’ensembles d’accroissement. Pour
chaque couple d’entiers (u,v) et pour chaque réel positif 7, nous entendons
par ensemble d’accroissement I’ensemble

Llu,v,n) =] log(d/t)+]0,7]

d|u,t|v
p(dt)*=1

de mesure de Lebesgue A(u,v,n).
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Le résultat suivant constitue une étape cruciale dans la démonstration
de la proposition 1. Nous faisons appel a une technique d’analyse de Fourier
pour I’établir.

LEMME 7.1. Pour (u,v) =1 etn >0, on a
1/n _
(7.1) AMu,v,m) > 44w) (20 f \T*(uv,H)PdH)
0

Démonstration. Nous commencons par majorer la norme L? de la
fonction

2= Viu,v,2,m) = {(d,8)  d|u, t]v, p(dh)? =1, 0 < z—log(d/t) <},

lorsque (u,v) = 1. Désignons par W la fonction définie par

wiy) = (202

y/2
Nous avons = f — |0])e? df et infjo ;) W = W(1) > 0.9. Nous
avons par Consequent pour tout réel z,
10 _
V(u,v,2,m) < = Y W((= +logt —logd)y ™ )u(d)? u(t)”
d|u,t|v
10 , 1
<5 ) Q=one=  (u, —on )7 (v, 0n7") df
—1
1/n
10 10z _* *
< 577 (1 - |0")7)€ T (’LL, _9)7- ('U,H) do.
—1/n
La formule de Parseval entraine donc
% 00 ,
J Vv zm?ds<<mtn [ (=100 (u, ~0)7" (v,0)[* do
—o0 —1/n
1/n
< 20n? f |7* (uw, 0)|* d6.
0
D’une part, on a
[ Vv, zn)de=n> u(d)?> ut)? = n2e
—o0 dlu tlv

et d’apres l'inégalité de Cauchy—Schwarz,

o0

[ Vv, 2,m) dz < /Aw,v,0) [V (w0, m) | 2wy

— o0
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On a donc I'inégalité
1/n
4200 < 20\ (u,v,m) [ |7 (ww, 0)[ d6.
0
Nous sommes maintenant en mesure d’estimer le membre droit de I'iné-
galité (7.1) lorsque u = ny, v = my(n) et n = (logn)~*. Pour cela, nous
commencons par fixer ’entier n dans une suite A de densité inférieure aussi
grande que possible. Nous établissons ensuite une majoration de 'intégrale
1/n
[ 17 (nemi(n), 0)|* do
0
en écartant un ensemble d’entiers m négligeable.
Nous gardons jusqu’a la fin de ce paragraphe 7 les notations suivantes :

0<A<logd—1, e=¢y:=(logd—1-X)/100>0, x> z0(N),
ki :=[(1-3¢)logyz], h:=[\logya], lo:=[e\/logya],
Ki={ki+jh:j=1,... I}

Désignons par A = A, (x; K) la suite des entiers n < x vérifiant les neuf
propriétés suivantes :

(A1) nfp(n) < \/log, x;

(As) w(n) < 2log, z;
(A3) min hrgnsuglkw(nk/nk,s)/s >1—2¢;
(Ay) HkeK: Trgrglhw(nk/nk_s)/s >1—2¢e}| >91/10

ou T = T(g) = ce3, ¢ étant une constante absolue suffisamment grande;
|{k € K : logny < 50e*}| > 91y/10;
[{k € K : p(n, k,100) < exp(e**3°)}| > 910/10;

1
(A7) Hk ek: | R(nmg)g < (06— 1)—le<5—1>(k—h/2>}’ > 91y/10
—k

avec 0 = (1 — 2¢) log 4;
(log z)*
(As) max [ R(ny,0)(log(2+6))*db < (log x) "%

1<k<log, x i

87k+h

(Ay) sz ek: [ R(nk,e)% < er(6 — 1)—1e<5—1>’“}‘ > 910/10
—k

ou 0 := (1 — 2¢)log4, c7 étant la constante figurant dans (6.5).
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D’apres les lemmes 4.6, 5.1-5.5, 6.2, 6.3 et 6.5 ou les propriétés (A;)
(1 < i < 9) ont été respectivement mises en évidence, nous obtenons le
résultat suivant.

LEMME 7.2. On a
(7.2) A (@i K)| = (1 — e Viome),
Posons pour n € Ay(z;K), K} la suite formée par les [lo/2] premiers
entiers k£ qui sont comptés dans (A;) (i =4,...,7) et (Ag) simultanément.
LEMME 7.3. Soient n € Ax(z;K) et X > x. On a

(log 2)*

(7.3) max grelmameDek [ (nemy(n), 0)[2 dO < 1
n 1

pour tous les entiers m < X sauf au plus X (log :L")*EQ.
Démonstration. Posons a:= 1 —2¢ et H := (logx)*. Nous savons
que
_ @) It (w,0)
R(u,8) = o (a) e () > 2 (@) pour 6 > 1.

Notant C1(X) le nombre des entiers m < X ne vérifiant pas (7.3), on a donc
H

S A w(nk) et w(my(n))

+ Z ‘{m < X: w(mk(n)) < akH

k1<k<log,x

ou ’apostrophe signifie que la somme est portée sur les entiers m < X tels
que

i k> a.
k1<r,§§1{})g2xW(mk(n))/ >«

D’une part, on a

0
S :/M <27°F 3™ R(mp(n), ) < Xnp(n) 127 (log(2 + 6))?
= Qw(mg(n)) =

grace au lemme 6.1. D’autre part, en vertu du lemme 6.1, on a
Z {m < X :w(imp(n)) < ak}| < Xnp(n) Lem @@k
k1<k<log,x
Par conséquent, on a l'inégalité

C1(X) < Xnp(n)™*

H
X {Q(a)_le_Q(o‘)kl + ) ek fR(nk,G)(log(2+9))2d0}
keky 1
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ot nous avons appliqué la minoration mingexx w(ny) /k > a donnée par la
propriété (As). La propriété (Ag) implique donc

Ci(X) < Xnp(n)™*
X {Q(a)—le—Q(a)kl + (log z)* % Z 6(1—alog4)k¢}
keKy
< Xnp(n)™?
x {Q(a)71em @R 4 (alog4 — 1) (log z) eI e Dk}
< Xnp(n)~1Q(a) e @@k (k= [(1 — 3¢) log, 2]).

On obtient donc le lemme 7.3 en utilisant les inégalités n/¢(n) < log, = et
Q1 —2e) >2:% m

LEMME 7.4. Soient n € Ax(z;K), X > x et a. = exp(coe™2) ol co
désigne une constante absolue, suffisamment grande. Posant

1
o(m) = Hk ek [ I (nem(n), 0)2 d6 < 4w<nkmk<">>aee*k}],
0

on a
(7.4) o(m) > (e/4)y/logy
pour tous les entiers m < X sauf au plus Xe—= Viogon,

Démonstration. Notons a(m) = [lo/2] — o(m). Pour chaque k € K},
posons

I = [0,a./(3eM)], Iy, = [ac/(3eF), "], I3 :=[e"7F, 1],
et pour chaque j € {1, 2,3},
Tk (u,v) := a7 teF4—w ) f |7* (uw, 6)|* d6.
I],k

On a donc

a(m) = Hk €K in7k(nk,mk(n)) > 1}‘

j=1
Puisque 7y i (ng, mi(n)) < 1/3 pour tout k € K, alors, en introduisant
o'(m) = |{k € K} : T (g, mp(n)) > 1/3},
7'(m) =3 Tsx(n,me(n)),
kel
on a

(7.5) a(m) <o’ (m) + 37" (m).
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Commengons par majorer & (m ) L’écriture

(n), ) R(nx,0)

71 k
.1, (1, (1) f 2w(mk<n>> o lmn () g(ne)—wa(n) %0

montre que la qualité de la majoration de Z3 i (ng, mi(n)) sera d’autant
meilleure que 'on pourra estimer le dénominateur de l'intégrande. Pour
cela, faisons appel a la propriété suivante :

(i) min | min w(m(n)/m-(n)/s > o

ici et dans toute cette démonstration o :=1 — 2e.
Nous constatons que si m vérifie (i), alors pour tout k& € K} et pour tout
réel 0 € I3, on a, en posant si(6) := [log(he®)],
w(mi(n)) —wo(mr(n)) = w(me(n)) — w(mp—s, ) (n))
> asy(0) > alog(fe) — 1.

Dans ce cas, en notant

_ —a do
Ié’k(nk, my (TL)) =a, Lekyl—ak f R(mk (’I’L), G)R(nk’ 9) gologd’

I3.4
on a

(7.6) Zs i (ng, mi(n)) < Iy (ng, me(n))

puisqu’en plus, d’apres (As), n vérifie (i).
Or, d’apres le lemme 5.2, le nombre des entiers m < X ne vérifiant pas
(i) est inférieur a

(7.7) Xy 'ne(n)"tQ(a) te P < X (log, x)*le*EQ\/@.
Par conséquent, (7.6) et (7.7) impliquent
{m < X :5"(m) > 1y/20}]
< X (logy x)*le*g\/@ + 600" Z Z T3 1 (ng, mi(n)).

keky m<X
Appliquant le lemme 6.1, on a pour k € £,
1
5 ks melm) < Xnglo) e[ R, 0)
msX h—k

Nous obtenons donc, en vertu des propriétés (Aq) et (A7),

Z T3 g, (nge, my(n )) < X+/logy zaZ exp((1 — alog4)h/2)

m<X

< X (logy :c)erfez Viogaw
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Il vient donc

(7.8) {m < X :7"(m) > lp/20}| < X (log,z) e Vicaz,
Il nous reste & majorer @' (m). Pour cela, considérons
o = |{k € K} : To p(ng,mr(n)) > 1/3 et

in, w(mi(n)/mi—(n)/s > a}]

avec T' = [log a. /3]. D’apres le lemme 5.3 on a
(7.9) o'(m) < Ty (m)+ |K5]/10 <7\ (m) + 1y/20

pour tous les entiers m < X sauf au plus Xnp(n) =t exp(—|K?|). Un raison-
nement analogue a celui donnant (7.6) implique

o1(m) < [{k € K3, : I3 . (nk, mi(n)) > 1/3}]
ou l'on a posé

do

Ié’k(nk’ mi (n)) = a;16k41_ak f 'R,(mk(n), G)R(nk, 9) 700‘ Togd "

I g
Par conséquent, notant | = [lp/20], on a

(7.10) {m <X :7y(m) > 131 < > > ] 35 (k. ma(n))

m<X KCK? keK
|K|=l

DI | O

KcK;, m<X kek
|KC|=l

Ecrivant [, cxc Z5 ,,(nk, mg(n)) comme intégrale multiple, on a donc

m< X :5 (m)> 1} <12l el—alog )k i XK
1 €

Kckr kek
|K|=l

ou l'on a posé
dby,
HX;K) = [ > [ ROn(n), 06) [] R, 60) [] gatogd”
er)cfz)k mﬁX kEIC k?GK: k?GK: k

Par le lemme 6.4, on a pour K C K et |[K| =1,

h—k
_ do
H(X:K) < Xegno(n) ™ [ [ R, 0) s
ke ¢k
< Xck(alogd —1)7! H elalog =1k
keK
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ou nous avons utilisé les propriétés (A;) et (Ag) de n. En reportant la
derniére majoration dans (7.10), on obtient

(7.11) {m < X : 7 (m) > 1}| < X(co/a.)! < Xe Ve,
En conséquence, en regroupant (7.5), (7.8), (7.9) et (7.11) on a

7(m) < 7 (m) + 5" (m) < 3[e\/Tog, 2]/20

2
pour tous les entiers m < X sauf au plus Xe ¢ V10227 g

8. Démonstration de la proposition 1. En s’inspirant de la tech-
nique de [MT84] (voir aussi [HT88], Theorem 51) on peut confirmer (1.1)
d’une maniere non effective. La proposition 1, qui est plus difficile a établir,
est en fait obtenue par une série d’améliorations successives.

Commencgons par rappeler et par introduire des notations et des défini-
tions utiles.

801ent0<>\<10g4—15—5() (10g4—1—/\)/100>0 X >
x > xo(A), k1 = [(1 — 3¢e)logy x], lg := =

[elogy 2], h := [/logy z] et K :
{kl +]h]: 1,...,[0}.

On fixe n dans la suite A = Ay (z;K) du lemme 7.2 et on désigne par
k1 <...<ky (L :==1lo/2]) les éléments de K.
Soit i € {1,...,l1}. Posons
pi :=min{p|n : p > exp(100e*},
M :={m < X : V(ng,,mg,,n) =0} avecn := (logz)™".
Désignons par (a;), (b;), (c¢;) et (d;) les propriétés suivantes pour un
entier m :
(a;)  logmy, < 50ek:
(b))  wlmyg,) < 2k;.
(c;)  Mng,,my, (n),n) > eref avec g1 = £1()\) = exp{—ce 3}, ¢ étant une
constante absolue suffisamment grande.
(d;) 1l existe au moins un facteur premier ¢ de m tel que logq — logp; €
ﬁ(”kl y M, s 77)
Posons
P; :={m < X : m vérifie (a;), (b;) et (c;)}.
Pour chaque I C {1,...,l1}, notons

n=Nr\ U 7
i€l 1<j<max I
J¢l
M(I) :=P(I) N Muaxr1, M'(I):=|M'(I)],
M(I) := {m : il existe m € M'(I) tel que m = Mot |
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IO :={1:TcC{l,....1}, [I| =1}.

Fixons momentanément [ € {1,...,[lo/5]}. Soit I € Z(l); notons j :=

max I. Considérons
F(I) :={m:m e M'(I) et m satisfait (d;)}, F(I):=|F)|.
Remarquons que si m satisfait (d;), alors par définition de £(u,v), il existe
un diviseur d de ny; et un diviseur ¢ de my,; tels que 0 < log(qt/(p;d)) < n;
d’ou
pj/mi; < q < 3n,p;.

Par suite, si m satisfait en outre (a;), alors en faisant appel aux propriétés
(As) et (Ag) de Ax(z;K), on a
(8.1) VP <q< p? et q < exp(2eFi130) < exp kit
Il en découle
(8.2) FI)c M(I)\ M1 Cc M(I)\ M (ITU{j+1}).

En fait, nous avons

(8.3) F(I) ¢ M'(I) \ U M.
JET(I+1)

En effet, supposons qu’il existe J € Z(I+1) tel que F(I)NM'(I) # (). Comme
F(I) c M'(I) c P(I) et M'(J) C P(J), on aurait donc P(I) NP(J) # 0;
cela implique que I C J et I # J; donc Myax ;g C M. Notre supposition
entraine alors F (1) N M1 # 0, ce qui contredit (8.2).

Par ailleurs, pour avoir une minoration satisfaisante de F'(I), on voit que
F(I) contient tous les entiers m < X s’écrivant sous la forme m = mtgb avec
m € M(I),ﬂﬁl, logq —logp; € L(ny,,m,n) et P~(b) > exp(eki+50) > 3.

Avec les notations y := X/(mtq) et z := exp(2eri +30)

(8.4) F(I)> ZZZZL

q by

, nous avons

On vérifie facilement que 'hypothese y/2 > z > 2 du lemme 4.6 est satis-
faite. D’apres ce lemme, nous avons donc

(8.5) F(I)> Xe ™™y 1/m> 1/t> 1/q

tlm a
> Xe ki Z 1/p(m) Z 1/q.

Nous sommes par conséquent amenés a minorer y g1 /q. On sait que si
m est fixé, alors ¢ est confiné a

U ldps/t,emdp;/t]

(dt)eg;
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ot 'on a posé &; := {(d,t) : d|ny,, t|m, (d,t) = 1}. Remarquons que cette

union peut se récrire comme une réunion J,]ys, 25| d’au plus gw(m)+w(nk;)

intervalles disjoints. Il est clair que

Z fs dr/r = Xng,;,m(n),n).

S Ys

Par ailleurs, d’apres (8.1),

1
1/q > log 4/q.
Zq: /12 S0 > logq/q

q

Le théoréeme des nombres premiers permet d’évaluer la derniére somme en q :
on a

(8.6) > “loga/q = Ank,,m(n),n) + R;

q
avec

R; = Z [logt - e*\/@] zs + ]S O(te*\/@) d(—logt/t).

S Ys

Utilisant (log ys, log z5) € ]%logpj, 2log p; [2 et 20 (MFwlneg) < 26k i1 vient

. 1/2
(8.7) R; < 2% log p; exp { — (5 logp;) / } < exp (= 11/logp;)-
Par suite, nous obtenons
(8.8) Z 1/q > (1/logp;){ A(ny,,m(n),n)+ O(exp (— 1/logp;)) } > &1
q
ou nous avons fait recours a la propriété (c;) de m et a la propriété (Ag) de
n. Nous voyons que (8.5) devient ainsi

(8.9) F(I) > Xere ™) " 1/p(m).

Afin de minorer la derniére somme en m, considérons l'inégalité suivante :
*
M'(I) < g E 1
mot

ou l'étoile signifie que la somme est portée sur les entiers ¢ < X/m dont
chaque facteur premier ¢ vérifie ¢’ |m ou ¢’ > expers. D’apres le lemme
4.3, nous avons

Z* 1< Xo(m) te s,
t
Il en découle
(8.10) > 1/p(i) > kM (1)) X

m
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En conséquence, l'inégalité (8.9) devient

(811) F(I) > 010€1M,(I).
D’apres (8.3) et (8.11), nous avons évidemment
(8.12) U roc | M’(I)\ U M),
I€T(1) 1€1(l) JET(I41)
(8.13) coer », M'(I)< Y F(I).
1€Z(l) 1€1(l)
Puisque

U mMoc U M)

I€T(l) JET(I+1)

et M'(I') = M'(I") pour toute paire I', I"” de parties de {1,...,1;} telles
que |I'| = |I"], la relation (8.12) entraine clairement
(8.14) RIS Y M)~ Y M)

Iez(l) I€z(l) JET(I+1)
Il s’ensuit
(8.15) S M(J) < (1= )0 D MI(D)

JEI(1+1) I€Z(1)

< (1 = croe1)/1OM (D).
Remarquons qu’en vertu des lemmes 5.1, 5.4, 7.1, 7.3 et 7.4, nous avons, en
posant | = [lp/10],
(8.16) > M'(J)= Y My, NP
Jez(l) JeZ(l)

’Mhm U P(J)‘2M51—2Xe’€2\/1°g2x.

JEL(I)

v

Il découle donc de (8.15) et (8.16)
My, < X(2e75 VI8 4 (1~ ¢1ge)"0/1%) < X exp(—e2+/log, 2)

avec eg=¢e5(\):= exp(—c11273). On obtient enfin, en appliquant le lemme 7.2,

S {1 Vnm, ) =0} aXe ViR S,

n<z m<X neAj (z;K)

< 2xX exp(—e2y/logy ).

Cela acheve la démonstration de la proposition 1. =
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9. Démonstration de la proposition 2. Soit A € [0,log4 — 1] fixé.
Notre objectif est de minorer 1 — dB)(n) p.p. Pour cela, considérons

U6 e = e1(n) == e + 262,

14+ X—2¢ 1 €
log 2

e =¢(n) := (logyn)
U =U(n) :=exp(logn)*™, pg:= < —
1

Ny = {n >N : Y (logd)™® < (log U)—a+1°g2+€},

d|n
d>U

ou l'on a posé o := Blog2 — 1 — A. D’apres le lemme 5.11, on a

(9.1) dN, = 1.

Soit M* la suite formée par les entiers m satisfaisant aux conditions sui-
vantes :

(M) P~(m) > U(n),
(M;) plax  S2(m.t)/log, t < 5.

D’apres le lemme 5.7 et le corollaire 5.1, il est facile de voir que
(9.2) dM* > 3712(logn) =2 (log n)? 1081 =2) (log, n) ~1/2.
Par ailleurs, si
Valnym) = [{(d,#) : d|n, t|m, p(dt)? =1, 0 < (logd)* log(d/t) < 1],

alors par le lemme 5.9, on a

1
I L -Q(8) A -
Jim sup < Z Va(n,m) < (logn) (logU)~"(logn)
meM™
m<X
oul'on a posé r = (A+1—1log2—¢e)e — fe log2. 1l en résulte en particulier
. 1 .
(9.3) Xlgnc>o sup — Z Va(n,m) = o(dM*).
meM*
m<X
En conséquence, I'inégalité
H{m < X :m e B\(n)}|
<H{m<X:mgM Y+ |{m <X :me M NB\(n)}
entraine, grace a (9.1)—(9.3),
1 —dB,(n) > (logn)~ @B+ p

avec = (1+A)/log2—1. m
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