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Points entiers au voisinage d’une courbe plane de classe C"

par

M. N. HuxLEy (Cardiff) et P. SARGOS (Nancy)

1. Introduction et énoncé du résultat. Soient a € R, N un entier

> 2, f : [a,a + N] — R une fonction de classe C™ (n > 2) et 6 € R
(0<6<1/4). On pose :

(L) D={@yeRa<as<a+ N, ly- f()] <5}

et

v(Is) = #(Is NZ?).

Le probléeme annoncé dans le titre consiste & majorer v(Is). On fait
I’hypothese :

(1.2) If™(z)] =\, poura<z<a+N,
ol A est un réel positif “petit”. On cherche des majorations de la forme
(1.3) v(I5) < N + N§P» + termes secondaires,

ou les termes secondaires ne peuvent dominer que dans la situation margi-
nale ou A est trop petit.

Les majorations de v([s) obtenues par des méthodes de sommes d’expo-
nentielles fournissent la valeur optimale 3,, = 1 mais avec une valeur de a,
trop faible. Par exemple, le résultat classique de van der Corput (cf. [3],
Théoréme 2.8), qui s’applique sous la seule hypothese (1.2), donne la valeur
an =1/(2™ — 1), avec en outre des termes secondaires élevés.

En se ramenant par un procédé de nature combinatoire au cas facile ot
n = 1, le premier auteur [4] a obtenu une amélioration de «,,, substantielle
pour n grand, au détriment de (3,,. Le résultat est

(1.4) v(Is) < NA2/(FD) 4 N§2/(nn=D+2) L 53— 1 (Jog N)" 4 N1=1/m 41,

sous la seule hypothese (1.2).

Par une méthode géométrique simple, nous améliorons (1.4) en rem-
plagant 3, = 2/(n(n — 1) + 2) par 3, = 2/(n(n — 1)), mais surtout en ob-
tenant les termes secondaires optimaux. Notre résultat s’énonce ainsi.

[359]
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THEOREME 1. Sous la seule hypothese (1.2), on a
(1.5) v(I5) < NAY (1) 4 g2/ (n(n=1)) 4 (sx=1)1/n 4 q

(le symbole < sous-entend une constante qui ne dépend que de n et des
constantes sous-entendues dans (1.2)).

Dans le cas n = 2, ce résultat a été obtenu dans [1] par une méthode
similaire. Le passage du cas n = 2 au cas n > 3 fait apparaitre des difficultés
dues au fait que les “arcs majeurs” ne sont plus des segments. Par ailleurs,
le Lemme 3.4 de [1], sur 'espacement des arcs majeurs, est remplacé par le
Lemme 7 qui semble plus adapté et qui permet, dans le cas n = 2, d’obtenir
une importante simplification dans la démonstration de [1].

Concernant les améliorations ultérieures, signalons un article de Filaseta
et Trifonov [2] dans lequel I'exposant (3, est meilleur que le notre des que
la dérivée (n — 1)-ieme est suffisamment petite, et que certaines contraintes
sont satisfaites.

Cependant, a cause de la simplicité de nos hypotheses, et surtout a cause
des termes secondaires, 'intérét de notre résultat subsiste.

Notations. Soient u et v deux réels positifs. La notation : u < v signifie:
u < Av, ou A est une constante qui ne dépend que de n et des constantes
introduites antérieurement. Comme d’habitude, u =< v signifie qu'on a a la
fois tu K vetv<u.

La lettre M désigne systématiquement un élément de Z? (point entier
ou point a coordonnées entieres), d’abscisse m et d’ordonnée [ : M = (m, 1),
Mi = (mi, ZZ), c.

Si E est une partie du plan, v(E) est le nombre de points entiers de
E :v(E)=#(ENZ?). Si P est une famille de parties du plan, on pose

v(P) = V( U E)
Dans tout ce qui suit, on suppose n > 2.

2. Espacement des points isolés. Nous présentons deux lemmes de
base. Le premier a été introduit dans le probleme par Swinnerton-Dyer [5]
et généralise, d’une certaine fagon, la formule des accroissements finis. Le
deuxiéme, qui est une conséquence du premier, montre que si n 4+ 1 points
entiers de I's sont “en position générale”, alors ils sont bien espacés. Cela
permet déja de montrer que le nombre de points sur la courbe (cas 6 = 0)
vérifie

2.1 v(Iy) < N2/ ((n+1) 4 1
(2.1) (
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LEMME 1. Soit g : [a,b] — R une fonction C*. Etant donnés a < x¢ <
1 < ... <z < b, on désigne par Q(x) unique polynéme de degré < k
vérifiant Q(x;) = g(x;) pour i = 0,1,...,k. Alors il existe & € |xg, x| tel
que QM (&) = g™ (€).

La démonstration consiste en une application répétée du Théoreme de
Rolle (cf. [5]). Rappelons que la formule d’interpolation de Lagrange qui
donne Q(x) s’écrit :

k
T —x;
Q) =3 (T 225 )otw),
Tj — T
7=0
ou la notation abrégée [],,; signifie [[o<; < ;-
Pour le lemme suivant, nous n’aurons pas besoin de I’hypothese (1.2),
mais seulement de la propriété :

(2.2) f™ ()| <p poura<z<a+N.

LEMME 2. Soient My, M1, ..., M, n+ 1 points entiers de Is, vérifiant
a<myg<mg <...<my < a-+ N, et qui ne sont pas tous sur une méme
courbe polynomiale de degré < n. Alors, sous U’hypothése (2.2), on a

(2.3) My — Mg > min(u_2/(”(”+1)), %5—2/(n(n—1)))'

Par courbe polynémiale de degré < n, on entend une courbe y = P(x)
ol P est un polynoéme de degré < n, éventuellement nul.

Démonstration. Posons f(m;) =1; +;, [0;| <d,i=0,...,n. Parle
Lemme 1, on peut écrire

n

1 ) (¢ lj+6;

i£] m]

De méme, si P(z) = ijo bjm est le polynéme d’interpolation des M;
(0 <i<n),alors on a

- l; U
bn:Z 4 =
j:OH F—m;) v

i#j (m;
avec u € Z et v = [y, j<,(mj —m;). Par hypothese, b, # 0, donc [u| > 1,
d’out -
9;
175]( —mi)

}<lﬂm
v~ nl

et donc

1
1< Eﬂ(mn _ mo)n(n—i-l)/? + (n+ 1)8(my — mo)n(n—l)/Q,

t (2.3) en découle.
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3. Propriétés des arcs majeurs. Les points entiers de I'5 qui se re-
groupent sur une méme courbe polynomiale de degré < n forment des arcs
majeurs, et leur contribution, plus difficile a évaluer, fait I’'objet du reste de
cet article. On commence par quelques propriétés générales.

Dans ce paragraphe, on remplace I’hypothese (1.2) par la suivante :

(3.1) 0<A<|f™(x)] poura<z<a+N.

Soit P(z) = Z?;ol bjz? un polynome & coefficients rationnels; on désigne
par ¢ le plus petit entier > 1 tel que P € %Z[X], et par « la courbe

{(z,y) |z €R, y=P(a)}.

DEFINITION. Un arc majeur, d’équation y = P(x), est une composante
connexe A de v N Iy vérifiant v(A) > n + 1. Le dénominateur de A est
Pentier q. La longueur de A est la longueur de la projection de A sur l'axe
des x.

LEMME 3. Au plus n arcs majeurs ont la méme équation y = P(x).

Démonstration. On prolonge, pour simplifier, f en une fonction f
R — R de classe C" vérifiant f(™(z) = f™(a) si z < a et fW)(z) =
f™(a+ N) siz>a+ N, de sorte que |f™)(z)| > A pour z € R.

Comme les comportements & 'infini de J}Vet de P sont différents, v N T
est borné, avec

Is={(z,y) |z €R, |f(x) —y| <3},

si bien que chaque composante connexe A de v N I s, non réduite a un
point, possede deux extrémités vérifiant P(z) = f(x) = J. Supposons qu'il
existe n + 1 arcs majeurs; alors il existerait n + 1 composantes connexes de
v N s, non réduites & un point, et ’équation P(z) = f(z)+ 0 (par exemple)
admettrait n + 1 solutions zg, x1,...,Z,. Par le Lemme 1, on aurait

PM(g N~ Plaj) -6 (&)
ZH

-y - #0.

i#£j x] — ;) =0 Hi;ﬁj(l‘j — ;) n!
avec contradiction.
LEMME 4. La longueur d’un arc magjeur est < 2n(5/\)*/™.

Démonstration. Soient y = P(x) I"équation d’un arc majeur A et L
la longueur de A. Ecrivons ¢(z) = f(z) — P(z) et A = {(z,y) | ¢ <z <
¢+ L, y=P)}

On pose alors z; = ¢+ jL/n pour 0 < j < n. Le Lemme 1 montre alors

que
19 o
n! Z H

)
i#] ‘TJ xl)
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avec |p(z;)| < & et [fM(€)] > A, si bien que

A 5<”>”(1 TR 1) - 5<”>2
n! = \ L n!  (n—1)1! n! L) n!’
d’ot le résultat.
LEMME 5. Un arc majeur A, de longueur L et de dénominateur q vérifie
V(A) < (n—1)(Lg~ ¥/ (=1 4 1),

Démonstration. Considérons n points Mi,..., M, € A avec mq <
my < ...<my. Siy= P(x) est l’équation de A, alors

L T —my

En particulier, ¢ divise H1<i<j<n(mj —m;) < (my —my)" D2 dou
My, — My > q_z/(”(”_l)), d’ou le lemme.

4. Espacement des arcs majeurs. Nous montrons dans ce paragraphe
que les arcs majeurs dont le dénominateur n’est pas trop grand, sont bien
espacés. Nous commencons par une propriété intermédiaire générale :

LEMME 6. Soit ¢ : [c,c+ L] — R une fonction C™ vérifiant
(4.1) lp(z)]| <6 et Jo™(x) <pu  pourc<z<cH+ L.
Alors pour tout x € [c,c+ L] et chaque k =1,2,...,n—1, on a
(12) 6 (@)] < (@n 16 + pL™ L *,

Démonstration. Etant donné k (1 < k < n—1), on écrit le polynéme
d’interpolation de ¢ aux points ¢,c+ L/k, c+2L/k, ..., c+ L. En raisonnant
comme au Lemme 4, on obtient

‘so(’“) ()| _ (2R)" &

o < gEe  powrum certain & (¢ < & < c+ L).

On utilise la formule de la moyenne :

o ()] < ™) (€0)] + Lsup [* D (1)]
t

pour majorer successivement sup |1 (z)|, sup |2 (x)],...,sup |’ (z)],
et on obtient (4.2).

Pour le lemme suivant, nous n’aurons besoin que de I’hypothese (2.2).

LEMME 7. Soit A un arc majeur, d’équation y = P(x), de longueur L et
de dénominateur q, avec ¢ < 1/(39). Soient My € A et M € I's. On suppose
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que M n’est pas sur la courbe y = P(x). Alors

1
(4.3) hno-—rn\>>rnn1(14q5>—1“"—1%<qu>—1/”,Q#Ln_l)-
Démonstration. Posons m = mg + h et supposons, par exemple,
h > 0. Soit ¢(x) = f(x) — P(x) et soit [¢,c+ L] la projection de A sur 'axe
des z. On a

n—1 k n
(44) pm) — plma) = 3 oW mo) o + ()
k=1

pour un certain & € [¢, ¢+ L.
Mais |p(m) —p(mg)| > ¢~ *. En effet, comme M = (m, 1) vérifie P(m) #
l,ona|P(m)—1I| >1/q>1/(3q) + 2§; par suite

[p(m) = p(mo)| = |p(m)| =0 > [P(m) =] = [f(m) = 1] =& > 1/(3q).

Maintenant, on majore |¢*)(mg)| par le Lemme 6 et on reporte ces
inégalités dans (4.4) :

n—1 k
h
-1 n e n
q << (0+pL™) E (L) + ph™,
k=1
et (4.3) en découle.

Voici maintenant la formulation particuliere du Lemme 7 dont nous au-
rons besoin.

LEMME 8. On suppose que |f™(x)| < X pour x € [a,a + N]. Alors
il existe une constante B qui ne dépend que de n et des constantes sous-
entendues dans (1.2) telle que, sous la condition : ¢ < 1/(BJ), et sous les
hypothéses de Lemme 7, on ait :

(4‘5) ‘mO — m] > L
et
(4.6) Imo — m| > min(L(gd) "= (gA)~ /).

La démonstration est une conséquence immédiate de (4.3) et du Lemme 4.

5. Démonstration du Théoréme. Dans tout ce paragraphe, on sup-
pose que f vérifie (1.2). Nous allons démontrer un résultat légerement plus
précis que le Théoreme 1 :

THEOREME 2. Soit P l’ensemble des arcs majeurs de I's. Alors on a

5.1 v(Is) < NN/ (1) L N§2/((n=1) 4 max p(A) + 1.
AeP
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Le Théoreme 2 implique le Théoreme 1 puisque v(A) < (SA~H)Y/7",
d’apres le Lemme 4.

Démonstration. Soit Py I’ensemble des arcs majeurs dont le dénomi-
nateur est < 1/(BJ), B étant la constante du Lemme 8, et soit R 1’ensemble
des points entiers de I's qui ne proviennent pas de Py. On majore séparément
v(Po) et v(R).

(a) Majoration de v(R). On considere n? + 1 points Mg, My, ..., M2
de R (avec mg < my < ... < my2). Si ces points ne sont pas tous sur une
méme courbe polynémiale de degré < n, alors le Lemme 2 montre que

(5.2) Mz — mg > min( A~/ (+D) §=2/(n(n=1)))

S’ils sont sur une courbe polynoémiale de degré < n, avec dénominateur
q > 1/(BJ), alors le Lemme 5 montre que : m,,> —mg > ¢%/ ("= et (5.2)
est encore vérifié.

Il n’y a pas de troisieme alternative, car si les points étaient tous sur une
courbe polynomiale de degré < n, avec dénominateur g < 1/(BJ), alors,
d’apres le Lemme 3, n + 1 d’entre eux seraient sur un arc majeur A € Py,
ce qui est impossible. Donc (5.2) est toujours vérifié, d’ou

(5.3) Y(R) < NX2/((n4D) 4 N§2/(n(n=1)) 4 1

(b) Majoration de v(Py). Quitte & multiplier la majoration obtenue par
n, on peut supposer, d’apres le Lemme 3, que deux arcs majeurs de Py n’ont
jamais la méme équation.

On désigne par o la projection R? > (z,y) — x € R. D’apres (4.5), les
o(A) ne se chevauchent pas; on peut donc, pour chaque A € Py, associer
le plus grand intervalle de [a,a + NJ, noté I(A), contenant o(.A), mais ne
rencontrant pas o(A;) pour tout A; # A. Si |I] représente la longueur d'un
intervalle I, on a

(5.4) > I(A)] <2N.
A€ePo
Par ailleurs, si A est de longueur L et de dénominateur ¢, on a, d’apres
(4.6),
[1(A)| > min(L(gs) /™, (gA)~™),

sauf peut-étre si A est a 'une des extrémités de [a,a+ N|. D’autre part, par
le Lemme 5, on a

(40)"/Y

V(A) < Lg=% (1) « |I(A)|< 7

+(g A)l/n> Lq2/(nln=1)

< |[(A)|52/(n(n—1)),

la dernieére inégalité prenant en compte le fait que ¢ < =1 et que L <
(§/A)Y/™. On reporte cette inégalité dans (5.4), en prenant soin d’ajouter la
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contribution des arcs majeurs situés aux extrémités, ce qui donne :
(5.5) v(Py) < max v(A) + N§2/ =1,
A€ePo

Le Théoreme 2 est entierement démontré.
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