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1. Introduction. On note U le groupe multiplicatif des nombres com-
plexes de module 1 et ¢ un nombre entier supérieur ou égal a 2.

On appelle fonction g-multiplicative une fonction y : N — U telle que si
(a,b,k) € N® et b < ¢", alors x(¢*a + b) = x(¢"a)x(b).

Une fonction g-multiplicative est donc entierement déterminée par la
donnée de sa valeur sur l'ensemble {jq¢* : (j,k) € {0,...,q — 1} x N} car
sin = ZkeNjqu (avec j € {0,...,q — 1} pour tout k € N), alors x(n) =
erNX(jqu)'

Les exemples les plus simples de fonctions g-multiplicatives sont les fonc-
tions x(n) = exp(2imna) et x(n) = exp(2irsy(n)a) ot a € R et s4(n)
désigne la somme des chiffres du nombre entier n écrit en base q.

Cette notion a été introduite en 1948 par R. Bellman et H. N. Shapiro
dans [1]. Les propriétés arithmétiques, spectrales et ergodiques des fonctions
g-multiplicatives ont depuis été étudiées par de nombreux auteurs : [2]-[4],
[7]7 [9]7 [12]_[15]7 [17]a [20]7 s

En 1968, A. O. Guelfond a montré dans [7] que pour tout polynéme P &
coefficients entiers positifs de degré 1, la suite (s4(P(n)))nen est bien répartie
dans les progressions arithmétiques en donnant des estimations précises des
sommes trigonométriques associées. Lorsque le degré de P est supérieur a 1,
le probleme devient extrémement difficile et on ne connait aucun résultat
analogue dans ce cas.

Le but de ce travail est de préciser la répartition des fonctions g-multipli-
catives dans la suite ([n°])nen, ¢ > 1. On peut considérer cette suite comme
un cas intermédiaire entre les polynomes de degré 1 et ceux de degré 2.

Notons que les propriétés arithmétiques de cette suite ont été étudiées
a partir de 1953 par I. Piatetski-Shapiro qui a montré en particulier dans
[19] que #{n < z : [n°] est un nombre premier} ~ z/(clnz) pour tout
c € [1,12/11]. Ce résultat a depuis été amélioré par [10], [11], [8], [16] et [22].
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Lorsque x(n) = exp(2imna) des estimations de la somme trigono-
métrique Y, ., .. x([n°]) valables pour tout ¢ > 1 ont été données par
J. M. Deshouillers en 1973 (voir [5]) et dans ce contexte plus général, lié a
I’obtention de théoremes ergodiques pour des suites extraites, récemment
par R. Nair (voir [18]).

Nous montrons le théoreme suivant :

THEOREME. Soit x une fonction g-multiplicative et ¢ un nombre réel,
c€[1,4/3[. Alors, en posant v = 1/c, on a pour e = £(y) > 0 assez petit

SoxnD=7v D x(mym'+ 0, ).
1<n<z 1<m<zc°

I1 en résulte en particulier les corollaires suivants (on désigne par sq(n)
la somme des chiffres du nombre entier n écrit en base q) :

COROLLAIRE 1. Si ¢ € [1,4/3[, alors la suite (sq([n°])a)nen est équiré-
partie modulo 1 pour tout nombre irrationnel a.

COROLLAIRE 2. Si ¢ € [1,4/3[, alors pour tout (a,m) € N x N* on a
1

. 1 oy — —
Nl_lﬂloo N#{n < N :54([n°]) =a (mod m)} = —

2. Démonstration du théoreme
2.1. Détection de la suite [n°]. Soit c>1ety=1/c. On a
m=[nlem<n°<m+1
em’ <n<(m+1)?
S —(m+1)"<-—n<-—-m"”
& [om) = [—m+1)7] = 1.
Par conséquent,
dooxlnD= Y xm)([=m] = [=(m+1)7]).
1<n<z 1<m<zx°
2.2. Terme principal. Terme d’erreur. Soit (x) =z — [z] —1/2. On a
I’égalité

Yoox(leD= > xm)((m+1)" —m?)

+ D xm)(W(=(m+1)7) = (=m7)).
On a o
Yo oxm)((m+1)=mM) =y Y x(m)m?" +0,(1)
1<m<zc° 1<m<zgec

ce qui nous donne le terme principal.
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Reste a démontrer

Yo xm)((=(m+1)7) = p(=m")) = Oy (z' ).

1<m<z¢
2.3. Passage aux sommes trigonométriques. Pour tout nombre réel z,
on pose e(z) = exp(2inz).

Nous utilisons maintenant une approximation classique de ¥ (x), sous la
forme donnée par Vaaler (voir [23], théoreme A.6 de [6]) :

LEMME 1. Soit H > 0. Il existe des suites ap, et by telles que ¥(x) =
P*(x) + O0(6(x)) avec

W)= Y Grelha), m| <1,

1<|h|<H
Sz)= > b—he(ha:) | < 1
H ) h .
|h|<H
Ce lemme nous ramene & démontrer les estimations suivantes :

S )@ (—(m+ 1)) = (=m7)) = O, (a"7),

1<m<zc°
%Z ’ Z e(hm?)

|h|<H 1<m<zc

= 0,(z").

Par découpage dyadique de lintervalle [1,x¢], il suffit de démontrer en
fait

Sii= Y xm)@*(—(m+1)7) =y (~mY)) = O, (M*9),

M<m<M'

S, ;:% S| X et =0,00

|h|<H M<m<M'

pour tout M € [1,2°] et tout M’ tel que M < M’ < 2M.

2.4. Majoration d’une somme d’exponentielles. Nous allons utiliser le
théoreme 2.9 de [6] avec ¢ = 0.

LEMME 2. Soit A# 0 eta € R, a # 0,1,2. Soit N > 1 et N’ tel que
N < N’ < 2N. Alors on a l’estimation

D> e(An®) < |A[VPN2 4 ATINT T,
N<n<N’
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2.5. Majoration de Sy. D’apres le lemme 2 on a

1 U2a7/2 4 p—1ayl—
Sp< oz D (WPMYE 4 hTIMYTY) + M/H

0<|h|<H

< (HWMW2 Ll

M M/H.
) )

On choisit H = M'=7*¢ d’ou
52 < M1/2+8/2+M7_6.

Donc pour ¢ suffisamment petit et v > 1/2 on a Sy < M77¢, ce qui termine
la majoration de Ss.

2.6. Transformation de Sy
Si=— > 2 Y x(m)(e(~hm) = e(=h(m +1)")).
1<|h|[<H =~ M<m<M’
On définit ¢p(x) =1 —e(h(z¥ — (x 4+ 1)7)) et on obtient
Si=— Y 2N x(m)e(—hm")gum(m)

I<|h|<H =~ M<m<M’

== Y FeM) Y x(m)e(—hm?)

1<|h|<H M<m<M’
+ f Z h 8¢h ¢n(2) Z x(m)e(—hm") dx.
1<|h|<H M<m<M’
Pour x € [M,2M] on a
én(z) < hM7™Y, 9¢p(x)/0xr < hM ™2,
Donc on a

S; < M"™' max Z ‘ Z x(m)e(—hmY)|.

M'€[M,2M]
O0<h<H M<m<M’

11 suffit donc de démontrer, pour M’ € [M,2M] et |ep| = 1 'estimation
S; < M'~¢ ou
Z €h Z x(m)e(hm?).
0<h<H M<m<M’

2.7. x est g-multiplicative. On pose m = ¢*a + b, et on remplace la
sommation sur m par une sommation sur a et b.
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Soit k& un entier > 1 et B = ¢*. On suppose B < M. Par la division

euclidienne, on a
M=AB—-R avec 0 < R < B,

M =A'B+R avec0< R < B.

Donc
Z En Z x(m)e(hm?) + O(HB)

0<h<H AB<m<A'B
= > e Y. > x(Ba+be(h(Ba+b))+O(HB).
0<h<H A<a<A’'0<b<B
Or x est g-multiplicative, donc on a
X(Ba +b) = x(¢*a+b) = x(Ba)x(b)

puisque b < ¢*. Par conséquent,

= > @ Y, D> X Je(h(Ba +b)") + O(HB)

0<h<H A<a<A’0<b<B
avec A < A" <24, M < AB < 2M.

2.8. Séparation des variables a et b. On a
b Y
h(Ba+0b)Y =hB7a" |1+ —
(Ba +b) a < + Ba)
2

- hB%ﬂ(l +y% +iy(v - gz + 0, (Blf 3>>
=hB"a" + yhbB"'a7 !
+ 29(y = 1)h*B"?a" " + O, (HB*M"7?),
donc e(h(Ba+b)?) = e(hBYa” +yhbB 7" ta? " + 2v(y—1)hb*B " 2a772) +
O,(HB3M"~3), ce qui donne, en remplagant dans 57,

2oen D, )

0<h<H A<a<A’ 0<b< B
x e(hBYa” +vhbBY ta ™! + Ly(y
+O(HB) + O,(H*B*M"™?).

En faisant Phypotheése B < M1+7)/3-2¢ o a lestimation souhaitée
pour les termes d’erreur intervenant dans S; (rappelons que v > 1/2). Il

1)hb*B7?a""?)

reste donc a estimer
dooen Y D
0<h<H A<a<A’0<b<B

x e(hB'a” +vhbB '’ + 1n(y — 1)h*B7 a7 7?).
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2.9. “Lissage” de la variable a. Par Cauchy—Schwarz, on a

SP<HA Y Y ‘ 3

0<h<H A<a<A’ 0<b<B
2
e(YhbB " 'a" Tt 4+ Ly(y — DRV BT a7 7?)
On pourrait maintenant développer simplement le carré, mais il est plus
agréable de faire appel a 'inégalité de Weyl-van der Corput :
LEMME 3. Soit L > K, Q > 0 et z;, des nombres complezres. On a
l'inégalité
2 L—-K q —
> o (50T (1Y) T s
Q Q .

K<k<L <
= lal<@ K<k—q,k+q<L

La preuve de ce lemme est similaire & la preuve du lemme 2.5 de [6].
On a maintenant, pour Q < B,

g2 Y% S| X e

0<h<H |q|<Q A<a<A’
0<b— q,b+q<B

+2y(y = 1)hbgB"%a""?)

)

d’ou
H?M? HM
S? < + —
Q Q
SO S S B S e A a)]
0<h<H 0<q<Q A<a<A’
0<b— q<B
0<b+qg<B

2.10. Fin de la majoration. Nous allons achever la majoration de S
en appliquant le lemme classique suivant, di & Kuz’min et Landau (voir
théoreme 2.1 de [6]).

LEMME 4. Soit I un intervalle sur lequel la fonction f est continument
dérivable de dérivée f' monotone et vérifie

17l = min{|f(7) = n| : i € I} = A > 0.

On a alors

Y elf(@) <A™t
iel
Posons donc
f(a) = 2vhgB a4 2y(y — 1)hbgB " %a¥ "2,



Répartition des fonctions g-multiplicatives 177

b
f'(a) = 2y(y = 1)hgB"~'a" =2 (1 + (v = 2)aB>
et donc si A > 3, f’ est monotone sur [A, A'[ et
1f' (@)l = 7*(1 = ~v)hgBM~?

des que l'on choisit (B, Q) tel que BQ = o(M*~¢). On a alors, grace au
lemme 4,

1
Z e(f(a)) < hqBM 2

A<a<A’
d’ou1 on déduit
H2M2 HMB—'y M4—2'y+26 M4—2'y
S% <« + mHInQ < + In M)2.
Q Q Q Q ( )

Choisissons Q = M?~27+4¢; on a donc S? < M?72¢ + M?~4¢(In M)?, d’on
pour M assez grand S < M!1~¢.

On vérifie maintenant sans peine que si v € ]3/4,1[, les conditions
imposées sont compatibles, c’est-a-dire qu’il existe € > 0 et u > 0 tels que

B = Mu, M272’y+4€ — Q < B < M(1+7)/372E
et

Ml—e
B = 0( > = o(M?*11759),
Q
Ceci acheéve la démonstration du théoréeme.

3. Démonstration des corollaires. Les corollaires 1 et 2 résultent
du critere de Weyl (voir [21]) et de la proposition suivante :

PROPOSITION. Soit ¢ un nombre réel, ¢ > 1, et a un nombre réel non
entier. Alors en posant v = 1/c on a

Z e(sq(m)a)ym? ™ = o(x).
1<m<zc
Par le lemme d’Abel on a

Z e(sq(m)a)ym? ™1

1<m<zgec

= g°0—1) Z e(sq(m)a) + (1 —7) f Z e(sq(m)a)u? =2 du.
1<m<ze 1 1<m<u

Posons S(N) = 3_,, - ne(sq(m)a). Onremarque que S(¢") = (3 ,e(ja))”

et donc que

in 2
()| = K" ot K = |22

sin 2mwa
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Par ailleurs, si

I
N = ijqN’“
k=1

est ’écriture de N en base ¢, on vérifie facilement que

S(Ny=>" > e(jor)S(g™*)

l

k=1j1+...+jk-1<j<ji+...+Jk
et donc
l
. 9—1 N+ (¢g—DK
S(N)| < KV < L gt <4 N
SV < Y gk < AL vt < 00
k=1
ou # =log, K.
Ceci nous montre donc que
Z e(s?(m)a)| < z°
1<m<zc°
et
‘ f Z e(sq(m)a)u? =2 du <<fu0+7_2du.
1 1<m<u 1

On en déduit

S elsg(m)a)m’ ™ < max(1,2'~(=0°),
1<m<z°

ce qui démontre la proposition.
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