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Einleitung. Eine klassische Konstruktion aus der algebraischen Zahlen-
theorie ist folgende: Zu jedem algebraischen Zahlkérper K kann man ein
sogenanntes System idealer Zahlen S zuordnen, welches eine Untergruppe
der multiplikativen Gruppe C* der komplexen Zahlen ist derart, dafi die
Faktorgruppe S/K* in kanonischer Weise isomorph zu der Klassengruppe
Cli von K ist. Diese Konstruktion geht auf Hecke [5] zuriick und hat fol-
gende wichtige Eigenschaft, die auch bei dem Hilbertschen Klassenkorper zu
K vorkommt: Jedes Ideal von K wird in K (S) ein Hauptideal, wobei K (.5)
den durch K und S erzeugten Unterkérper von C bezeichnet. Uber den
Grad [K(S) : K] behauptet Hecke, da8 [K(S) : K] = |Clk| sei; wir konnten
aber keinen Beweis dieser Behauptung in der Literatur finden. Der Zweck
unserer Arbeit ist einen sehr kurzen und einfachen Beweis der Gleichheit
[K(S) : K] = |Clk| zu geben, mittels eines schonen Satzes von Kneser [7].
Diese Gleichheit gilt allgemeiner fiir den Quotientenkorper eines Dedekind-
schen Ringes.

1. Terminologie und Grundbegriffe. In diesem Abschnitt bezeichnet
K einen beliebigen Korper, K seinen algebraischen Abschlufl und fiir jede
natiirliche Zahl n > 1 ist (,, eine primitive n-te Einheitswurzel, d.h. eine
Erzeugende der zyklischen Gruppe {z € K | 2" = 1}.

Ist G eine beliebige Gruppe, so schreiben wir H < G, wenn H eine
Untergruppe von G ist. Ist nun M eine Teilmenge von G, so bezeichnen wir
mit (M) die durch M erzeugte Untergruppe von G. Ord(g) bezeichnet die
Ordnung eines Elementes g € G und Exp(G) den Exponenten von G. Fiir
jeden Korper L bezeichnen wir mit L* die multiplikative Gruppe aller von
Null verschiedenen Elemente aus L. Schliefilich, werden wir die Kardinalzahl
einer Menge X durch | X| bezeichnen.

Der folgende Satz von Kneser ist fiir unsere Arbeit grundlegend:
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SATZ 1.1 ([7; Satz]). Sei L/ K eine endliche separable Kérpererweiterung
und G eine Gruppe mit K* < G < L* und endlicher Faktorgruppe G/K*,
so dafy L = K(G) gilt. Dann und nur dann ist |G/K*| = [L : K|, wenn fir
ungerade Primzahlen p jede zu G gehorige p-te Einheitswurzel ¢, schon in
K liegt, und wenn (4 in K liegt, falls 1 + (4 in G ist. m

Der obige Satz fiihrte uns zu der folgenden Definition:

DEFINITION 1.2 ([1; Definition 2.2]). Sei L/K eine Korpererweiterung
und G eine Gruppe. Die Erweiterung L/K heifit eine G-Knesersche Er-
weiterung, falls L/K eine endliche Erweiterung ist, mit K* < G < L*,
L = K(G) und |G/K*| = [L : K]. Die Erweiterung L/K heifit eine Kneser-
sche Erweiterung, falls L/K eine G-Knesersche Erweiterung fiir eine bes-
timmte Gruppe G ist. m

BEHAUPTUNG 1.3. Sei L/K eine separable G-Knesersche Erweiterung
und H eine Gruppe mit K* < H < G. Dann ist die Erweiterung K(H)/K
eine H-Knesersche Erweiterung.

Beweis. Wir wollen beweisen, da§ [K(H) : K| = |H/K*| ist. Dafir
wenden wir den Satz 1.1 von Kneser an. Sei p eine ungerade Primzahl mit
(p in H. Dann gehért ¢, auch zu G. Da K C K(G) eine G-Knesersche
Erweiterung ist, folgt aus 1.1, daf8 , in K liegt. Nehmen wir an, da$ 1 + (4
in H liegt. Dann liegt 1 4+ {4 auch in G, und aus 1.1 folgt es wieder, dafl
(4 in K liegt. Also sind die Bedingungen des Kneserschen Satzes 1.1 fiir die
Erweiterung K (H)/H erfillt. m

2. Das Hauptergebnis. Sei K ein algebraischer Zahlkorper, Ok der
Ring aller ganzen Zahlen von K, Iy die Gruppe der gebrochenen Ideale von
K, Hgk die Gruppe der Hauptideale von K, Clx = Ix/Hk die Klassen-
gruppe von K, h = |Clk| die Anzahl der Idealklassen. Sei Cy,...,Cs, s > 1
eine Basis der Abelschen Gruppe Clg: Jede Klasse C € Clyi besitzt eine
eindeutige Darstellung

C=Cit...Cl,
wobei 0 < r, < hg, hi die Ordnung der Klasse Cp,, k=1,...,8, h = hy ... hg
ist. Sei, flir jedes k = 1, ..., s, I ein ganzes Ideal der Klasse Cy. Dann besitzt

jedes gebrochene Ideal I € Ik eine eindeutige Darstellung
I=(a)I{*... T},

a € K*, 0 <71 < hg, E =1,...,s, wobei die Exponenten rj; eindeutig

bestimmt sind. Wir haben mit (a) das gebrochene Ideal aO bezeichnet.
Wegen C* = 1 gilt es I = (c) € Hg mit Zahlen ¢, # 0 aus K,

k=1,...,s, die nur bis auf willkiirliche Einheitsfaktoren aus K festliegen.
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Wir denken uns die Zahlen ¢y fest gewéhlt und bilden den Zahlkorper
(*) L= K(’n,...,%),

wobei i eine Wurzel des Polynoms Xhe — ¢, iiber K, also 72"’ = ¢, sei. Die
Zuordnung

()7 .. I s Ay,

a€ K*,0<rp<hg k=1,...,s, induziert einen Gruppenhomomorphis-
mus
(**) wKIK/HK_)K*<rYl)7’YS>/K*7

wobei 7 die Klasse des Elementes v von K*(71,...,7s) in der Faktorgruppe
K*{vy1,...,7s)/K* ist. (Siehe auch [8; S. 506].)

Offensichtlich, ist ¥ surjektiv. Wir zeigen nun, daf} tatséchlich ¢k einen
Gruppenisomorphismus ist. Dafiir geniigt es zu beweisen, dal r;, = ... =
rs = 0ist, falls c:=~* ...4ls € K*ist, 0 <71 < hg, k=1,...,s. In der
Tat, betrachten wir das ganze Ideal I = I} ... I7s. Wegen I} = (y;,) =
(cx), gilt ([,Op)" = (y,Op)"* fiir jedes k = 1,..., s, und es folgt daraus
1.0 =v.Op, k=1,...,s. Folglich ist

10 = (v ...755)OL = Oy,
und so ist
I =10, N0k =cO;NOk =cOk.
Die Klasse C von I in Cl ist also die Hauptklasse. Da C = C{*...CI* ist,

folgt es 1 = ... = ry = 0, was zu zeigen war.
Aus (%) folgt also unmitellbar folgende Gleichheit:

(K™ (715 07s) /K| = [Ix /Hi | = h.
Aus dem obigen Beweis folgen:

(1) Die Zahlen von (a)l;* ...I7* mit a € K* sind mit denjenigen Zahlen
von K identisch, welche durch avy*...~vl¢ teilbar sind (d.h., es ist aryj* ...
O N K = (a)lit .. I00);

(2) Das Ideal (a)I;*...IIs geht in das Hauptideal (av;'...~l®) des
Korpers K (ay;*...~%®) tber.

Hecke nennt die Gruppe K*(v1,...,7s) ein System idealer Zahlen zu K
und behauptet, dafl der Grad [L : K| = h sei, ohne einen Beweis zu geben
[6; S. 122].

Beziiglich derselben Problematik sagt Hasse: . auf die Frage nach
der Irreduzibilitit der Polynome X" — ¢, diber K wollen wir hier nicht
eingehen” [4; S. 544] und Ribenboim gibt nur die Ungleichung [L : K] < h
[9; S. 124] an.
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Mann kann sowohl die Behauptung von Hecke als auch die Irreduzibilitat
der Polynome X"* —¢;, iiber K sehr einfach mittels des Satzes 1.1 von Kneser
beweisen:

SATZ 2.1. Mit den obigen Bezeichnungen ist [L : K| = h.

Wir brauchen den folgenden Hilfssatz, der zuerst von Hecke in [5; S. 18]
zum Ausdruck gebracht worden ist.

HILFSSATZ 2.2. Sei e eine Einheit von L, die in K*(y1,...,7s) liegt.
Dann gehort € zu K.

Beweis. Nehmen wir an, dal ¢ = avy;* ... 75® ist, a € K*, 0 <1 < hy,
k= 1,...,s. Wegen I,i““ = (m)"™ = (cp) fiir jedes k = 1,...,s, gilt
(Ik(’)L)h’“ = (%OL)hk, und es folgt daraus IO = VO, k = 1,...,s.
Also, hat das Ideal I = (a)I]* ...I.* von K die Eigenschaft

IOL = (a'yfl .. .’7;5)0L = (E)OL = OL.
Wir erhalten

I:IOLQK:OLHK:C)K:(l).
Die Klasse C von I in Clk ist also die Hauptklasse. Da C = C;*...CL* ist,
folgt 11 = ... =rs; =0, und € = a ist ein Element von K. =

Beweis von Satz 2.1. Wir wollen beweisen, dafl
[K(v1y..y7s) s K] = |K*(y1,...,7s)/K*| =h
ist. Da K(vy1,...,7s) = K(K*{71,...,7s)) ist, reicht es, die Bedingungen
des Satzes 1.1 von Kneser zu priifen. Sei p eine ungerade Primzahl mit ¢,
in K*(v1,...,7s). Aus 2.2 folgt es, daB (, in K liegt. Nehmen wir jetzt
an, dafl 1+ (4 in K*{y1,...,7s) liegt. Dann liegt auch (1 + {4)? = 2(4 in
K*{vy1,...,7s), so liegt {4 in K*(y1,...,7s). Nach 2.2 liegt (4 in K. Die
Kneserschen Bedingungen sind also erfiillt. Aus 1.1 folgt es

K (- 7s) s K] = (K™ (0, 3 /K = e m

FOLGERUNG 2.3. Sei C eine Idealklasse von K und 7 das zugeordnete
Element in die Gruppe K*(y1,...,7vs)/K* durch den Isomorphismus {.
Sei m = Ord(C) in Clg. Dann ist [K(vy) : K] = m und jedes Ideal von C
wird ein Hauptideal in K (7).

Beweis. In der Tat, ist die Gruppe K*(y) eine Untergruppe von
K*{v1,...,7s), also erfiillt sie (nach 1.3) auch die Kneserschen Bedingungen,
o ist

[K(7) s K] = |K*{(7)/K*| = Ord(3) = Ord(C) = m. m
Bemerkung 2.4. Der Korper L = K(v1,...,7s) besitzt zwei Eigen-

schaften, die auch bei dem Hilbertschen Klassenkorper Kg zu K vorkommen:
Es ist [L : K] = h, und jedes Ideal von K wird in L ein Hauptideal. Im
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allgemeinen sind L und K, verschieden, weil L/K im allgemeinen keine
Galoissche Erweiterung ist. Die Folgerung 2.3 zeigt, dafl jede Idealklasse
C € Clk von der Ordnung m in die Hauptklasse eines Zwischenkorpers von
L/K vom Grade m iiber K iibergeht. Die Frage, ob K| dieselbe Eigenschaft
besitzt, ist von Artin und Furtwéngler negativ beantwortet worden. (Siehe
[3;S. 173-174].) m

SaTz 2.5. Sei I € Ik ein Ideal von K und m = Ord(C), wobei C die
Klasse von I in Clk ist. Sei ¢ € K* mit I"™ = (¢). Dann ist das Polynom
X™ — ¢ irreduzibel in K[X].

Beweis. Sei v eine Wurzel von X™ — c. Im Kérper K(v) ist IO,y =
YOk (y)- Sei € eine Einheit von Ok () mit € € K*(y), e =ay", a € K*, 0 <
r < m. Man erhélt I" = (IOk )" N K = ()" Ok () N K = (ea™)Of () N
K = (a7")Ok) N K = (a')Ok. Es folgt m|r, also ist r =0, und ¢ = a
gehort zu K*. Wir verfahren nun wie im Beweis von 2.1, um zu zeigen,
daB K(v)/K eine K*(y)-Knesersche Erweiterung ist. Also ist [K(v) : K] =
|K*(v)/K*| = Ord(¥). Sei n = Ord(7). Es folgt n|m. Im Kérper K haben
wir I"™ = (y™), also ist I"™ ein Hauptideal. Es folgt m |n, so ist m = n.
Also ist [K(7) : K] = m, und somit ist der Polynom X™ — ¢ irreduzibel in
K[X]. m

FOLGERUNG 2.6. Mit den obigen Bezeichnungen gelten die folgenden

Aussagen:

(1) Fiir jedes k = 1,..., s sind die Polynome X" —cy, irreduzibel iiber K .
2) Die Korper K(v1),...,K(vs) sind linear disjunkt tiber K.

( /Z gl gt ]

(3) Es gibt einen kanonischen Gruppenisomorphismus

Kyt os) K = [T (K (i) /K.
1<i<s

Beweis. (1) folgt unmittelbar aus 2.5.
(2) Wegen (1), gilt [K(v;) : K] = h;j fiir j =1,..., s, und somit ist

[K(v1,...,7s) : K]=h=hy...hs =[K(m1): K]...[K(ys) : K].

Das zeigt, da8 die Kérper K(71),. .., K (7s) linear disjunkt tiber K sind.
(3) ist klar, wegen des Isomorphismus
wK : IK/HK — K*<’yl,...,’ys>/K*. u

Bemerkung 2.7. Wenn 7}, eine andere Wurzel des Polynoms X"+ —cy,
k = 1,...,s, ist, kann man zeigen, daf§ die Koérper K(vq,...,7s) und
K(71,...,7.) isomorph iiber K sind, mittels des Isomorphismus v, — 74,
k=1,...,s. m

In [1] haben die Authoren die folgende Frage gestellt: Wie konnte man
die Zwischenkorper einer G-Kneserschen Erweiterung bestimmen? Fiir eine
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G-Knesersche Erweiterung L = K(G) kommen die folgenden kanonischen
Abbildungen « und ( vor:

a:L—G, «oF)=ENG,
B:G—L, B(H)=K(H),
wobei
G={H|K*<H<G},
L={F|K CFE, E Unterkorper von L},

ist. Der giinstigste Fall ist jener, wenn « und 3 inverse Bijektionen sind,
und in [1] ist dafiir eine notwendige und hinreichende Bedingung formuliert
worden.

SaTz 2.8 ([1; Theorem 3.7]). Sei L/K eine separable Erweiterung mit
L = K(G), K* < G < L* und endlicher Faktorgruppe G/K* vom FEzpo-
nenten n = Exp(G/K*). Mit den obigen Bezeichnungen sind die folgenden
Behauptungen dquivalent:

(1) L/K ist eine G-Knesersche Erweiterung und o und [ sind inverse
Isomorphismen von Verbanden;

(2) L/K st eine n-reine Erweiterung, d.h. fir jede Primzahl p oder
p =4 mit p|n liegt ¢, in K, falls (, in L ist. m

Im Falle einer Galoisschen Erweiterung L/K gibt es einen Antiisomor-
phismus zwischen dem Verband £ = {E|K C E, E Unterkorper von L}
und dem Verband aller Untergruppen einer kanonischen Gruppe, namlich,
die Galoissche Gruppe Gal(L/K), die zu L/K zugeordnet ist. Die Erweite-
rungen aus 2.8 haben eine duale Eigenschaft: Es gibt einen Isomorphismus
zwischen £ und dem Verband aller Untergruppen der Gruppe G/K*. We-
gen dieser dualen Eigenschaft, nennen wir die Erweiterungen wie in 2.8
G-kogaloissche Erweiterungen.

Es entsteht nun die natiirliche Frage, ob die oben betrachtete Erweite-
rung (*) K(v1,...,7s)/K eine K*(v1,...,7s)-kogaloissche Erweiterung ist.
Die Antwort ist negativ.

Betrachten wir zum Beispiel den Korper K = Q(v/—87), fiir den h =
6 ist. (Siehe die Tabellen aus [2].) Da —87 = 1 (mod 4) ist, ist O =
Z[@] Die Primidealzerlegung von 3 in O ist 30k = (3,v/—87)%
Das Primideal I = (3,+/—87) ist kein Hauptideal. In der Tat, nehmen wir
an, daf§ I = () ist, mit einer Zahl

1 _
5:a+b+T V87

aus O . Wir bezeichnen mit N = Ng g die Normabbildung der Erweiterung
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K/Q. Es folgt N(6)| N(3) =9 und N(9) | N(v/—87) = 87, so ist

b\? b2
N(0) = <a+2> +87Z = a® + ab + 22b* = 3.
Diese Gleichung ist unlésbar im Ring der ganzen rationalen Zahlen: Fiir
ab > 0 ist das offenbar; wenn ab < 0 ist, folgt es a® + b*> > —ab und 21b% >
21 > 3, und wir erhalten a® + 22b%> > 3 — ab, und so ist a® + ab + 226> > 3.

Die Klasse C; von I in Cli hat also die Ordnung 2, und es ist I? =
(3) = (—3). Wir wihlen 3 = /=3 als ideale Zahl fiir I. Die Gruppe Clg
ist zyklisch von der Ordnung 6, so gibt es eine Klasse Cs von der Ordnung 3,
und {C1,Cs} ist eine Basis von Clg. Sei 75 eine ideale Zahl fiir ein ganzes
Ideal von Co. Die Gruppe K*(y/—3,72) ist ein System idealer Zahlen zu K.
Nach 2.1 ist die Erweiterung L/K mit L = K(v/=3,72) eine K*{\/=3,72)-
Knesersche Erweiterung. Man hat Exp(K*(v/=3,%)/K*) = 6, 3|6 und
(3 = (14++/=3)/2 gehort zu L, so ist die Erweiterung L/K keine 6-reine
Erweiterung. Aus 2.8 folgt es, dal L/K keine K*(y/—3, v,)-kogaloissche Er-
weiterung ist.

Jedoch, wenn der Grundkorper K eine reele Einbettung besitzt, konnen
wir die idealen Zahlen 71, ..., ~, derart bilden, daf} die Erweiterung L/K mit
L = K(vy,...,7s) eine K*(~q,...,7s)-kogaloissche Erweiterung ist. Ohne
Beschrankung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dal K C R ist. In
der obigen Konstruktion der idealen Zahlen kénnen wir ¢; > 0,...,¢5s > 0
wahlen. Fiir v, wihlen wir die positive reele Wurzel des Polynoms X"* — ¢y,
1<k <s Dannist L =K(v,...,7s) ein reeler Korper, der auer 1 und
—1 keine Einheitswurzeln mehr enthélt, so ist L/K in trivialer Weise eine
n-reine Erweiterung fiir irgendwelche natiirliche Zahl n. Nach 2.8 ist L/K
eine K*(vy1,...,7s)-kogaloissche Erweiterung.

Gleichfalls, wenn ¢, in K liegt, dann ist die Erweiterung L/K mit L =
K(v1,...,7s) eine K*(7y1,...,7s)-kogaloissche Erweiterung. (Siehe [1; The-
orem 5.2].)

Es sei endlich bemerkt, daf3 alle oben festgestellten Ergebnisse fiir Dede-
kindsche Ringe verallgemeinert werden konnen:

Sei A ein Dedekindscher Ring mit endlicher Idealklassengruppe Cl4 von
der Ordnung h und Quotientenkérper K. Nehmen wir an, dafy die Charak-
teristik von K verschieden von 2 und relativ prim zu h ist. In diesem Falle
kénnen wir die am Anfang des Abschnitts 2 durchgefithrte Konstruktion
mutatis mutandis wiederholen, und damit konnen wir ein System idealer
FElementen K*(v1,...,7s) zu K bilden. Wir erhalten:

SATZ 2.9. Sei A ein Dedekindscher Ring mit endlicher Idealklassengruppe
von der Ordnung h und Quotientenkérper K. Wir nehmen an, daf$ die
Charakteristik von K wverschieden von 2 und relativ prim zu h ist. Dann
gelten fiir A die Behauptungen aus 2.1, 2.3, 2.5 und 2.6. =
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