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1. Introduction. Il est bien connu qu’une fonction f sur R™ est har-
monique — Af = 0 — si et seulement si sa moyenne sur toute sphere est
égale a sa valeur au centre de cette sphere.

De maniere semblable, f vérifie I’équation de Helmholtz Af + c¢f = 0
si et seulement si sa moyenne sur la sphere de centre x et de rayon r vaut
I(n/2)(r/c/2) /2 J gy 2 (r/C) - f(a).

Dans ce travail, nous généralisons ces résultats & I'opérateur (A + c)*
ou k est un entier strictement positif et ¢ une constante non nulle. Bien
qu’une méthode pour y parvenir soit esquissée dans [CH] (pp. 286-289), il
semble que les calculs explicites nécessaires n’aient jamais été faits en toute
généralité pour cet opérateur (voir, pour le cas n = 3, [F], p. 87).

La formule de la moyenne a laquelle nous aboutissons permet de démon-
trer — résultat cité par Herz ([H], p. 711) — qu’une fonction bornée f dont
le spectre est dans S”~! vérifie (A+472)Ff =00t k = [(n +1)/2], et ceci
sans utiliser Beurling—Pollard.

2. Notations. Dans R™ (n > 3) muni de la norme euclidienne || ||,
nous notons B(z,r) la boule ouverte de centre x et de rayon r, B'(z,r)
son adhérence, S(x,r) la spheére de centre = et de rayon r, do,(y) 1’élément
d’aire sur S(z,7). Si f est intégrable sur S(z,r) nous posons

M(fra,r) = —— [ fly)don(y)

n—1
WnT S(z,r)
oll wy, est aire de S~ = 5(0,1) — i.e. w, = 27"/2/'(n/2).
Nous désignons par A le laplacien usuel : Z?Zl 0? /81‘?, et par AF
k itérés successifs de A, avec A? = id.
Nous notons &' (R™) ’ensemble des distributions & support compact dans

R™; si T en est une, sa transformée de Fourier 7T est la fonction (analytique)
en z, T(y — e~ 2m@W)) (voir [9]).
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La fonction de Bessel de premiere espece d’ordre v est définie par (cf. [W])

IR G L A S
JV(Z)—];)MF( +k+u)(2> |

Le coefficient binomial (’;’f) est posé égal a zéro pour r < 0 ou r > m.

Le polynéme [y],, en y de degré m est défini par [ylo = 1 et [y], =
y(y—1)...(y—m+1) pour m > 1. Enfin, nous notons | x| la partie entiere
du nombre réel z.

3. Dérivabilité

DEFINITION 1. Soit U un ouvert de R™. Nous posons C9 (U) = C°(U);
puis, par récurrence, C¥(U) = {f € C*(U) | Af € C¥F~2(U)} pour tout
k € N; et enfin CX(U) = ,,en CA™(U).

PROPRIETES.
C?*(U) c C¥F(U) > CET2(U) o CF(U) > C>(U).

Supposons qu’une fonction f € C°(U) vérifie, pour toute boule B’(z,r)
C U, une formule de la moyenne du type

(1) M(f,z, 1) =e(r)f(z)
ou ¢ est une fonction analytique ne dépendant pas de z, avec p(0) = 1.
Nous avons

[ 1) do(y) = war™ o) f(a),

S(z,r)

d’ou

R R

fdr f fy)do.(y) = f(zx) fwnr"_lga(r) dr,

0 S(z,r) 0
c’est-a-dire
(2) [ f(z)dz = y(R)f(x)

B(z,R)

pour toute boule B’(z, R) C U, avec ¢ analytique non nulle.

On démontre en dérivant que, réciproquement, si (2) a lieu dans toute
boule B’(xz, R) C U, alors (1) est vérifiée pour toute boule B’(x,r) dans U.

Remarquons encore que, puisque les zéros de v sont isolés, il suffit de
vérifier (2) hors de ceux-ci pour l'avoir partout, vu la continuité en R de
fB(z’R) f(z)dz.

Si f est continue, la fonction z — [, @r) (z) dz est contintiment déri-
vable par rapport a la (¢ variable ([Vo], II, p. 150). D’apres (2) c’est donc
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aussi le cas de f(z) et nous avons (méme référence)

wRlw =2 [ j@a= [ e

B(w,R) B(‘TVR)

Par induction il vient que si feC%(U)vérifie, pour toute boule B'(z,r)U,
M(f,x,r) = p(r)f(x) on ¢ est analytique, avec p(0) = 1, alors f est de
classe C'*° sur U et ses dérivées de tous ordres vérifient cette méme formule
de la moyenne.

Soient maintenant k € N et f € C¥(U) qui vérifie, pour toute boule
B'(xz,r) C U, une formule de la moyenne du type

M(f, ,7) Zsop )AP f(x

ot les ¢, sont analytiques indépendantes de z, ¢o(0) =1 et ¢1(0) =... =
¢k (0) = 0. Ainsi,

or(r)AF f(z) = M(f, ,7) - Zsop VAP f (w

et, comme plus haut, ceci équivaut a

(3) w(R)A (@)= [ [z dz—pr VAP f(z

B(z,R)

pour toute boule B’(x, R) C U, avec 1), analytique non nulle.
Puisque, par hypothése, le membre de droite dans (3) est, comme fonc-

tion de z, de classe C?, c’est aussi le cas du membre de gauche; d’ou
feC¥FU) et

k(R)AM f(z) = [ A dz—Zw R)AP*! f(x)

B(z,R)

Par induction il vient que si f € C3(U) vérifie, pour toute boule B'(x,r) C
U, m(f,z,r) = lezo op(r)AP f(x) ou o, ..., pr sont analytiques, avec
©o(0) =1 et ¢;(0) =0 pour 1 <1 <k, alors f € CX(U) et A™ f vérifie
cette méme formule de la moyenne, quel que soit m € N.

4. Moyennes sphériques. Ce paragraphe étant essentiellement une
généralisation a R™, n > 3 quelconque, d’un travail de Pizetti en dimension 3
(cf. [P]), nous nous permettrons d’omettre le détail des calculs, que le lecteur
intéressé pourra reconstruire aisément.



210 F. J. GONZALEZ VIELI

Fixons-nous U un ouvert de R”, x € U et R > 0 tel que B'(z,R) C U. Si
f est une fonction C? sur U, on obtient, en appliquant la formule de Green

[(F-A9g—g-Apdz= [ (f-0ug —g-0,f)do

9} o082

1 1
[s=al =2~ R

et 2= B(xz,R)\ B'(x,0) et en faisant 6 — 04, l'identité

(n—2wnf(e) = s [ f()don(y)

9(z) =

n—1
R S(z,R)
1
+ oA <Rn 2‘||z—asun2>dz'
B(z,R)
D’ou
R n—1
(@) MR = @)+ —— [(o— L )M(Afz,0)d
s Ly n_2 0 Rn_2 y Ly 0 0

0
Ceci justifie 'introduction de la
DEFINITION 2. Si g est une fonction continue sur Ry, nous notons
(Zng)men la suite de fonctions continues sur R, définies par récurrence
ainsi :
Iog =9,

1 t anl )
Img(t) = p— i Zm-19(0)do sim > 1.
0

Nous notons encore en particulier I,,, = Z,,1.

PROPRIETES. On a

In(t) = —5 r:fnﬂ (;>

Ti(Tig) = Te119,  Im(g+h) =ZLpng +Inh,
1Zmg(t)] < OSUP lg(a)l - Im(ﬂ

On démontre aisément par récurrence a ’aide de la formule (4) la

PROPOSITION 1. Si f € C3"T*(U) et B'(z,r) C U, alors

m

iflx 27
M(f, 2, R) — r(Z) > M (Jj) Tt MA™ L, 2, 0) ().
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Il en découle, avec la majoration |M(g,,0)| < supyep (s, l9(y)| si
0<o<r:

PROPOSITION 2. Si f € CY"T2(U) et x € U, alors

m . m!I'(m+n/2)
Af) = I ey

() (e () & st (3) )

=0

5. Calculs combinatoires. Soient k un entier > 1 et ¢ une constante
non nulle. Supposons qu’'une fonction u sur R™ vérifie I’équation

k
(A+c)fu=0, Cclest-a-dire Z (k>ck_pApu =0.

p=0 p
Ainsi A*u est combinaison linéaire des A%u, ..., AF 1wy :
=1
AFy = — Z < >ck_pApu.
p

p=0
Il en est bien siir de méme pour les A*+ly avec [ > 0; posons donc
k-1
(5) Ay = (1) " a(p, )P AP,
p=0

les coefficients a(p, ) dépendant également de k et de n.
I1 découle de I’équation (5) les formules suivantes :

a(p,0) = <k> pour 0 <p<k-1,
p
a(0,l+1)=a(k—1,1) pourl >0,
a(p,l+1) = <k>a(k:—l,l)—a(p—1,l) pour 1 <p<k-—1letl>0,
p

qui déterminent entierement les coefficients a(p, ).

En calculant quelques termes a(p,l) pour k = 2,3,4 et 0 <[ < 4, on
remarque que a(0,1) = (kzi_ll), a partir de cette hypothese il vient, pour

tousl>0et 1 <p<k-1,

o £ (L))

r=0
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et il suffit, pour vérifier la validité de cette formule, de constater que
I'identité a(0,l + 1) = a(k — 1,1), qui s’écrit maintenant

k—1
k+1 k k4+1—1—r
— —1)"
(o) =zer(ho) (e
découle, par exemple, de l'identité (5a), p. 6 de [R].
Nous voulons maintenant étudier la série indiquée par la proposition 1 :

0 27
Zl(R> Ay,
jzoj!F(j +n/2)\ 2
en la réduisant & une combinaison linéaire de A%, ..., A¥~1u. Pour cela
transformons le terme
oo 1 23 )
S (1)
2 GG+ /2 \ 2
0o 1 R 2j k—1
= = 1)7—k+1 — K\ PAP
> e (s) (0 a - heran)
Jj=k p=0
S = (—1)a(p,j — k) (RyE\*
= <—1>"““c‘p(Z TG 1172 ( 2 > )Apu
= = I +n/2)
— (_1)k—1 <R\/E>
2
k—1 o) ; . 2j+v
_ (=1)a(p,j — k) (Rﬁ> ! )
X Zc ”(Z . : APy
|
= = JIr(l+j+v) 2
ou nous notons v = (n — 2)/2.
Comme
P
E \[x—1—7]k
7 —k) = —1)" —_
) e (R e

a(p,x—k) est un polynéme en = de degré k—1 (ceci implique la convergence
absolue et uniforme sur tout compact — en z — des séries

o (—1)a(p,j = k) (2/c\7
2 i+ ) ( 2 )

j=k

pour p = 0,...,k — 1). Nous pouvons donc définir des coefficients b(p, m)
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pour 0 <p, m <k —1 par

(8) a(p,x —k) =Y _ b(p,m)[x + V).
m=0

Alors

o~ (CDIa(p,j — k) (RVE\FT

; j!F(l—l—j—i—u) < 2 )

20 (—1) e b(p,m)[j + vl Ry
Z 4! 19(1 +7+v) < )

2
j=k
k—1 oo i 2j+v
_ . (-1 NG
_n;)b(p’ );jlf(1+j+u—m)< 2 )
B k—1 R\ﬁ m
—mzob(p,m)< 5 )

% (Jy_m(R\/a B (Rf)ﬁw—m)

JIl+j+v—m)

j=0

k—1 m
_ b(p,m)<Rf> Ty (BA/G)

m=0

k—1 i 2j+v k—1
(-1)! (Ry/c b(p,m)

_; 5! (2) = T(1+j+v—m)

S Rye\" N (Walp.j — k) (RyE) 7
:mzob(p’m><2> J”m(R\@_; JIT(1+j+v) < 2 > ‘

Les coefficients a(p,l) n’ont d’abord été définis que pour I > 0, mais la
formule (7) permet de les généraliser a [ < 0, justifiant la derniére expression
ci-dessus. Un calcul dans quelques cas permettra au lecteur de soupconner
que, pour tous 0 < p,r <k —1,

a(p,r —k) = (=1)" 14,
ce qui devient évident si 'on considere la signification de la formule (5)
pour —k < [ < 0, les A%, ..., A¥=1y ayant été implicitement supposées
linéairement indépendantes.
Remarquons que ceci implique 'identité, pour 0 < p < k — 1,
1 =]k
pl(k —1=p)(z—p)’

(9) alp,x — k) =
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puisque ce sont la deux polynomes de degré k — 1 prenant la méme valeur
aux points 0, ..., k—1. En particulier, en comparant le coefficient dominant
de a(p,x — k) dans (9) et (8) nous obtenons

1 1 (k-1
10) b(p’k_l):p!(k—l—p)!:(k—l)!< p )

Nous avons donc
i( Ya(p,j— k) [ Rye\*™
= JU' (1437 +v) 2

::Z o.m <Rf>mJVmR\[ e 1 (Rﬁ>zp+u.

pPr(l+p+v)\ 2

Par conséquent,

oo

S ram(z)

= (=)™ <R\[>_szl ”(ibn <Rf>mJym(Rﬁ)>Apu

p=0

p=0

D’ou enfin la formule

1 R\*
) Z@wwm(z) A

6. Résultats

THEOREME. Soient U un ouvert de R™, k un entier > 1, u une fonction
de C°(U) et ¢ une constante non nulle.

(i) Supposonsu € CE=2(U). Si, pour tout x € U, il existe ro = ro(z) > 0
avec B'(xz,19) C U tel que, quel que soit 0 < r < rg,

M(u,z,r) = (n/2)(— )e

S () et B (St e 20

alors (A+ c¢)fu =0 sur U.
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(i) Réciproquement, si (A + c)*u = 0 sur U, alors la formule de la
moyenne ci-dessus est vérifiée pour tous x € U et r > 0 avec B'(z,r) C U.

Remarque. Les coefficients by(p,m) sont définis, pour 0 < p, m <
k —1, par

B 1 [x] n—2
Zbk(p,m)[x—i-y]m—p(k_l_ )(m_kp) et v= 5

Preuve du Théoreme. Supposons d’abord que, pour tout z € U,
il existe rog > 0 avec B'(x,rg) C U tel que, quel que soit 0 < r < rg, la
formule de la moyenne énoncée en (i) soit vérifiée. Alors, vu le paragraphe
3, u € CX(U) et, utilisant la proposition 2, nous avons

AFy(z) = lim —ZA (p,r ()

r—04

e S G0 () s s ()]
(voir calculs apres la formule (8)).

La série définissant A(p,r) étant uniformément convergente dans
B'(0,rp), nous trouvons

lim A(p,r)
r—04
oS ; . 25—2k
— ) =nker S (=cValp,j—F) . (r
k'F<k+2 (=1)% A T+ ) A5

— S Gt ()
) , e
g M <k+ )[ Z AT +j+v) <2>
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k
| n _1\k k—p (_1) a(p,O)
+rli%1+kf<k ) Ay s

+

k
p
parce que a(p,j — k) = (=1)77F+15,, 81 0 < j < k—1 et a(p,0) = (];)
Bref,

:0+0+c’“p<

\/

Afu(z) = — kf &—p(’f ) APu(a):

p=0 p

d’ott (A + ¢)*u(x) =0 et (i) est établi.

Supposons ensuite que (A+c)*u = 0 sur U. Comme l'opérateur (A+c)*
est hypoelliptique, u est C* sur U (cf. [S], p. 143); par le paragraphe 5 nous
savons que la série

[e o]

> s (5) A

=0

converge uniformément sur tout compact et vaut, d’apres (11),

0 S () e (pr, e Avu(a).

m=0

La proposition 1 appliquée & u et & B’(z,r) C U donne

M(u, a,r) = F(Z) g‘) M (;>2jAju(CE)

+ Lt M(A™ 2, 0) ().
De plus,
| Zin1 M(A™ 2, 0) ()|

2m—+2
I'(n T
' ( / ) < ) sup |Am+1u(y)‘
m—i—l)Fm—l—l—l—n/Q) yEB' (z,r)

(
I'(n/2) r\ 2"
St DINm+ 14 1/2) <2>

x Y lalpym+1—k)e™ P sup | APu(y));
p=0 yGB’(a:,r)

comme les séries

i(—w’a(p,j—k)(rﬁ)”, =0, k=1,
=0

Jrl+j+v) \ 2
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convergent absolument et uniformément sur tout compact, nous en dédui-
sons que

lim Z,, 1 9M(A™  u, 2, 0)(r) = 0.
m—0o0
La conclusion suit.

Remarque. Une autre méthode pour obtenir ce résultat consisterait
a calculer l'équation différentielle vérifiée par la fonction radiale
r+— M(u, z,r), puis a U'intégrer (cf., pour k = 1, [FH], prop. I1.3, p. 25; voir
aussi [Va] dans ce méme cercle d’idées).

COROLLAIRE 1. Soit T € £&'(R™) une distribution a support dans S™~1.
Notons 7 = FT et prenons k un entier > 1. La fonction T vérifie sur tout
R" I’équation (A + 472)F1r = 0 si et seulement si, quel que soit x € R™,
M(7, 2,7) = O(r¥=("+D/2) 4 Vinfini.

Preuve. La condition MM(7, z,7) = O(rF~(+1)/2) i I'infini est néces-
saire d’apres la partie (i) du théoreme et parce que J,(t) = O(t~/2) &
Vinfini pour tous p € 37Z (cf. [W], p. 199).

Montrons qu’elle est suffisante. Nous savons déja qu’il existe [ € N tel
que (A+472)lr = 0 sur tout R™ (voir [S], pp. 128 et 284). Si [ est inférieur
ou égal & k, il n’y a rien a établir. Supposons donc [ > k. Vu le théoréme,
partie (ii),

M(r,z,7) = I'(n/2) (1)t

x 0<T\f>m_yjym(r\/a)(fbl(p,m)c—mpf(x))

-~ 3
| >~
=N

p=0

3
]

pour tous = € RTL’ > 07 Otl Cc = 47T2. Comme
T\/E l—1—v
(2) Ju—l+1(r\/5) — O(rl—l—(n—Z)/Q—l/Q) — O(Tl_(n+1)/2),

I’hypothese entraine
-1

Zbl (p,l —1)c"PAPT(z) =0,

p=0

c’est-a-dire (voir (10))
!

i (1_11)'<z ; 1>C_pApT(x) —0

p=0
ou encore, pour tous x € R,
(471'2)1_l

= (A + 47?17 (z) = 0.
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En procédant par induction, on montre que (A + 472)*7 = 0.

COROLLAIRE 2. Soit f € L>®(R") avec spec f C S L. Alors (A +
4r2)k f =0 sur tout R™, o k = |(n+1)/2].

Preuve. Comme le spectre de f est inclus dans S"~!, f est la trans-
formée de Fourier d'une distribution & support dans S™~!. Parce que f est
bornée, M(f, z,r) = O(1) pour tous x € R™, r > 0. Soit [ € N minimal pour
lequel (A +472) f = 0, c’est-a-dire, vu le corollaire 1, minimal pour lequel
M(f,z,7) = O(r'=(+1/2) § Pinfini; nous devons avoir [ — (n +1)/2 < 0,
ie. I <[(n+1)/2].

[CH]
[FH]

[F]
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