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STUDIA MATHEMATICA 116 (1) (1995)

Stabilité du spectre ponctuel
d’opérateurs de Toeplitz généralisés

par

LIOUDMILA NIKOLSKAIA (Bordeaux)

Abstract. A general scheme based on a commutation relation is proposed to give
rise to a definition of generalized Toeplitz operators on a Banach space. Under suitable
conditions the existence of a symbol is proved and its continuation to algebras generated by
generalized Toeplitz operators is constructed. A stability theorem for the point spectrum
of an operator from generalized Toeplits algebras is established; as examples one considers
the standard and operator valued Toeplitz operators on weighted Hardy spaces and on
spaces of functions (distributions), with weighted [? Fourier transforms.

1. Introduction. Dans cet article nous étudions le probléme de stabilité
du spectre ponctuel de certains types d’opérateurs dans un espace de Ba-
nach X par rapport aux perturbations compactes. Une valeur propre A de
Uopérateur T' est dite steble si Ker(T + K — M) # {0} pour tout K € &,
ot B, est I'idéal deg opérateurs compacts.

Plus précisement, nous considérons les opérateurs de Toeplitz (Wiener—
Hopf si on a choisl une réalisation sur 'axe réel) et des opérateurs plus com-
pliqués qui sont des compositions de tels opérateurs. A tout opérateur T' on
fait correspondre un “symbole” sym{T", et le probléme de stabilité du spec-
tre se résout en fonction du “symbole”. Les résultats obtenus généralisent
(9], [10] et certains autres résultats connus.

1.1, Point de départ. Un opérateur T' de Toeplitz (de Wiener-Hopf dis-
cret) au sens classique est défini dans L'espace [2 (au moins sur des suites &
gupport fini) par la formule

T = {%k(@ - =)},
ol k est une fonction sur Z. Il est borné si, et seulement si, il existe une
fonction ¢ € L=(T), ot T = {2 : |z| = 1}, dont les coefficients de Fourier
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2 I, Nikolskaia

{B(5)};ez coincident avec {k(5)};ez. Si I'on considére I3 comme la trans-

formée de Fourier de Pespace de Hardy H? = H2(T), f = z = {F(N}izo0,

lopérateur T' se transfere dans H? comme opérateur défini par la formule
Tf=Tof=Prpf, [eHT),

ol P est la projection orthogonale de Vespace L*(T) sur H2(T) (projection

de Riesz).

Dans ce cadre classique de 'espace de Hardy on considere ensuite (voir
2], [11], [5] pour tous renseignements} une algébre des opérateurs composés

n iz
alg Ty = {ZHT% Loy € Ay mym > 1},
i1 =1
ot A est une sous-algebre de L°°{T), ainsi que 'application sym : algT4 —
A définie par
T m n m
o (3 1150) = 3 Tl
i=1 =1 i=] =1
Cette application est bien définie (c’est-a~dire ne dépend pas de représenta-
tion de 'opérateur 7" sous la forme T = Y7, J”.'=1 Ty, ) et posséde un pro-
longement & Yalgébre alg Ta, I'adhérence uniforme {en norme opératorielle)
de algTy.
Dans cette notation le théoréme suivant était démontré dans [9].

1.2. TuEOREME. Soient ¢ € C = C(T) et X € C. Les assertions sui-
vantes sont équivalentes.

L. A est une valeur propre stable de Uopérateur T,
2. A est une valeur propre de tout opérateur T de algébre alg Tg avec le
méme symbole .

3, (C)# A pour ( € T et Indp — ] <0, ot

i T
Ind @ = ——[arg &(c*)|{Zf"
pour une fonction & continue sur T.

1.3. Organisation de l'article. L’objectif de cet article est une généra-
lisation de ce dernier théordme, plus précisément, I'analyse générale des si-
tuations ol l'on peut garantir une conclusion semblable; A titre d’exemple
on considére les opérateurs de Toeplitz & valeurs tant numériques que vec-
torielles dans les espaces de Hardy pondérés, de méme que dans les egpaces
de type IP(Z), plains et pondérés.

Ces exemples occupent la Section 5 de Particle; ils sont accompaniés
d’une analyse {partiellement nouvelle) de la structure des algébres alg T
associées aux algtbres dé symboles F de type H* +C. De plus, nous allons

oL
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traiter une généralisation d'un théoréme de I. Verbitski ([17]; voir [2] pour
un exposé de synthése) en établissant un plongement {F : T : If (wn) —
IR (wn)} € Mult(l”) pour une classe assez générale de poids wy,.

La Section 2 contient deux méthodes générales pour définir le sym-
bole dun opérateur de Toepiitz généralisé (OTG) (un opérateur défini par
I'équation opératorielle S, TS = T, olt 5, &, sont les compressions de cer-
tains opérateurs de type translation (shift)).

La Section 3 est consacrée & Panalyse des hypothéses supplémentaires sur
les opérateurs S, § et & lalgébre F garantissant la décomposition directe
de type alg T'r = T + scom Tx.

La Section 4 contient le résultat principal de article (Théoréme 4.1) :
un critére de stabilité du spectre ponctuel d'une composée d’0TG T par
rapport soit & des perturbations compactes soit & des variations T — TV
gardant le méme symbole sym 7 = sym 7”; la, preuve est basée sur le schéma,
général des Sections 2-3 et nos résultats antérieurs [§].

2. Existence du symbole

2.1. Relévement d’une équation opératorielle. Soit X un espace de Ba-
nach. On considére des opérateurs T', S, S, : Xy — X bornés et tels que

(2.1) _ S, TS =T.

On suppose qu'il existe un espace de Banach X contenant X, comme
un sous-espace et des opérateurs U, U, : X — X bornés satisfaisant les trois
axiomes suivants:

(A1) il existe un sous-espace X tel que X = X_+ X (somme directe),

(AZ) UX,CcX,. et U|X+ =5,

(A3 UX. C X_ et PLU| X, = 8., ot Py est la projection X — X
annulant X...

Pour rendre plus flexible la méthode générale (en particulier, pour inclure
le cas de certains espaces pondérés I7(w,), voir Section 5 ci-dessous) on
considére Pespace X = X° plongé continfiment dans une chaine de trois

autres espaces X' de méme nature,
X=X + X\ (somme directe), XL CXI™, i=0,1,2

et tels que lopérateur U, admet un prolongement continu X2 — X? (désigné
par la méme lettre).

2.2. PROPOSITION. Soit X° un espace réflexif. On suppose que
(Ad) SUpPy, >0 ||U'”\X+||X+—»X1 < 00, SUPy,~g E|U;L|X-2|-Hx3r—>xa < 0, -

et que T est un opérateur borné de Xy dans X4 et de X1 dans X2 vérifiant
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Véquation (2.1). Alors il existe un opérateur borné F : X . — X° el que

(2.2) F=UFU|X,
et
(2.3) Te=P Fz, z¢&X,.

Réciproquement, siun opérateur F @ X.. — X° satisfait les équations (2.2)-
(23) et i TXy C Xy onal=8T8.

On appellera 'opérateur F' un symbole de T' et 'opérateur
TF = P_I_F|X+
opérateur de Toeplitz généralisé {OTG). Pour la plupart des applications on
pose X' =X, i==1,2,3.

Preuve. On utilise une limite de Banach généralisée dans Pespace {*;
notons une de telles limites par GLIM. D’aprés Uhypothése, quels que soient
z€ X.etye (X3, ona

(U2T0 2, 4)| < U1K N s [Tz e 101X by s - Ll D
< const,
et dongc il existe la limite généralisée
GLIM, (UMTU™x,y) =: fz,y), Vze Xy, vye (X3*

La fonction f ainsi définie est une forme bilinéaire bornée sur le produit
X % (X®)*. Alors, il existe (vu la réflexivité de X 3) une application linéaire
continue F : X — X? telle que f(z,9) = (Fz,y) por z € X, et y €
(X%)".

11 est facile de vérifier que F satisfait Péquation F = U, FU|X et que,
de plus, quels que solent z € X et y € X}, on a

(T'T'a y) = (;ST'TS”:D, y) = (P+UfTU”a:,y) = (UBTUR'T? P:-y)
et alors
' (Tz,y) = (Fz, Ply) = (PyFa,y),
c’est-d-dire I'v = Py Fa, z € X,
La réciproque est évidente. w

2.3. COROLLAIRE. 81 U et U vérifient les hypothéses de la Proposition
avec X = X' = X¥= X3 alors le symbole F est un opérateur de X, dans
X satisfaisant (2.2) (et borné). w

2.4. Remarque. En fait, on peut prolonger le symbole F' sur le sous-
espace vectoriel '

Past(X, )= {z € X : dn > 0 tel que Uz € X4}

Opérateura de Toeplitz généralisés 5

en utilisant 'équation U, Flix = Fz, et ensuite UPFU™z = Fx. 81 l'on
remplace la condition (A4) par

(Aﬁl’} SuanO I’Un||X—>X1 < 0o, SUPngo ”Ul?'lX-%-”Xi-—vXa < 09,

et les formes linéaires d’aprés la preuve de la Proposition par (UMTPLUz,y)
on obtient un symbole F' bien défini (et borné) dans Iespace X tout entier
et satisfaisant 'équation de Toeplitz généralisée (ETG)

(2.4) UFU = F.

2.5, Unicité du symbole. Pour les symboles définis sur X4 (voir Propo-
sition 2.2) il y a une condition suffisante d’unicité trés simple.

2.6. LEMME. Supposons que

(2.5) () Urx- = {o}.
w20
Alors, si F satisfoit (2.2) et Tr =0 ona F = 0.

Preuve Pour z € X, ona Fo =UlFU"z € UPX.. (puisque T = 0)
et donc Fx=0. m

Pour un symbole défini sur X (voir Remarque 2.4) il faut ajouter une
autre hypothese.

2.7. LEMME. Supposons que X, U et U, vérifient (2.5) et
(2.6) closPast(X ) =closfzr € X :In>0 tel que Uz € X} = X.
Alors, si F satisfait (2.4) et Tr =0 on a F = 0.

Preuve. Sl existe un entier n > 0 tel que U™z € X, on obtient
Fz = UEFU*z € UFX_ pour k > n, et donc d’aprés (2.5), Fz = 0. Alors,
F g'annule sur une partie dense de X, et donc F =0. n

2.8. Symboles formels. Alors, si les opérateurs U™ et UZ ne sont pas
uniformément bornés dans I'espace X nous rencontrons des difficultés pour
la définition du symbole d'un OTG, Une des raisens est évidente : un OTG T
avec 5,18 = T doit définir un gsymbole F avec U, FU = F de maniére
unique d’aprés ses valeurs P Fx sur la partie “analytique”™ X . de l'espace
X; et, done, 8'il se trouve que la partie “co-analytique” X . est beaucoup
pluy large que X, l'opérateur F' devient non-borné dans D’espace X tout
entier, Cet obstacle est bien visible dans le cadre des espaces pondérés de
type X = IP(Z, wy,); voir Section 5.11 pour les exemples.

Pour éviter ces difficultés métriques (continuité, majorations, etc.), on
considere dans le reste du paragraphe une notion du symbole formel (ou
faible) qui marche toujours et qui pourrait étre un sujet & préciser dans une
réalisation concréte du schéma général.

On suppose toujours {A1)-(A3) et (A5)-(A6) satisfaites (U, = U™1).
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2.8.1. Soient @y = UTP.U™ et Q) = U"P_U"", olin &€ Z. Alors, Q,,
et @, sont des projections sur les sous-espaces U™ X, et U™ X_ respective-
ment, et on a Q. + Q) = I pour tout n € Z.

2.8.2. Soit P, = Qp — Quy1 = Q) — Q. Alors P, est une projection
sur le sous-espace Xy, 1= U X NKer Qppy = UrX . NUMIX . = U™MX. N
UX_) = U"Xy pour tout n & Z. En particulier, on a P? = P, et P, P, =
S P pour tout n, k € Z.

I} est clair que

2.8.3. St & = {X, }nez alors X est une suite topologiquement libre
dans 'espace X :

XnNspan(Xy 1k #n) = {0} quel que soit n € Z.

2.8.4. Définissons le sous-espace vectoriel des U-polynémes comme
l'enveloppe linéaire Lin(X) et, donc, disons que z € X est un U-polynéme
sl z est une somme finie & = " U*xy, ol 2y € X, (représentation unique);
on pose

7z = {2pthez = {U " Pez}iea

Remarque. On utilise les mémes définitions et notations pour les
Us-polynémes dans Vespace dual X* : P Xy = PrX* ete., A" =
{X ez, Lin(X*) et o* = Y Uz, o gy € X§, m'z* = {z}}thez =
{U*~FPia* b rez.

2.8.5. Une suite X s’appelle une base foible de X si spanX = X ot
Vapplication 7 est injective : 72z = 0 == 2 = 0. Il est clair que la premiére
demande est équivalente & la totalité de la snite duale X* : 7%z* = 0 =
2* =0, et la dernitre A la complétude faible étoile de A : span*(A*) = X*.

2.8.6. Sisup,,p |[U™ < oo et span X = X glors X est une base de X :
quel que soit © € X, on a & = liMum nooo 3 opu_p, Prtt =: >orez Pu.

En effet, c¢’est une conséquence du théoréme de Banach-Steinhaug car
Yo B = Qe — Quz et b Pz = @ pour tout U-polyndme z
et 'pour tout m, n assez grands. w

2.8.7. Soit F: LinX — X une application linéaire telle que FU = UF,
et.soient Fy : Xo — Xo, Fy = U—kPkF.’.C == ('.TFm)k, b AN Xg. Alor&, quel
que soit un U-polyndme z, on a :

| m(Fx) = {Z Fm—-kmk}

res mEZ'

' La vérification est un calcul direct : Fz = F(3. Ukzy) = SSUFFzy, et
donc quel queé soit m & Z, : o '

icm
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(TFL)y = Z(wUkka)m = Z U-™p UrFz,

(vu Péquation évidente Ui P, = Pjtm pour j,m € Z)

= Z U—m+kPm_kack, = ZF —kTf. W

Notation. On note ©F = {Fy,}1cz et on écrit F = > kez U Fy (une série
formelle) et wF % 7z := m(F%) (une convolution formelie).

2.8.8. PROPOSITION. Soit T un OTG dans Uespace X (5,18 = T) et
sotent S(X) l'espace des suites y = {yx}rez, vi € Xo, P, une projection na-
turelle sur la partie “analytique® de S(X) ((Pyy) =0 pourk < 0, (Pyy)s =
Yk pour k > 0} et 8 Uopérateur de translation (shift), Sy = {yr—1 trez. Alors
il emiste une unique suite 7F = {Frlrez d’applications lindaires Fy :
Xo — Xy telle que Vapplication nF : LinX — S§(X) définie sur Lin X
par la formule

(tFyz =nF 7z
vérifie
(%) (mFYVU = S{xF)
quel que soit o € Lin X.

et w(Tz) = Py(rF)x

Cette suite (et application) = F s’appelle un symbole formel (faible) de 7.
Preuve. Pour 2 € Xy et k € Z on pose
Frz = PUF Ty,
Tout d’abord, la définition est correcte :
PyU—R=nmlpyntly = BU NP + POUTI\TUU ™
= RU P U I TUU z
= RU* "3, TSU" s = RU *"TU"z.

ouneZtel que k+n > 0.

- En particulier, pour k& > 0 on peut prendre n =0 :

Fyz = PU~ Tz = (7Tx)e, k20

Alors, la premidre équation (%) est évidente. Dong, il suffit de vérifier la
seconde pour des U-polyndmes “constants” seulement, c’est-a-dire pour z €
Xo. Pour un tel ¢ on a (7w F)z = 7F %7z = {Fpx}rez et donc Py (rF)z =
P4_{Fkx}kez =7r(T:1:). .
L'unicité de {F }rez est aussi évidente d’aprés les mémes formules. w

2.8.9. Remarque. 5l existe un symbole au sens strict, F': X — X
avec FUU = UF et T = PLF|X.., alors le symbole faible coincide avec mF.
D’autre part, méme pour un symbole faible, on a toujours Py (7 F)z € n X,
quel que soit & € X; maig, par contre, (7F)z € mX pour tout € X s,
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et seulement si, il existe un symbole “fort”. En particulier, pour les espaces
X de suites # = {21 }kez & valeurs scalaires ou bien vectorielles (et avec le
shift comme 'opérateur U) le symbole formel existe toujours mais peut-étre

comme un opérateur de X dans un autre espace X, plus large que X. Les
espaces X*, i = 1,2,3, de la Proposition 2.2 sont juste une réalisation d’une
telle situation; voir Section 5.11 pour un exemple.

3. Algébres engendrées par OTG
3.1. Algébres de symboles et ATG. Supposons que U et U. vérifient leg
conditions (A1)}~(A3) et {A4) avec X = X*, 1= 1,2, 3, et soit
S={Fel(X): F=U/FU},
ot L(X) est algébre des opérateurs bornés dans X. 5i, de plus, les opéra-
teurs U et U, vérifient la condition
(A5) UU, =1,

Pensemble S des symboles admissibles d’CTG est une algébre, dite algébre
des multiplicateurs généralisés {en effet, F,Fy € & entraine U, Foll =
U FUUFyU = FiF; et done Fy F € §). L'algébre & est & unité si 'on a

(A8) UU =1I.

Dans ce cas, on obtient, en fait, que U, = U~! et que & coincide avec le
commutant de U,

Par la suite, on considére certaines sous-algébres F de & et les sous-
algébres de L(X) engendrées par les opérateurs de Toeplitz généralisés
(OTG) Tr, ou F € F, cest-a-dire les algébres algTr des opérateurs com-

posés suivantes :
ale T = {T =S T 7s, : Fye J—"}
i
(scrmes finies des produits finis),
L’algébre alg Tr est appelée une algébre de Tocplitz généralisée (ATQA).

Notre but suivant est de prolonger le symbole sym : Tp —+ F de Ven-
semble de base T's = {T% : F' € F} dans Palgébre alg T'x.

3.2. PROPOSITION. Sous les conditions (A4'), (2.6) et (A5)-(AG) il existe
une constante C telle que

i m
|11
i=1 j=1

quels que soient th e S.

<c|$fim
i=1 j=1

icm
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. Preuve. Tout d’abord, les hypothéses entrainent qu’on a la convergence
orte

lim USTr P U — Fal| =0 (Vze X)

au lieu de la convergence faible de la Proposition 2.2; en effet, si z € X tel
que UMz € Xy et n > N alors

UrTrPLUMe — Fa = UrTpUrs — UPFU™z = UTP_FU s = UMP_U"Fy
(ot P = I —P.). Cette dernitre expression tend vers zéro. En effet, d’aprés
le théoréme de Banach-Steinhaus ||[UFP_U™|| = ||I — UPPLU"| < const
d’aprés (A4') et U P.U™x = 0 sur Past(X,) qui est une partie dense de X.

On obtient donc UPTrP, Uz = Fz + o(1) quand n — oo, ce qui ad-
met les itérations suivantes : UL [[Tr, PyUmz = (] Fi;)z + o(1), et donc
Ul X1 Tr Py Uz = (X T] Fig)z + o(1) quand n — oo.

Diautre part,
| <X | ST o] - 1071tz

HU;L Z H TF,-J- P+U":c

d’oit le résultat. m

3.3. COROLLAIRE. En reprenant les hypothéses de la Proposition 3.2,
sott F une sous-algebre de S. Alors, Uapplication sym,

symT =Y [[Fy od 7= T[7r, €algTs,
% i i 7

est bien définie et est un homomorphisme continy  de Ualgébre alg Ts dans S.
Bn particulier, elle envoie alg Tr dans F et donc alg Tx dans F (adhérences
pour la norme opératorielle). =

3.4. Semi-commutateurs d'une ATG. Dans cet étape, comme dans le
cas classique (voir (9], [11]}, le schéma général demande de décrire le noyau
d’homomorphisme sym. Pour ce but, on utilise des semi-commutateurs de
paires d’OTG :

[TF: TG) = TFTG - TFGa
ot F, ¢ € 8. Soit, ensuite, scom T I’idéal bilatéral engendré par des semi-
commutateurs [Tr, Ty) avec F,G € F.

3.5. LEmMME. Soit F une sous-algébre de S. Alors, Ker(sym |alg Tx) =
scom T'z.

Preuve. On répéte les arguments classiques : soit T =  [[Tr,; €
algTr et symT = 0. Alors, T = T ~ Toymr = 2,(I1Tr; — Tiurmy,) et il
gst clair que ([[’;Ll Try; — Tap, Fi;) € scomTx (récurrence par m). Donc,
Ker(sym |alg Tr) C scom Tx.

La réciproque est évidente. m
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3.6. PROPOSITION. En reprenant les notations et les hypothéses du Co-
rollaire 3.3 on a une décomposition directe swivanie :

algTr = T+ 5Com Tr.

Preuve. Puisque alg T'r= T'r + scom T est une décomposition directe
(si Tr € scom T alors F =symTpr = 0 et donc T = 0) et T — Typr 1 est
une projection continue de alg Iz sur T, on obtient le résultat. m

3.7. Semi-commutaleurs compacts. Le cas ol Eom 1y = G, l'idéal
des opérateurs compacts, est le plus intéressant pour les applications (en
particulier, pour un probléme de la théorie de perturbation dont nous nous
occuperons en Section 4 ci-dessous). On considére maintenant certaines hy-
pothéses sur I'algébre F lides & une telle coincidence. On suppose toujours
les hypothdses de la Proposition 3.2.

3.8. LEMME. Soit
Sc={F681PﬁFP+EGDo}, Sa={FESZP_|.FP_66°o}.
Alors, S, et Sz sont des sous-algébres fermées de 8. De plug, on a

scom s, C 8, BromTs, C G,

et donc stom Ix C Go pour toule algébre F satisfaisont F C S., ou bien
FC 8.

Preuve. Quels que solent Fy, Fy € S;, ona P FyFyPy = P_F(P. +
PL}FPy = PP . P+ P _F\PLFy P, € 8y comme produits des com-
pacts et bornés, et de méme pour 'algebre S;.

Le reste est standard (voir [9], [11]) : soit, par exemple, G € &
alors [TF,TG!) 3. = P+FP.|_GP+ - P.|_F(P+ + P..)GP+ = —P.|_FP_GP.§,
ES,.

3.9. CorOLLAIRE. Seient X un espace de Hilbert, X_ L X, et F une
C*-algébre (F C 8). Alors, oM Tr C So i, et sevlement 91, F C S.NS;.

Preuve. En effet, la condition est suffisante d’aprés le lemme; elle est
nécessaire car si F' € F alors F* € F et ona [Tp, T ) Py = ~PLF P F*P,
= (P_FPy)(P_FP.)* € o, donc P_FP; € Gy et P.I*P. € Gy,
c'est-d-dire F' € S: NSz m

3.10. Sous-algebres CS et AS. Il y a deux sous-algebres importantes de
S dont 1"usage sera suffisant pour beaucoup de besoins pratiques.

Algébre CS.'Smt-C' € LX) tel que CX; C X, CX_ < X_ et
CU = UC (done, C € S et CPy = PLCY; alows, C est dit un symbole
(multiplicateur) constant. Soit P des polynémes en U et U, = U~? aux
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coeflicients constants C tels que P_CUP, € G,

- {chtﬂc : P_CLU.P, € 6,,0}.
keZ
Alors, il est clair que P est une sous-algébre de & et méme de S. N
Sz (il suffit de vérifier que PLCRUPP. € Gy pour tout » > 1, mais
cela est clair d’aprés la définition de C et une récurrence : P_ C'kUﬁ+1P+
= P_CWULPLULPy + P_.CYUP.UPP;, € Gy car P_CLUP_UFP, =
P_U.P_CLU? P, € By). On pose

CS = closyx) P.
3.11. COROLLAIRE. §om Tcs C Go. m

Algeébre AS. On pose AS = {F € §: FXy C X;} (=
P.FP, =0}). Il est clair que AS C &,.

3.12. COROLLAIRE. Soit F = clos(AS + CS). Alors, scom s C G ®

3.13. Version abstraiie d'un théoréme de Coburn. Nous nous occuperons
maintenant de I'inclusion réciproque scomi T's = & et nous nous bornerons
& une version générale d’un théoréme de Coburn (wvoir [2], [11], [5]).

On note par &y ['idéal des opérateurs & trace finie.

{Fes&:

3.14. LEMME. Chacune des conditions swivantes entraine que

Gy csom Ty (et done, clos@y C scom T x).

(1) CS C F et I — 85, = yp @ g, ot T est un vecteur cyclique de S et
yo est un vecteur cycligue de S7.

(2} CS C F et il existe des multiplicateurs constants C; teis que C;(I —
S8.) = ¥ @ mi, ot {z;} et {y;} sont des ensembles cycligues pour les
opérateurs S et S} respectivement.

Preuve. (1) C’est un calque direct du raisomnement de Coburn : on a
578, 888 = 8" (yo ®@z)Sr = —5"yo ® S™xo € 5com T'r et done tout
opérateur de rang 1 appartient & scomTx. Dol le résultat.

(2) La méme chose mais il faut remplacer S™[S,5,)S% par SmC‘@[S WS )8,
izl om

3.15. COROLLAIRE. Seit CS ¢ F C &, et supposons que les conditions
{1} ou (2) du Lemme 3.14 sont vérifides et que l'espace X a la propriété
d’approzimation (voir [13]). Alors, 5E6iHiTr = Gpp. =

3.16. Remarques. (1) Si X est un espace de Hilbert ou bien un espace
A base alors scom 17 = Ga (sous réserve des hypothéses du Corollaire 3.15
et de la Proposition 3.2). :

(2) Dans le cas des opérateurs de Toephtz clasmques (donc si X = L*(T)
et Uf = zf, f € L?), pour une algébre (fermée) F satisfaisant C§ ¢ F C .5,
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il y a deux possibilités seulement : soit F = (8§, soit F = &, (= AS+CS8 =
H> +C(T)).

Le sens des hypothéses différentes de ce paragraphe varie selon les cas
particuliers ol on réalise le schéma abstrait; il sera Pobjet d’une discussion
au paragraphe 5.

4. Stabilité de valeurs propres dans une ATG. Alors, tout est prét
pour déduire un critére de stabilité d'une valeur propre d’OTG en fonction
de son symbole. On note par o,(T") le spectre ponctuel d’un opérateur T :
X X 1 0p(T) = {A € C: Ker(T — A1) # {0}}.

4.1. THEOREME. Supposons que X, U, U, = U™ vérifient les aziomes
{A1)-(A3), (A4"), (2.6) et les conditions (1) ou (2) du Lemme 3.14. Soient
ensuite F une algébre de multiplicateurs (symboles) telle que C§ C F C &,
et AeC,F € F. Alors les assertions suivantes sont équivalentes.

(1) A € op(T) pour tout opératewr T de algTx avec le méme symbole
F=gymT.
(2) L’opérateur Te — Al est semi-Fredholm et ind(Tp — AI) > 0.

Remarque. On rappelle quun opérateur A est dit semi-Fredholm si
son image est fermée et qu’au moins une de dimensions dimKer A, dimKer A*
est finie; par définition, ind A = dim Ker A — dim Ker A*.

On peut aussi mentionner que dans la sifuation générale il n’y a pas de
critére en fonction du symbole F pour qu’un OTG T soit Fredholm ou semi-
Fredholm; par contre, sous des hypothéses assez particuliéres (mais encore
assez intéressantes pour les applications) on peut exprimer ces propriétés de
Ty en fonction de F (voir Section 5 ci-dessous).

Preuve du théoréme. D’aprés 3.14-3.15 on a {T' € alg T : sym T’
= F}=Tp +§omTr = Tp+ G et donc le théoréme est une conséquence
imamédiate du résultat ci-dessous [8].

4.2. THROREME. Soient X,Y deux espoces de Banach, et T un opérateur
de X dans Y, Les asgertions suivanies sont équivalentes,

1. Ker{(T + K} # {0} pour tout K € Gy
2. Kex(T + K) # {0} pour tout K € &,.
3..T est semi-Fredholm et indT > 0.

Remarque. A propos de ce dernier résultat on peut ajouter qu'il a été
congidérablement renforcé dans U'article assez récent de D. Herrero, Th. Tay-
ler et L. Wang [6], ol les auteurs ont démontré le théoréme suivant sur la
stabilité (ou bien instabilité) simultanée des valeurs propres d’un opérateur
T (mais pour espace de Hilbert uniquement; la technique hilbartienne est
extrémement importante pour ce travail) : soit 0y (T) = C\ {} € C :
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T — M est semi-Fredholm de ind(T — AT ) > 0}; alors il existe un opérateur
compact K tel que oy (T) Moy (T4 K) = (1. Bien stit, & la base de ce résultat

remarquable on peut conformément renforcer le Théoréme 4.1 (dans le cas
de I'espace de Hilbert).

5. Exemples d’application

5.1. Le cas ot U est une isométrie surjective (unitaire). La plupart des
exemples ci-dessous concernent le cas ol I est une isométrie surjective, donc
un.ita:1re (dans le cadre des espaces de Banach). Si on suppose que U/ ést un
unitaire satisfaisant (A1)-(A3) alors (A4), (A4"), (A5)-(AB) sont vérifides
automatiquement, et donc pour appliquer le schéma il ne reste qu'd vérifier
la condition (2.6), et pour utiliser le Théoréme 4.1 il fant ajouter aussi les
conditions (1) ou (2) du Lemme 3.14.

On anticipe la liste des exemples par une analyse bréve d’0OTG de Fred-
holm et semi-Fredholm; Ia référence générale pour les opérateurs de Fred-
holm et semi-Fredholm est [7].

5.2. Conditions nécessaires pour qu’un opérateur soit un opérateur de
I*:‘redholm. On rameéne un analogue abstrait dun résultat classique sur Iinclu-
sion des spectres essentiels (voir [2], [11]).

5.3. LEMME. Supposons les conditions standard (A1)-(A3), (AB)-(A6)
vérifiées et soit :

(5.1) [ v*x, = {0}

n20

Sout, f_ansuite, un OTG Tr = PLF|X,. semi-Fredholm 6 indice inférieur &
+oo (indTp < +oo, clest-d-dire, dimKer Tr < oc). Alors, il eriste une
constante € > 0 telle que '

IFz) 2 ez, @ e X;.

Preuve. Soit K = Ker T'p. Puisque dim K < oo il est clair qu’il existe
un n tel que K NU"Xy = {0}. D'autre part, il est bien connu (voir [14])
que I'hypothése sur Ty entraine Pexistence d’une constante § > 0 telle que
1Tz 2 6ll2'|| x. %, o T" est Popérateur quotient défini sur I'espace quo-
tient X../K par la formule 7'z’ = T'(z + K) = Tpz pour = € X, et
&'l %, /5 = inf{||z + y|| : v € K}. Alors, si L un sous-espace fermé de X,
tel que LN K = {0} (L = U"X, dans notre cas), les normes || - || x, /x
et || - ||x, sont équivalentes dans L : la majoration 2l x, /5 < |l x, est
clair et la réciproque (avec une constante convenable) est valable puisque
la projection canonique L + K — L (I + k> ) est continue (on rappelle
que dim K < oo). Cela entraine qu'il existe une constante ¢ > 0 telle que
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ezl £ [[Trz| quel que soit z € U"X . et donc
ezl < |Tral < 124l [|Fall, =elU"Xy.

En posant 2z = UMy, y € X et en utilisant que FU™y = U"Fy et que
U et U™! = U, sont des opérateurs bornés on obtient la conclusion., =

5.4. COROLLAIRE. En reprenant les hypothéses du lemme on renforce lo
condition (5.1) en demandant que les U-polynémes (voir 2.8.4) svient denses
dans Vespace X et que C == sup, g {U™|| < o0, Alors, |[Fa| = &fz| pour
tout z € X avec un § > 0.

En effet, quel quesoit € X tel que Uz € X, ona |[FU x| > e[|Uz],
d'ot eC~Yjz|| < |Umz| < ||FU || = ||[U"Fz|| £ C|Fz|. D’autre part,
de tels vecteurs 2 sont denses dans X, d’olt la conclusion. =

Remarque. Enremplacant les hypotheses du lemme par ind Tp > —o00
et

(5.2) (U "X% = {0}

n>0

(on utilise la dualité bi-linéaire) on obtient la condition nécessaire adjointe :
£ Fll z ell £l f e XX

La méme forme duale existe pour le corollaire : en remplagant les U-poly-
ndmes par les U*-polyndmes on obtient Uestimation inférieure dans 'espace
X* tout entier : ||[F*f|l > 6l/f|, f e X*

La proposition suivante est beaucoup plus spécialisée mais quand méme
elle sera trés utile pour traiter les exemples qui suivent.

5.5. LEMME. Supposons les conditions standard (A1)-(A3), (AB)-(AB)
vérifides et gue les U*-polyndémes soient denses dans Iespace X*. Supposons,
ensuite, que Vopérateur U admet le caleul L™® = L*(T) au noyau trivial
(¢’est-a-dire, U = R(z) pour une représentation ezacte R : L>® — L(X),
R < Clflloo; on note R(f) = f(U)). Alors, tout opérateur semi-
Fredholm Ty 4 indice mdTp > ~oco, ot F' = f(U) avec f € L> telle
que F € 8, (voir Lemme 3.8), est en fatt de Fredholm.

Preuve. Il nous faut, donc, démontrer que dim Ker Tr < oo, D’aprés
le Corollaire 5.4 et la remarque & ce corollaire (le caleul L™ entraine que
Sup,ez U] < oo et donc les hypothéses sont vérifies) on déduit que
£ WYyl = é|y|l pour tout y € X* avec une constante § > 0. Cela en~
traine que essinfy |f] > 0 : si |f] < € sur une partie o C T avec mo > 0 et
si g = ¥ 'est la fonction'indicatrice de o alors '

- 8lig()yll < WUl = | U U]
< H(F9)(U*)g (U < Cellg (U]
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et par conséquent [f(z)| 2 6/C p.p. |z|=1 (car il existe un y € X* tel que
9(U")y #0).

Puisque la fonction f est inversible dans L° l'opérateur F est inversible
dans I’espace X (en vertu du caleul L), et de plus Tp = P FIX. =
(F = P_F)|X}. D’apreés 'hypothése on a P_FPy € 8&,, d’ott on conclut
que l'image Tp X, est fermée et dim Ker Th<oo =

Remarque. Parmi les exemples possibles des espaces X vérifiant les
hypothéses du lemme on note LP(T) et LP(T,pu) avec 1 < p < oo et la
mesure 4 satisfaisant la condition de Muckenhoupt de degré p, de méme que
Pespace LP(T, E) & valeurs vectorielles, oit dim E < co. Dans tous ces cas la
condition f € H* + C(T) entraine f(U) € 8

-

5.6. EXEMPLE 1. Soit X = L*(T) avec Uf = zf et U,f = zf pour f €
LA(T). Alors C8 = C{(T), AS = H™ et 8, = H* + ' d’aprés un théoreme
connu de Hartman (voir [5], [9]); en particulier, H +( est une sous-algébre
fermée de L*°. Donc 'algtbre H* + C peut jouer le rdle de F en théorie
des Sections 2-4 et en particulier en Théoréme 4.1 (en bref : 'algébre F =
H*+C est admissible). Le Lemme 5.5 est aussi applicable, et on peut utiliser
le critére connu pour qu’un opérateur de Toeplitz Ty, F € H™ -+ C, soit de
Fredholm, établi par R. Douglas et D. Sarason [5] : Tp (ot F &€ H®+C) est
de Fredholm si, et senlement si, le symbole F est inversible dans Ialgébre
H® + C, et si et seulement si il existe un nombre r, 0 < r < 1, tel que
nf{|F#(2)| : r < |z| < 1} > 0, ol F# signifie le prolongement harmonique
de F dans le disque unité B = {2z : |2| < 1}; on a aussi mdTp = —Ind F' :=
—lim,..1 Ind F#(re®). En utilisant le Théoréme 4.1 et le Lemme 5.5 on
obtient le critére de stabilité :

A € C est une valeur propre stable (au sens du Théoréme 4.1) de Popé-
rateur T € algTr, ot F = H® + C, & symbole F = symT € H® + C si et
seulement si lo foriction F — X est inversible dans H*+C et Ind(F—X) < 0
(voir 'Introduction pour la définition de Ind).

On note anssi ce fait utile pour le sujet : quel que soit F € L™, on a soit
Ker Iy = {0}, soit Ker Tj = {0} (lemme de L. Coburn, voir [4], [2]).

B.7. ExEMPLE 2. Soit X = L?(T, E) lespace des fonctions & valeurs
vectorielles (dans J'espace E, pas obligatoirement de dimension finie). Alors
C8 = C(T, B (E)) (CS = C(T,L(E)) si dim E < oo} et AS = H*(L(E)).
On a aussi S; = AS +CS8 = H®(L(E)) + C(Gx(E)) (L. Page [12]) et donc
cette algdbre F = H®(L{E))+C (G (E)) est admissible. Le Lemme 5.5 est
aussi applicable. De plus, il est facile de voir que dans le casotl dim B < oo le
lemme est correct, pas uniquement pour ' = f(U), f € H® +, mais pour
toute F' € H*®(L(E)) + C(L(E)); dans ce cas, un opérateur I'r avec F € F
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est de Fredholm si, et senlement si, la fonction d = det F est inversible dans
H* 4+, et de plus ind Tr = — Ind{det F} (R. Douglas [4]).

Finalement, en appliquant 4.1 et 5.5 on déduit (dans le cag ol dim F <
oo) qu'un nombre A € C est une valeur propre stable de Uopérateur T &
alg T'r, 0w F = H®(L{E)) + C(L(E)), avee symT = I si, et seulement si,
(F—~ M) € F et Ind(det{F — AI)) < 0; voir [10] pour une preuve directe
de ce fait.

5.8. ExemPrLE 3. Soit X = L*(T, E, W) I'espace pondéré de poids non-
négatif W(z) : E — E, E un espace de Hilbert, W(z) > 0, z € T, muni de
la (semi-)norme

1712 = [ (W7 (2), £(#)) dm.
T
Le schéma général (le Théortme 4.1 et le Lemme 5.5 en particulier)
est applicable si la projection P, de Riesz est bornée {pour une condition
nécessaire et suffisante en fonction de W voir [16]). La structure des algébres
S et S, reste un peu vague.

5.9. EXEMPLE 4. Soit X = LP(T,w) = IP(w) = {f : fw € L¥(T)},
1 < p < oo; on suppose w € LP(T) et w=* € L¥ (T), ol p' est I'exposant
conjugé, p~* +p'~! = 1. :

Si la projection de Riesz est bornée (donc, si le poids w satisfait la
condition connue de Muckenhoupt ou bien de Helson—Szegd (pour le cas
p = 2), voir [2]) alors on pose

Xy = HP(w) = spangy(,) (2" 1 n > 0),
X_ = HZ (w) = spanp, (2" : n < 0)

et obtient X = X_ 4+ X (somme directe). Les autres hypotheses du schéma
général sont aussi vérifiées, ce qui entraine 'existence du symbole : T == T'p,
F e L*(T) (donc, § = L™), et les autres propriétés, jusqu’au Théoréme 4.1.
On a AS = H* et 8 = C(T). Le Lemme 5.5 est aussi évidemment appli-
cable, et, pour obtenir un critére explicite de stabilité d'une valeur propre il
ne reste qu'a décrire algébre S, et la propriété d’8tre Fradholm en fonction
du symbole.

L'algébre S, Sous les hypothéses ci-dessus on o S, = H*™ + C.

Preuwve. Il est bien connu (voir [2]) qu'une généralisation du théoréme
de Hartman (voir Exemple 1 ci-dessus) reste valable pour les espaces H? =
H?(m), olt m est la mesure de Lebesgue : S, = H™ + C, En fait, cela vient
de I’équivalence de la norme ||[P_FP, || d’un opérateur de Hankel P_FP; A
la distance dist e (F, H°) : si cette équivalence est déji établie on obtient
pour un opérateur de Hankel compact lim || P- FU™X | = 0 (correct dans
la situation générale si sup ||V X, || < oo et les U*-polyndmes (donc, les
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polynémes trigonométriques classiques dans le cas de l'espace X = LP{w))
sont d.enses dans I'espace XZ), et par conséquent lim,, dist(Fz™, H*) = 0,
dot Im ||F — 27" f,|| = 0 pour une suite 27" fy € 27"H® C H® 4,
puisque H* + C est fermé on obtient F ¢ H™ + . La Téciproque est
immeédiate,

L'équivalence désirée est toujours presque évidente. Tout d’abord, I'iné-
galité |P_FP.| < ||P-|| dist(F, H>) est évidemment correcte (méme dans
le cadre général, ||P_ FP. || < [P dist(F, AS)). La réciproque utilise la du-
alité standrard entre LP(w) et L# (w™Y: (f,9) = S fgdm pour f € LP(w)
et ¢ € LP (w™'). En vertu du théoréme de Hahn—Banach et de la conti-
nuits% de la projection P, on peut identifier 'espace duale (H® (w))* avec
zHP (w™") & un taux d'équivalence prés (notamment, llgllzoquwy = 1 ) =
IPLI7Y - ligllzoce))- Soit, ensuite, W 1a fonction extérieure {voir [12], [llﬁ
avec |W! = w p.p. sur T. Alors, pour tous f € HP(w) et g € 2H? (w™)
on a

(P-FPyf,g)= [ Ffgdm= [ F-fW - gW="am
) T T

et puisque f= WFf, g— Wl sont des isométries surjectives de H Plw),
zHP (w™1) aux espaces H P, 2H? respectivement, on en déduit que les pro-
duits fg = fWgW ' remplissent la boule unitée de I’espace zH' quand
[, g parcourent les boules unitées de I"espaces correspondants. En utilisant
de nouveau Je théoréme de Hahn—Banach on achéve la preuve :

[ Frgdm| <IP_FP AN ),
T

dist(F, H®) = sup {1 [ Ftpdm‘ el <1} < | P_FPL]. »
T

Opérateurs Tp semi-Fredholm. Comme il était mentionné ci-dessus,
lopérateur Ty, ot F' € H*> +C, semi-Fredholm d’indice supérieur & —oco est
déja Fredholm. En utilisant la structure connue des fonctions de la classe
H® + (7 il est facile de caractériser cette propriété en fonction du symbole.
Notamment,

Sous les hypothéses ci-dessus (sur Uespace HP(w)) un opérateur T, ot
F e H* 4 O, est de Fredholm si, et seulement si, 1/F € H* + C.

Preuve. Il est clair que la condition est suffisante : puisque F,F~1 &
H® + C on obtient TpTp-: — I = {TF,-TF—1) € B et Tpalp — [ =
Tp-1,Tp) € Gy et donc Tr est de Fredholm.

La réciproque dépend d'un théoréme profond de T. Wolff. D’apras 5.3
5.4 on a essinfy |F| > 0. Alors, un corollaire d’un théoréme de Wolff (voir
[11], Annexe 4, Section 165.53) garantie une factorisation F = FyFj; ol

AN
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Fye H® et Fy € CO(T). De plus, Tp,Tp, —Ir = [TFQ,TM) € Gy et T
est un opérateur de Fredholm (car, évidemnment, infy |Fy| > 0). On conclut
que Ty, est de Fredholm, d'ot il est clair que le facteur intérieur de Fy se
réduit & un produit de Blaschke fini (sinon, codim(Fy - HP(w)) == o). Alors,
FyL Tt e H® + C, Cest-dedite F1 € H® 4+ C. n

11 serait curieux de mentionner qu’il y a une autre source pour déduire
un critére d’étre Fredholm dans espace H?(w), méme pour les opérateurs
de Toeplitz généraux : (1) le lemme de Coburn reste correct dans les es-
paces HP(w) : soit Ker Tr = {0}, soit Ker T} = {0} (voir [2], p. 218); (2)
dong, un opérateur I est de Fredholm si, et seulement &i, Vopérateur Tyip
est inversible, ob ¢ = indTr; (3) et finalement, il faut utiliser un critére
d’inversibilité de R. Rochberg [13].

Conclusion : le critere de stabilité d’une valeur propre dans ’algébre
alg Teor o (dans lespace HP(w)) est le méme que dans le cas classique
(voir Exemple 1).

5.10. EXEMPLE 5. Soit X = IP(Z) =: I, 1 < p < 00, avec les mémes
opérateurs U et U, = U~!. Les symboles F' admissibles sont deg p-multipli-
cateurs de Fourier (voir [2]) : & = Mult(I?) et F &€ Mult(I?) si, et seulement
sz €lP = Frz €lP, o Fxa = {3 5 Fnpitncz. L'algébre mini-
male admissible est S = closyy (Polyndmes) =: mult(?), mais 1'algébre
F = AS+CS = Mult{(i”) 4 + mult(li?) C S, (fermée d’aprés [2]) est aussi
admissible. Aucune description de &, n’est connue; une conjecture naturelle
est que S, = F (voir [2] pour les détails).

D’aprés le Lemme 5.5 et les résultats connus (voir [9]) le critére de sta-
bilité d’une valeur propre de I'opérateur T € algTr & symbole sym T =
F € F (toujours dans le sens du Theoréme 4.1) est le suivant : F — X est
inversible dans F et Ind(F — X) < 0.

On peut dire des choses semblables pour les espaces & valeurs vectorielles
?{Z,E), dim E < oo (voir aussi 2]).

5.11. EXEMPLE 6

5.11.1. Préliminaires. Soit X = 1P(w,) = P(Z,w,) un espace pondéré
avec wy, positif et tel que

(5.3) 0 < inf B < sup " < oo,
nEh Wyi1 ngZ Wnl

Alors, les translations (shifts) & gauche U{zs}rez = {Zg-1}rez et & droite
U~ {2} kez = {2k+1 }rez sont bien définies et continues dans X . L’équation
S.T8 = T, ol 8, = P..|..U_"1|X+ et X.|__ = lﬂ_(wn) ={m e X :zp =
0 pour k& < 0}, définie un opérateur & matrice de Toeplitz classique T'z =
{Zkzo Foi k@i fmx0; blen sfir, ici F est un symbole faible {formel) qui
existe toujours dans le cas des espaces IP{w,) et qui a été noté par =F
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dans la Section 2.8 (pour abréger les notations nous allons ometire ce ).
Au-dela de lexistence du symbole la théorie est assez faible dans ce cas
puisque I'application du schéma général de la Section 3 demande une majo-
ration uniforme des puissances U™ et U™, e qui entraine que le poids est
quasi-constant : 0 < infy, g (w,/wpsr) < SUP,, i (Wn/wnip) < co. Quand
méme, les majorations de symboles F ¢ & = SP(w,) (c’est-a-dire, de
symboles d’opérateurs bornés Ty : I (w,) — IZ (wy)) ont le sens d’une
étape intermédiaire pour les estimations attendues de type | 211 Tr,;llv—v
L e 22T %yl x—x, et done dune étape pour la construction du calcul
symbolique dans 'espace Y. D’habitude (voir [9] pour une exposition de syn-
thése), on considére comme Y espace plain £ (Z). En particulier, si on
établit une majoration de ce type (an moins pour les opérateurs de Toeplitz
eux-mémes), on applique alors la Proposition 2.2 (avec X! = X? = X3 —
IP(Z) et sous une condition évidemment suffisante inf neZ Wy > 0), et obtient
Pexistence du symbole de la classe IF{(wy,) — IP(Z).

En généralisant certains résultats de I. Verbitski (voir [17], [2]) nous
nous occuperons ici des estimations des symboles F d’opérateurs de Toeplitz
Tr: Iﬂ_(wn) - Iﬁ (wr, ) sous certaines hypothéses sur le poids wy, (1. Verbitski
a considéré le cas ot w? = (|n|+ 1)%, a € R).

5.11.2. Plongement S?(w,) C Mult(I?). Il s’agit des conditions sur w,
garantissant cette inclusion, ot ¥ = IP(Z) et

Mult(i?) = {F = {Fi}rez : ¢ = {Z}rez € P(wy) = Fxx € Plw,)}
(Mult(I) est un espace de Banach muni de la norme opératorielle). On note

par avance que le plongement le plus attendu SP(w,) C Mult(i®(w,)) est
faux méme pour les poids puissances wg (voir [2], p. 251).

5.11.8. THEOREME. Supposons qu’aw moins une des suites {wi}rez ou
{1/wi}rer vérifie la condition (5.3) et les conditions sutvantes :
(5.4) m Y 1 viex

n—+oa ’U]n

(invariantes par rapport au changement wy, < w, ")

(5.5) sup —— < o0 (quasi-monotonie)
1,420 wj"""‘
(5.8) Witn S CONSE- Wiwn,  F,n 2 0 (sous-additivité).

Alors, 8P (wy, ) C Mult(i?).

La démonstration suit la méthode de L. Verbitski (voir [2]) et se divise
en deux lemmes, ' &

5.11.4. LEMME. Supposons les conditions (5.3) vérifiées et

sup(lim sup(wy, /Wy4n)) = ¢ < c0.
nef  k—oo n .

Alors 87 (wy,) C IP.
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Preuve. Soit ¥ € 8¥{wy). Alors P Fe, = PLUMF, o ey, = {8k, trez,
n € Z, sont les vecteurs de la base standard de I*{w,). Cela entraine que
> Feen w0 < TP llea]” = | To |02, >0,
k>0
Par conséquent, quels que solent N > 0etn > N, on a

N
> |Fi Pl < T
i=—N

¥n passant & la limite inférieure dang cette indgalité on obtient Ef\_r___ N | Fil?
< c?||Tp||P. Done, FeiP. w
5.11.5. LEMME. Supposons que le poids w,, satisfait les hypothéses (5.4)~
(5.6), et soient W : IP(wy,} — I? lisométrie naturelle Wa = {wyzy brez de
Plwy,) dans 1P, et
A, =UT"WTpP, WU,
ot F' € SP(wn). Alors,
Fxzell et liT£n||Anx — Faglipp =0

n > 0,

quel que soit le ‘U-polyndme” © (c’est-d-dire, une suite d support fint).

Preuve. Soit 2 = {zx}xez un U-polynéme. D’aprés le lemme précédent

ona .
Frg=Fx (kaUkéo) = kaUkF e 1P,

D'aprés le méme calcul, il est aussi clair qu'il suffit de montrer que
limy, | Anég — F|| = 0 (la norme || - || signifie toujours la norme plaine -}
On remplace F par une approximation semblable & 4,8y, notamment par
UT"PLU™F, et on obtient

|Ando — F|| = U "WTe P W™ 'U8 ~ F||

S| UT"WTpPLW U™ ~ U™ PLUE||
+ |UT"PLUMF ~ F.
Puisque lim, [[U™"P.U™F — F| = 0 il ne reste qu'a vérifier que
im [[WTp Py W= U8 — PLU™F|| = 0.

On a .
WPy WU, ~ PLUTF|P

= [WTrPy(L/w,)8n — PLUMF|P = |WTr(L/w0)6n — PLU™F|?

1 " r Wy P
=W —W~I|PUF|| =3 |Fpal?| -2 -1
wﬂ . ;CEU . 'w'n_ X
= Z |F | Witn _1.10'
J W

iz—n
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La derniére somme tend vers zéro quand n — oo d’apres le théordme de
Lebesgue sur la convergence dominée : pour vérifier 'existence d'une ma-
jorante sommable on utilise pour —n < 7 < 0 la quasi-monotonie de wy,
k20 FPlwjen/w, — 1P < | Fy|?(const + 1)%, et pour j > 0 la pro-
priété de sous-additivité (et la méme quasi-monotonie) : |F;1P|wstp /10y, —
1|7 < |Ft*(constw; + 1)P < |F;[Pconst wy. Puisque les deux suites | Fy|? et
|Fy|Pw? sont sommables on obtient le résultat. m

5.11.6. Preuve du théoréme. Soient Wy un poids satisfaisant les
conditions (5.4)-(5.6) et z un “U-polynéme” (une suite & support fini). Te
Lemme 5.11.5 entraine que

1Fe|l = lim | Anzll < [Telimu,llz].

Puisque les polynémes sont denses dans Pespace {7 on obtient F ¢
Mult(I7). '

Si le poids inverse 1/w, safisfait les conditions (5.4)-{(5.6) on passe &
Popérateur adjoint T en utilisant (comme toujours) la dualité de Cauchy :
(@4} = Ppeg Shbk POUr T € PPlw,) et y € I (woL). Alors, il est facile de
voir que Tg = T, ot (f)k = F_i, k € Z. D’aprés la partie déja démontrée
on obtient que F Mult(i?); mais il est clair {et bien connu) d’aprés la
symétrie de [P que F € Mult({”) & F' € Mult(I?). Cela achéve la preuve. m

5.11.7. Symboles quosi-symétrigues. On appelle un symbole F guasi-
syméirique si F,F € §P(wp), o (F)p = F_g, k € Z. 1l est bien connu
dans la théorie des opérateurs de Toeplitz (de Wiener—Hopf, d’intégrales
singuliéres) que ce cas particulier est plus simple A traiter (voir [9] pour des
exemples). I était curieux de noter une telle simplification dans le cadre de
notre probléme : si F' € §7(w,,) est quasi-symétrique alors la conclusion F €
Mult(#?) = L* (un peu plus faible que F € Mult(IP)) est presque évidente!
En effet, il est clair qu’il suffit de considérer les symboles symétriques (F+ fﬁ),
dans ce cas il ’agit d’un opérateur “auto-adjoint” : formellement Tr et Tk
coincident mais sont définis sur des espaces adjoints I'un & I’autre. Donc, les
opérateurs

/ l
Tp: B (wn) — B (ws), Tp: 8 (Lwn) — & (1/w,)
sont tous les deux bornés. Alors, on peut utiliser un théoréme connu de Pee-
tre et Lizorkin sur l'interpolation des opérateurs lindaires dans I'échelle des

espaces de Lebesgue {on change 'exposant et la mesure simultanément, voir
(1], Théoréme 5.5.3) et déduire que T est borné dans I'espace intermédiaire

(I (wn), lﬁ:(l/wn))l/z,z =3
(Vinterpolation soit par la méthode réelle, soit complexe, voir [1]). D'otl le
résultat : ' € Mult(?). =
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On termine avec une remarque que, bien sfir, les poids puissances de
Verbitski w?, o € R, vérifient les hypotheses du Théoréme 5.11.3.

Références

1] J.Berghand J. Léfstrom, Interpolation Spaces. An Introduction, Springer, 1976,

[2] A. Bottcher and B. Silbermann, Analysis of Toeplitz Operators, Aksdemie-
Verlag, Berlin, 1989.

3] A Devinatz and M. Shinbrot, General Wiener-Hopf operators, Trans. Amer.
Math. Soc. 145 (1969), 467-494.

[4 R. Douglas, Banach Algebre Technigues in the Theory of Toeplitz Operators,
CUBMS Regional Conf. Ser. in Math. 15, Amer. Math. Soc., 1873,

[5] —, Banach Algebra Technigues in Operator Theory, Academic Press, New Yok,
1972,

[6] D.A.Herrero, T. J. Taylor and L. V. Wang, Variations of the point spectrum
under compoct perturbations, dans : Oper. Theory Adv. Appl. 32, Birkh#user, 1988,
113-1587.

71 T.Kato, Perturbation Theory for Linear Operators, Springer, 1976,

[8] L. N. Nikol’skaya, Criteria for stability of the point spectrum under completely
continuous perturbations, Math. Notes 19 (1975), 946-949.

[9] —, Stability of the eigenvalues of certain types of singular integral equations, J,

" Soviet Math. 32 (1986), 513-519.

[10] —, Stability of characteristic values of singulor integral equations, bid, 50 (1990),
2027-2031.

[11}] N. Nikolski, Trestise on the Shift Operator, Springer, 1986.

[12] L. Page, Bounded and compact vectorial Hankel operators, Trans, Amer. Math,
Soc. 150 (1970), 520-539.

[13] R. Rochberg, Toeplitz operators on weighted HP spaces, Indiana Univ. Math, J,
26 (1977), 201298,

14 M. Rosenblum, Vectorial Toeplitz operators ond the Fejér-Riesz Theorem, I,
Math. Anal. Appl, 23 (1968), 139-147.

[15] I Singer, Theory of Bases, Vol. 1, Springer, 1975.

[16] 8. Treil, Geometric aspects of the spectral function theory, dans : Oper. Theory
Adv. Appl. 42, Birkhduser, 1989, 209-280,

(171 L E. Verbitski, Sur les multiplicateurs dang les espaces I¥ pondérés, dans : Pro-
priétés spectrales des opérateurs, Mat. Jssled. 45, Shtiintsa, Kishinev, 1977 (en
rugse).

UFR DE MATHEMATIQUES
UNIVERSITE DE BORDEAUX-1
351, YOURS DE LA LIBERATION
33405 TALENCE CEDEX, FRANCE

Received April 21, 1894

_ (3266)
Revised version February 9, 1995

icm

STUDIA MATHEMATICA 116 (1) (1995)

Characterizing spectra of closed operators through existence of
slowly growing solutions of their Cauchy problems

by

SENZHONG HUANG (Tibingen)

Abstract. Let 4 be a closed linear operator in a Banach space E. In the gtudy of the
nth-order abstract Cauchy problem w™ (¢) = Au(t), t € R, one is led to considering the
linear Volterra equation,

1
(AVE) u(t) = p(t) -+ A f a{t - e)u(s)ds, teR,
4]

where a(*) € Li,.(R) and p(-) is a vector-valued polynomial of the form 2(8) = Yoheg dut?
for some clements @; € . We describe the spectral properties of the operator A tth:ough
the existence of slowly growing solutions of the (AVE). The main tool is the notion of
Carleman spectrum. of a vector-valued function. Moreover, an extension of a thecrem
of Pélya in complex analysis is obtained and applied to the individual “Az = 0" and
Tz = 2" problem.

1. Introduction. Let 4 be the generator of a bounded Cp-semigroup
(T(t))tz0 on a reflexive Banach space E. It is shown in [Vu, Cor. 2.6] that,
if (T*(t})iz0 is not asymptotically stable, ie, ||T*(t)foll 4 0 as t — oo
for some fy € E', and if o(A) 2 R, then the full time Cauchy problem
u'(t) = Au(t), t € R, u(0) = ug, has a mild, bounded solution for each
up € E. This vesult implies (roughly speaking) that the spectral structure
of the generator A can furnish a non-trivial, slowly growing (e.g., bounded)
solution for the Cauchy problem /(1) = Au(t), t € K.

In this paper we study the converse aspect, i.e., describing the spectral
properties of A through the existence of slowly growing solutions of the
corresponding Cauchy problems, Generally, we take A4 to be a closed linear
operator in a Banach space &. In the study of the nth-order abstract Cauchy
problem 1™ (2) = Au(t), t € R, one is led to considering the linear Volterra

1991 Mathematics Subject Classification: Primarjr 45N05, 47D03; Sec.ondary 44A10,
30D15.

' Key words and phrosesi Volterra equation, Carleman transform, spectrum, Cg-groups.



