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Sur le théoréme de division de Weierstrass
par

JTACQUES CHAUMAT (Orsay)
et ANNE-MARIE CHOLLET (Lille)

Abstract. We prove a Welerstrass division formula for €™ Whitney jets d-flat on
arbitrary compact subsets of the complex plane, We also give results for Carleman classes.

Introduction. Une des motivations de ce travail est le théoréme clas-
sique de Weierstrasgs dont il existe plusieurs formes équivalentes. Celle qui
sera évoquée icl s’exprime en termes du polyndéme générique de degré m de
la variable complexe 2, '

Pz, A) = 2™ b A 2™ e L 4 Doz 4 Mg
Pour toute fonction J' holomorphe au voisinage de 0 dans C**%, on a

m—1
F(z,1) = Polz, )Q(z, A1)+ Y Z*Ri(\ 1),
k=0
ol @ est une fonction holomorphe au voisinage de 0 dang CxC™ x C° et Ry,
0 £k £ m~—1, des fonctions holomorphes au voisinage de 0 dans C™ x C°.
Si, maintenant, (2 est un ouvert de R® et f une fonction de classe C°°
sur R x {2 on a

-1
Fla,t) = Po(a, Qe A0 + Y a*Ra(M 1),
h==0

ol @ est de classe €™ gur Rx C™ x (2 et, pour tout k, 0 < k £ m—1, By est
de classe C'™ sur C™ x 2. Tl ¢'agit 13 d'un théoréme également classique de
B. Malgrange [11] dont différentes preuvey ont été données, en particulier,
par G. Glaeser, 8. Lojasiewicz, J, Mather et L. Nirenberg. On trouvera des
références dans [14] et [15]. ' _

La preuve donnée par J. Mather a permis & M. D. Bronshteln 3] d'éten-
dre la formule de division aux classes de Gevrey. Dans une autre direction,
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3. Bell et D. Catlin [2] ont modifié une preuve de L. Nirenberg [15] et donné
une version de ce théoréme adaptée aux fonctions holomorphes dans un
demi-plan qui se prolongent de fagon ' jusqu’au bord. Indépendamment,
une idée voisine a été exploitée par K. Diederich et J. Fornzess [8].

Les auteurs développent ici une méthode permettant d’écrire une formule
de division valable sur un compact arbitraire & du plan complexe et pour
des classes de jets de Whitney O-plats sar K. Ils se situent ainsi dans un
cadre unifiant les travaux précédents. L'introduction des clagses de jets de
Whitney dans cette théorie n’est pas artificielle, bien au contraire. On sait
en effet que, si un compact K est 'adhérence d’un ouvert & bord Lipl,
les jets de Whitney '™ et d-plats sur K s'identifient & 4°°(K'), la classe
des fonctions holomorphes A U'intérieur de K qui se prolongent continGment
ainsi que leurs dérivées an bord de K, et que si K est un intervalle [a,b] de
R, les jets de Whitney O et O-plats sur K s'identifient aux fonctions de
classe O au sens usuel sur [a,b]. Ainsi, dans ce travail, tout théoréme de
division établi au sens des jets aura deux corollaires que 'on pourra écrire
dans chacune de ces situations. Par souci de briéveté, on ne donnera pas le
détail des preuves dans chacue cas.

Dans une premire partie, si K est un compact arbitraire de C, on établit,
en utilisant la formule de Cauchy et une fonction troncature inspirée de
J. Mather et de M. D. Bronshtein, une formule de division pour une fonction
g de classe € dans C et A support compact au voisinage de K. Clest la
proposition 4. La fonction @Q et les fonctions Rg, 0 < k < m—1, sont données
par des intégrales portant sur 0g dont les estimations se font simplement.
On a alors un théoreme de division (théoréme 7) sans parametres au sens
des jets sur un compact arbitraire K de C. En application, on mentionne les
résultats concernant un compact K & bord Lipl ou un intervalle compact
de RE.

On sait bien que, pour obtenir un théoréme de division & paramétres, il
importe d'avoir un quotient Q et des restes Ry, 0 < & < m — 1, dépendant
linéairement et continfiment de la fonction dividende donnée. Si K est un
compact arbitraire de C, il est done essentiel d’avoir un procédé d’extension
linéaire des jets de Whitney C™ sur K en fonction C°° & support compact
dans C. Ceci n’est pas toujours possible et nous introduisons des espaces
de Banach de jets {p!My; O}} pour lesquels il existe toujours un opératenr
linéaire continu d'extension dans C*°(C). On a alors le théoréme de divi-
sion 13 des jets de Whitney C®°(K) et J-plats sur K avec paramatres dont
on déduit le théordme de B. Malgrange avec paramétres pour les fonctions
C® sur un intervalle compact de R (théorgme 14) et un théoréme de di-
vision pour les fonctions de A®(K) dans le cas d’un compact & bord Lipl
(théoréme 15). On retrouve, si K est le demi-disque unité de C, le résultat
de 8. Bell et D. Catlin mentionné plus haut.
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La deuxitme partie concerne les classes de jets de Whitney fortement non
quasi-analytiques. Le théoréme 20 est un théoréme de division 4 paramdtres
dans ces classes. Comme précédemment, on a deux corollaires dans le cas
d’un compact & bord Lipl et dans le cas d’un intervalle compact de R. On
retrouve alors, comume cas particulier, le résultat précité de M. D. Bronshtein
sur les classes de Gevrey. Ce théoréme fait apparaitre une perte de régularité
par rapport aux paramétres,

Un dernier paragraphe est consacré & des applications du théoréme 20;
on donne des résultats du type “théortme de Newton”. Ceux-ci permettent
d’établir que la perte de régularité par rapport aux paramétres du théoréme
20 est optimale.

Régularité O

1. DEFINITIONS ET NOTATIONS. Soit {3, },>0 une suite de réels positifs
vérifiant les propriétés suivantes :

(1.1) My = 1 et {Mp}ymo est logarithmiquement convexe,
(1.2) lim M,/P = co.
p--uJ-OO

On considere maintenant la condition

o M,
(1.3) Yool e

pzl pM‘TJ
On sait que (1.1) et (1.3) entrainent (1.2) et que, pour tout j et tout &, on a
(1.4) MMy S Mt

Soit J = (f1,...,Js), un multi-indice dans N°. On note |J| = j = j1 +
ot Je et JU= it gl Pour tout @ = (z1,...,%,) de R®, on pose z/ =
zi' ...zl et on note |z| la norme euclidienne de z. Pour tout compact K
de R* et tout x, on note d(z,K) la distance de z & K et V(K) = {z ¢ R* :
d(z, K) < 1}.

Soit K un sous-ensemble compact de R*. Un jet F' sur K est la donnée
dune suite {F7(¢) : ¢ € K, J & N*} de fonctions continues sur K 3 valeurs
dans C. :

Pour un multi-indice L de longaeur [ de N*, on définit la L-iéme dérivée
du jet F par

DL e d IF
Bt - .- Bale
Pour un opérateur différentiel P A coefficients continus, on définit de maniére

analogue le jet PF. On dira que F est P-plat si le jet PF est identiquemen
nul. .

= {FV() (e K, JeN],



@
62 J. Chaumat et A-M. Chollet Im“

Pour tout jet F, tout ¢ de K et tout entier p, on définit le polyndme de
Taylor de F, pow tout = de R?, par

1 J
(19 2F@)= Y. wo-OTF ()
I [ g
et, pour tout entier p, pour tout multi-indice J avec j < p et tout (¢,z) de
K x K,

1 L g+l
(16)  RIPF@)=F)- > ple= OO
L,jJ+Ligp

On rappelle quun jet F est un jet de Whitney sur K de clagse U, et
on note F € C°(K), si on a, pour tout entier p et pour tout multi-indice J
avec | < p,

RI?F(z) = o(|¢ —2{"™)

lorsque |¢ — x| tend vers 0 avec (¢,z) dans K X K.

Si f désigne une fonction de classe €' dans R*, on note, pour tout
multi-indice I de longueur { et tout = de R,

L &f
Diie) dzit ... Ozl (®)
Bien évidemment, f définit naturellement un jet de Whitney de classe C'*°
sur K que l'on note encore f.

On sait, d’aprés le théoréme d’extension de Whitney [11], [14] que, pour
tout jet F' de C*(K), il existe une fonction f de classe €' dans R, a
support compact, telle que, pour tout multi-indice L de N° et tout ¢ de K,
on ait

FE(¢) = DEF(Q).
On écrif encore
f=F, ausens des jets sur K.
2. LEMME [10]. Soit { M}, }p>0 une suite vérifiant (1.1) et (1.3). Soit 2 un
sous-ensemble non vide de R® et a un réel sirictement positif. Il existe une

fonction xn de classe G dans R? & valeurs positives oy nulles ef vérifiant
les propriétés suivanies :

(2.1) xeZ)=1 sid(z02)< %a,

(2.2) xo(z)=0 sidz,02)>a.

Pour tout multi-indice I de N° de longueur | et tout © de R*, on a
(2.3) |DExo(2)| < Al Mia™

Ici Ag est une constante qui ne dépend que de lo dimension s et de la smte
{Mp}o>0-
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On note, pour tout réel A; > 0,
O(41) ={(2,¢) € Cx VIE)\ K :d(2, K) < 41d((, K)}.
Soit m un entier strictement positif. On note P,, le polynéme défini, pour
tout A = (A1,..., M) de €™ et tout z de C, par
Pz, A) = 2™+ Anz™ 1 4L+ Aoz + AL
Le lemme suivant est une adaptation d’un lemme de J. Mather [15] et
M. D. Bronshtefn [3].

3. LemME. Soit K un compact de C, { My }pzo0 une suite de réels vérifiant
les propriétés (1.1) et (1.3). Soit m un entier strictement positif. Il existe
des constantes Ay el Az ne dépendant que de lo suite {My}p>0, de U'entier
m et du compact K et il existe une fonction ¢ de classe C°° sur O(1) x C™
telles que les propriétés suivantes soient vérifides :

(2,0, ) =1 sid(zK)< &d((, K),
(2, \) =0 s d(z, K) > 3d({, K).

Pour tout multi-indice L € N*™ de longueur ! et tout (2,(,A) de O(1)x C™,
on a

(3.1)

(3.2)

D g,%so(z,c ,A)' < ALUMA(C, B)~imd+),

En tout point (2,(, A) de O(1) x C™ ot %qo(z,(, A) est différent de 0, on a
(3.3) [Pz, A)| 2 Asd(¢, K)™.
Preuve SoitreR,0<r<letjeN 0<7<m Onnote

et
(3.5) Niyp={X € C™: Pp(-,A) ne s’annule pas dans I';»}.

On a, pour tout r,

(3.6) U Njp=C™
=0
En effet, s'il existait A € C™ \ |JJ: =0 Njyr, alors d'aprés (3.5), Pn(-,A)
s'annulerait dans chaque Ij,, 0 € j £ m. De la, puisque les I, sont
disjoints, le polynéme P, {-, )) aurait m + 1 racines, ce qui est absurde
On note maintenant

) j 1
3.7 D .= {ze C:d(z,K) < (—}:+ '7‘+'.1' - - )r}

47 2m+1) 8m+1)
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et

(38) [Ii,= {z eC: G + 2(mj+ 0y + 8(m1+ 1))7' <d(z, K)
< (I} * 2(;:11) - 8(m1—|— 1))”“}'

On a done, pour tout § avec 0 < j < m et tout r avec 0 <7 < 1,

(39) {zeC:d(z,K)< ir}
C Doﬂ. C D}, ¢ D, C{zeC:d(zK) < 3r}.

Si on note, pour A dans C™, ug(A) les racines de Pp(-, A), on a

Po(z, ) = [ (2 = (M)
k=1

8i X appartient & N; . alors les racines uk()) n’appartiennent pas & Iy .
11 existe donc une constante A4 ne dépendant que de m telle que on ait,
pour tout j avec 0 < j < m, tout A dans Ny, et tout z vérifiant d(z, I'] ) <
r/{16(m + 1)),

(3.10) [Pz, A)| = Agr™.

Puisque l'on a

m—1

(2, XY < A = )\’|Sup Z

k=1
il existe des constantes As et Ag dépendant de m et de K telles que l'on
ait, pour tout j avec 0 < j < m, tout A vérifiant d(\, N;,) < Asr™ et tout
z vérifiant d(z, Iy ,) < r/(16(m -+ 1)),

(3.11) |Prn(z,\)] > Agr™.
On note, pour tout r avec 0 < r < 1,
Cr={2eC:r/2<d(2,K) <}

On applique maintenant le lemme 2 &

| Prn(z, A) ~

-1
C, aveca = yr,

1
; -
(3.12) D;, aveca= T6(m & l)r,
N;r aveca = Asr™.
Ona
(3.13) U Co-r = VE)\ K.
k=0
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Onp note, pour tout entier k& > 0, (:')Eanwk )k la suite de fonctions définies par
Xo, =x¢, pourk =0,

(3.14) . , _

Xeyo = (L =xe) - (1= X0, gomry )X, POUT SOUL K > 0.

D'aprés (3.13), on a, pour tout § € V(K)\ K,

S Ko, () =1.
k=0

D’aprés les propriétés (2.1) et (2.2) de XCyn» (3:12) et (3.14), on a, pour
tout & > 0,

SUPP Xeyy..w © SUPPXe, _, C Cpthoty U et U Cpmtiny.
Soit ¢ un point de V(K)\ K. Alors il existe un entier k() > 0 tel que
I'on ait
(3.15) ~ROD < d(¢, K) < 2788 et done ¢ € Chmneor.
De 13, dans le prodmt définissant X¥¢,_, dans (3.14), il y a, au plus, pour
chaque ¢, deux facteurs significatifs, c’est-a-dire différents de 0 ou de 1.
De méme, on définit, pour tout entier k > 1, (X Nj's_‘k)osjsm par
EN ke T XNy g
3.16) o
XNj‘gﬂvlﬂ = (J' - XNU,Q"";) e (1 - xNj-—l,ﬂ—k )Xlez—h
pour tout j avec 0 < j < m.
D’aprés (3.6), on a, pour tout & > 0 et tout A € C™,

m
Z fNJ.',..h (A) =1

=0
On pose, pour tout (z,¢, A) de O(1) x C™,

Zx%—h () ZXD g () ()X

k=)

(3.17) oz, C,A) = - amtir (A):
La fonction ¢ est clairement de cla,sse C* dans O(1) x C™.
On a la remarque-clé suivante :

(3.18)  dans la sommation en k définissant la fonction ¢, seuls intervien-
nent les indices k(¢) ~ 1, k(¢) et k(() + 1

On se propose de montrer que la propriété (3. 1) est vérifide.

Si lon a d(z,K) < &d(¢,K) alors d(z,K) < § 27 (B{O+4) et done,
d’aprés (3.9), z appartient & IV  amCi(g ) pour tout 7 avec 0 < j £ m.
Puisque 'on a

! ™ - !
Dj,gmuocc)w) C D p-thirem C D, o-tnicren
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on a, pour tout A, d’aprés (2.1), w(z,¢{,A) = 1. ,

Si maintenant on a d(z, K) > 2d(¢, K) alors d(z, K) > § - 27 KO+ »
%-2‘(”‘:”2) et donc, d’aprés (3.7) et (3.9), z n’appartient pas & D;@,z—ckmﬁ)'
Plus précisément, on vérifie aisément que l'on a

3 1
2 2o+ L~ _9—(k()+2)
d(u,K)>4 2 +16( 1)2

et donc, d'aprés (2.2) et (8.13), on a, pour tout A, p(z,{,A) = 0.

On se propose maintenant de contrdler les dérivées de @ sur O(1) x C™,
Il existe, d’aprés (2.3), (3.12), (3.14) et (3.16), une constante 47 > 1 ne
dépendant que de la suite {Mp}p5>0 et de Ventier m telle que l'on ait :

e pour tout multi-indice o de N? de longueur |a| et tout ¢ de C,

N . 1 Jex|
(3.19) |D*Xc,- (O] < APlalt My <2k+2) ’

¢ pour tout multi-indice 3 de N* de longueur |§| et tout 2 de C,

: 18]
1
3.20 Dﬁ.., , <A|p5| |]\_/l e
(3.20) | XDJ.,E_;G('Z)I— 7 |B|' Mg 16(m -+ 1)2* ’

e pour tout multi-indice v de N?™ de longueur || et tout A de C™,

N A Il
(3.21) DX, o (A) )| < A yitary, (2m5k:> '

Il existe donc, d’aprés (1.4) et (3.18)-(3.21), une constante Ag > 1 ne
dépendant que de la suite {M,},>0, de Pentier m et du compact K telle
que 'on ait, pour tout (z,{, A) de O(1) x C™,

(322)  |DID{DYp(z,¢, )]

1 N lalH8lEmi
w)

< AL ol 411+ ) Mo

Ceci, compte tenu de (3.15), établit (3.2).
On a'enfin

Bw‘tp(z - )\ ZXC'Q K C) zg 5EXDJ g«-(-’u+8)( ) iNj'Q_.(h-pa)()‘)'
=
Or, EXD;-,,ﬂ # 0 impligue
1 1 1
e > d(2, D —
may) > 450> 5 e
et de méme, Xn; . (A) # 0 implique
(3.24) d()\, Nj,r) < Agr™.

(3.23)
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L'inégalité (3.23) implique d{z, I'l ) < EG}LTUT et done {3.23) et (3.24)
entrainent, d’aprés (3.11),
\Pr (2, A)| = Agr™ > 0.
Ceci acheéve la preuve du lemme d’aprés (3.15) et (3.18),

4. PROPOSITION. Soit K un compact non vide de C et g une fonction
de classe C™ dans C, d& support compact dans V(K. On suppose que, pour
tout entier p positif ou nul, il existe une constante C(p) > 0 vérifiant

(4.1) b%g(g) d(¢, K)™ £ Clp) pour tout ¢ de V(K)\ K.
Alors on a, pour tout z de K el tout A de T™,
m—1
(4.2) 9(2) = Pry(5,0)Q(z,0) + > 2" Ry(N)
k=20
avec

- ot ) a(O)
43) Q2,2 = “Eﬁ f f (Cﬁi(:)(t o Z)?Ej(t,/\) do(t) do(()

CEVIRNWK teV{KN\K

et, pour k entler avec 0 <k <m -1,

(4.4)  Rp(A)
%ot ¢, A)Zg(C)
=% I F(g_t)P ey S ) doe) do(e)
CEVIR\K teV(KINK ma

Ici, do désigne lo mesure de Lebesgue planaire, ¢ est la fonction introduite
dans le lemme 3 ¢f les fonctions Sy, 0 < k < m ~ 1, sont des polynémes en
t dont les coefficients sont des fonctions affines de A qui vérifient

-1
(4.5) Pz, X) = Pt Ay = (5= 1) Y 2*Su(t,A).

fiex()

Remarque, Bien évidemment, dans (4.3) et (4.4), 'intégration en ¢
porte sur I'ensemble ot e ne s'annule pas. Celui-ci est contenu dans {t:

#74(¢, K) < d(t, K) < 2d(¢, K)}.

Preuve de la proposxtlon 4, Laformulede Cauchydonne pour
tout z de C,

f § z)dcr)

" eev(FN
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D’aprés (3.1), pour tout z dans K, tout ¢ dans V(K) \ K et tout A dans
C™, on a p(z,{,A) = 1 et donc

1 3 :A 0
(45) a=-2 [ 228N Do) a0
T (—z O
CEVIENK
Pour ¢ fixé dans V(K) \ K, la fonction z — w(z,{, A)/(¢ — z) est de classe
% et 3 support compact dans {z cC:d(z,K) < %d(c, K)}. On peut done
appliquer & nouveau la formule de Cauchy et on obtient

(P(za C: ’\) _ ___1_' Z%Lp(t: C7 -J\) d
s (-2 WtEV(i‘)\K(C A 7
On a donc, d’aprés (4.6) et (4.7),
1 G Zolt (A
(4.8) (#) = — —=9(C) A2 do(8) do ().
glz 2 CeV(}[)\K ¢ tEV(i)\K(C - t) (t - z)

On remarque maintenant que, d’aprés (3.3), en tout point (t,¢,A) ol
-é%go(t, ¢, ) est différent de zéro, Pp,(t,A) est également différent de zéro.
On a alors, dans ce cas,

m=1
(4.9) 1 Pu(z,X) 2R84, A)

t—z (t—2)Pm(t,N) = Pt ) '
Les égalités (4.8) et (4.9) donnent la formule de division (4.2).

5, DEFINITIONS ET ESTIMATIONS. On note

1 %Qa(t:c:)‘)
(51) ]C(Z, C: )\) =7 f (C — ta)(t - Z)Pm<ta )\)

teV({K)\K
et, pour k entier avec 0 < k< m — 1,

Lo(t, (A
(5.2) }Ck(gﬁ’\)=;§§ J (E%%(%
tEV(KNK .

On rappelle que l'intégration ne porte en fait que sur
(5.3) - {t: Zd(¢, K) < d(t,K) < 2d((, K)}.

Clairement, d’aprés (3.3) et (5.3), K est de classe C™®dans O(1/64) x C™ et
est holomorphe en 2z pour (¢, A) fixé dans (V(K}\ K) x C™. De méme, pour
tout k avec 0 < k< m—1, Kg((, M) est de classe C°° dans (V(K)\K)xC™.

On déduit des propriétés (3.2) et (8.3) de la fonction ¢ qu'il existe une
constante Ag > 1 telle que Pon ait

Lot,¢, N
Pp(t,A)

do(t)

Sk(t, A) do(t).

Dt < ALNMLA(C, K imibmetl),

Sur le théaréme de division de Weierstrass B9
De 13, il existe une constante Azp > 1 telle que I'on ait, pour tout entier j,
tout multi-indice L de N*™ de longueur 1 et tout (z, ¢, A) de O(1/64) x C™
(5.4) |DIDEK (2, ¢, M) < ALF AIMd(C, K= tmikimet8).

eb, pour tout multi-indice L de N*"de longueur I et pour tout (¢,)) de
(V(K)\ K) x C™,

(5.5) IDEKR(C A S ApltMid(C, K)= 021 + 1],

Les constantes Ay et 419 ne dépendent que de la suite {Mp}p>o0, de Ventier
m et du compact K.

6. PROPOSITION. Soit K un compact non vide de C et g une fonction
de classe O°° dans C, & support compact dons V(K. On suppose que, pour
tout entier p positif ou nul, il existe une constante C(p) > 0 vérifiant

(6.1) E%g(g) A, K)P <C(p) pour tout ¢ de V(K)\ K.
On pose
Q={Q"*(z, ) 2e K, AeC™, jeN, L eN"™}
[
, 1 8 3
62) Qe N==5 [ 52900 DPLK(2,¢, N do (),
CEVIENK

ot K{z,(, M) a été défini en (5.1). On note R la fonction de classe O sur
CxC™ définie par (2, \) = Syt 28Ry (A), ot Riy()) a été défini en (4.4).
Alors les propridiés suivantes sont vérifides :

(a) @ est un jet de Whitney de classe C™ sur K x C™, 3-plat en z.

{(b) On a, au sens des jels sur K x C™,

(6.3) . g = P’H’LQ + R-

Preuve. On vérifie comme dans la preuve de la proposition 10 de [6]
que, d’aprés (5.4) et {6.1), @ est un jet de Whitney de classe €™ sur K xC™.
On peut, & ce point, remarguer que, pour (4, z) fixés dans N x K, Q9% (z, \)
est, en. fait, la dérivée d’ordre I en X de la fonction de classe C'°° dans C™,
A= QP0(z, M)

Pour établir (b), pour tout ¢ > 0, on note X. une fonction continue dans
C, & valeurs comprises entre 0 et 1, égale & 1 sur {( € C: d({,K) > &} et
a0 sur {¢ &€ C:d(¢{, R) < &/2}. De plus, on pose

8 . Lot N) _
J x@©500 | EHrTy do(t) do(¢),

1
(6.4) g:(2) = P} ac
' CEVIOINK tEV(KNK
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UM =2 [ xelO) ol Kl N do(c),
(6 5) T CEV(KI\K C
QUEN= 5 [ xe() gel) DRG0 do )

CEV(ENK
: pour tout j et tout L,

et, pour k entier avec 0 <k <m —1,

[ (0 S0 Ka(6 N der(0),
CEV{KN\K C
ol les fonctions K et Ky ont été définies en (5.1) et (5.2).

Clairement, puisque dans les intégrales correspondantes n’interviennent
que les ¢ vérifiant d{{, K) > /2, les fonctions g., Q, et By ¢ sont de clagse
C*sur K.pg ={2€C:d(z,K) < 5/2} et on a, sur Ky x €™,

(6.6) Res()) = ;15

me—1

(6.7) 96(2) = P, \)Qe(2, A) + D 2Ry (V).
k=0

On a clairement, toujours sur K, /2 X €™,

(6.8) DI%Q. = Qit.

Enfin, on pose

(6.9) G={GFz):z€ K, jeN}

avec _

P 1 a ..o 1
6100 Fw=— | Beqoi( A )wo
T 8 : —x
CeV(KN\K

On utilise, maintenant, la proposition 10 de [6] pour établir que, lorsque
¢ tend vers 0, le jet de Whitney de classe C® défini sur X x C™ par ¢, tend
vers ( dans C™(K % C™) et que le jet de Whitney de clagse C'°° défini sur
K par g; tend vers G dans C%°(K). Ici encore, on utilise (5.4) et (6.1). De
méme, on vérifie que Ry, . tend vers Ry dans O (C™) lorsque & tend vers 0.

On montre, comme dans le paragraphe 5 de [5], en utilisant une appro-
ximation de 'unité et (6.1), que, pour tout # dans K , ON 8

(6.11) GI(2) = Dig(z).
On. a donc, au sens des jets sur X,
(6.12) G=g.

On fait donc tendre ¢ vers 0 dans (6.7) et on obtient l’égaiité (6.3) au sens
des jets sur K x ™. ‘ _
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7. THEOREME DE DIVISION. Soit K un compact non vide de C et &
un jet de Whitney de classe C°° sur K, 8-plat. Alors, il existe Q un jet
de Whiiney de classe O sur K x C™, J-plat en z et des fonetions Ry,
0<k<m—1, de classe C™ dans C™ tels que l'on ait, au sens des jets de
Whitney de classe C™ sur K x C™,

(7.1) G = P,Q+ R.

Iei, R désigne la fonction de classe C™ définie sur C x C™ par (z,A) —
Sl 2R Ry (N).

Preuve. Il existe, d’aprés le théoréme de Whitney, une fonction g de
classe € dans C, & support compact dans V(K), telle qu'au sens des jets
sur K on ait g = G Puisque & est 8-plat sur K, la fonction ¢ vérifie (6.1)
et on applique la proposition 6. Le jet @ et les fonctions Ry sont définis
respectivement par les formules (6.2) et (4.4).

8. APPLICATIONS. (a) Si K est un compact & bord Lipl, ’ensemble des
jets de Whitney de classe 0% sur K, -plats s’identifie 3 A°°(K), I'ensemble
des fonctions holomorphes & Iintérieur de XK et C™ jusqu’au bord. On a
donc un théordme de division dans A®(K). L’hypothése “K est un compact
a bord Lipl” peut &re remplacée par une hypothése plus faible de type
régularité de Whitney.

(b) Si le compact K de C est un intervalle I de R, 'ensemble des jets de
Whitney de classe C°° sur K, B-plats s'identifie & I'ensemble des fonctions
C® sur I; on retrouve alors un résultat classique de division pour les fone-
tions de classe C°° & support compact sur R {G. Glaeser, 8. Eojasiewicz,
J. Mather et L. Nirenberg [15], B. Malgrange [11]).

9. DEFINITIONS. Soit C' > 1. On note (p!Mp; C) la classe des fonctions
[ indéfiniment dérivables dans R? vérifiant

|1)Pf(;u)|)
9.1 su ‘ 81 = o) = || fil < oo
(9.1) pP Cr i, (memz, rli’lmp ol U [ praicy = || £l

La clagse (pIMp; C') est un espace de Banach.

Soit K un compact & bord Lipl. On note de méme (p!Mp; C)x Vespace
de Banach défini de facon analogue.

On note

(p!Myp; OV = (p!Mp; C)r N H(K®),
ot H(I®) désigne I’engemble des fonctions holomorphes dans I'intérieur K°
de K.
Soit K un compact arbitraire et F un jet sur K. On pose

o(F) = sup ()|
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et, pour p > 1,
J,?J-—]. il
|F* ()] R F(w)l)

L,(F) = max su — T el

() <P|=p,13cef< Pl r=ige-1, eoenxx SHG - [P
On note {p!My;C}k l'espace de Banach des jets de Whitney F sur K
vérifiant

Ly(F)

(9.2) sup Cri,
On note enfin {p!Mp, C}} le sous-ensemble de {p!My; Cly formé des jets
B-plats.

Remarque Soit K un compact & bord Lipl. A une fonction f de
(p!Mp; C)k, on associe son jet Jf sur K; on définit ainsi une injection
naturelle 7 de (p!My; C)x dans {p!My; A11C}k, ol la constante Ay > 1
ne dépend que du compact K. On a, de plus,

= [Fllipa,icrx = 1F] < oo

17 Flipatgancis S 1o
Dans l'autre direction, & un jet F' de {p!Mp; C} g, on associe FO; on définit
ainsi une injection de {p!Mp; C}x dans (p!My; C)k et on a

1E N sy < IF L iptatgicac-
On a bien évidemment, pour toute fonction f, (7 )% = f sur K.

On peut remplacer Uhypothése “K est un compact & bord Lipl” par
I'hypothese “K est Whitney 1-régulier”, ¢’est-a-dire, il existe une constante
positive  telle que deux points quelconques et y de K puissent &tre joints
par un arc rectifiable o contenu dans Uintérieur de K, sauf peut étre pour
un nombre fini de points, et dont la longueur || vérifie |a| < |z —y|. Cette
notion intervient dans des probiémes de prolongement de jets [12], [13].

10. LEMME [9]. Soit {Np}y>0 une suite de réels vérifiant (1.1) et (1.2).
S0it C > 1 un réel. Il eziste une constante E et un opérateur linéaire continu
T de {pINp; CY; dans C{R?) tels que l'on ait

{10.1) TF =F sur K,
(10.2) T'F est 4 support dans V(K),

5 )
(103 [E?Tﬁ(c) A, K) < | FI(ECY Ny,

pour tout entier p et tout ¢ de V(K}\ K.

11. THEOREME DE DIVISION. Soit K un compact non vide de C et soit
{Np}pzo une suite de réels vérifiant (1.1) et (1.2). Alors, étant donné C > 1,
il existe des opérateurs linéaires @ et Ry, 0< k € m — 1, continus
(IL1) Q: {pNy Clk — C(K xC™),  Ri: {pNg; O} — C=(C™),

vérifiant les propriétés suivantes :
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(a) Le jet QF est G-plat en z.
(b) On a, au sens des jets sur K x C™,

(11.2) F = PnQF +R,

ot R désigne la fonction de classe C*° défindie sur C x C™ par (2,\) —
;’cn—u ZA'RFMF( ).

Preuve. Soit {M,,}p;,q une suite de réels vérifiant (1.1) et (1.3) et
F appartenant & {plNp; C}1%. D'aprés (10.2) et (10.3), g = T'F vérifie les
hypothéses de la proposition 4. On utilise la construction précédemment
décrite ot la suite {M),}pz0 ntervient dans la définition de la fonction ¢.
On a done, d’aprés (10.1), la formule de division (11.2) avec QF le jet défini
par

R
CEVIRINK
X Di'L (t C: ) o (t) da-(C)
’Atevu{)\x( t)(t — 2}Pm(t, )

e, pour kentier 0 S k< m—1,
(11.6)  (RaF)A)
! Beplt, ¢ 0) ZTF(Q)
= - Si(t, \) do(t) do(¢).
P f T . k\ Ly
7 CEV(K\K eV (KI\K (€= 8)Pu(t: A)
12. ESTIMATIONS. (a} Soit K un compact & bord Lipl. Pour toute fonc-
tion f de (p!Ny; O)3, (QT £)%0 est une fonction de % (K xC™) holomorphe
en z dans Pintérieur de K. On a les estimations suivantes.

Pour tout entier 7, tout multi-indice I de N?™ de longueur I et tout
(z,A) de K x C™, on a
(12.1) |DIDF(QT )™z, M) £ (I FIIALS 51U M Nt pmesas
et, pour tout multi-indice L de N?™ de longueur [, tout A de C™ et tout &
avec 0 Sk <m~1,0na _
(122)  |DHRWT LN S [N Nt gms (2] + 1)
Ici, la congtante Ay dépend de {Mp)uyo, de {Np}pzo, de lentier m, du
compact K ef de C.

Les inégalités (12.1) et (12.2) se déduisent de (10.3), (5.4) et (5.5).

(b) Soit K un compact quelconque. On a des estimations analogues 3

(12.1) et (12.2) en utilisant la proposition 10 et le corellaire 11 de [6]. Pour
tout multi-indice L de N#™ et tout A de C™,

(12.3) (QFYE(A) = {(QFY#(2,0) 1z € K, j € N}
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est un jet de Whitney sur K appartenant & {p! Nmipptm-4; A13C }}Q eton a
(12.4) H(QF)E(N)| < AlglMi[|F].

Ici, les normes sont prises dans les espaces de jets respectifs et la constante
Ajs dépend de {M,}p>0, de {Ny}p»0, de entier m, du compact K et de C.
L’inégalité (12.4) remplace (12.1) et Vinégalité (12.2) n'est pas modifiée.

13. THEOREME DE DIVISION C® A PARAMETRES AU SENS DES JETS.
Soit K un compact non vide de C et B une boule euclidienne fermée dans
R, Soit I’ un jet de Whitney de classe C° sur K x B et G-plat sur K.
Alors il existe un jet de Whitney Q de classe C® sur K x C™ x B, 8-plat
sur K et des fonetions Ry, 0 < k- < m — 1, de classe C°° sur C™ x B tels
que l'on ait, ou sens des jets sur K x C™ x B,

(13.1) F=PnQ+R

Ici R desi_gne la fonction de classe C™ définie sur CxC™ x B par (z, A1) —
S 2 R (D).

Preuve. Le théoréme 13 est une conséquence du théoréme 11. Sa preuve
un peu technique n’est pas donnée ici. Le lecteur familier du langage des jets
I’écrira sans peine en adaptant la preuve donnée ci-dessous du théoréme 14.

Comme application du théoréme 13, on retrouve le résultat classique
suivant [10], [11], [14], [15] dont on donne une preuve  partir du théoréme 11.

14. THEOREME DE DIVISION. Soit I un intervelle compact de R et B
une boule euclidienne fermée dans R®. Soit f une fonction de classe O
sur I x B. Alors il existe une fonction Q@ de clagse C°° sur I x C™ x B et
des fonctions Ry, 0 < k <m — 1, de classe 0 sur C™ x B telles que l'on
ait

],
Fl2t) = Pz, NQ(z, A1)+ Y 2" Ri(A,1).
k==0

Preuve. Soit f une fonction de clagse C% sur I x B. Pour ¢ fixé dans
B, on note f; la fonction définie sur I par fi(z) = f(z,¢).

On. se propose de montrer qu'il existe une suite {Np}p>q vérifiant (1.1)
et (1.2) telle que Ja fonction ¢t — #; soit une fonction de classe C* sur B
& valeurs dans V'espace de Banach {p!N,; 1}}. Pour cela, on établit d’abord
que Pon a, pour tout entier 7, tout multi-indice 7' de N® de longueur T, tout
x dans I et tout ¢ dans B,

(14.1)

(142)  |DL(DT f(z,t)| < C(r)jIN;, cest-a-dire, ||DTf”(gth,1); < C(r).
On note
Ep = Sup ( Sup |Dépgf(mlt)1>.
{§,m)s j+r=p \T:|T|=r,z&l, t€B i
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1l existe clairement une suite (Mp)p>0 croissante, vérifiant (1.1) et (1.2) et
telle que Von ait, t, pour tout p, Lp < M,, On a dong, pour tout (7, T) € NxN,
Mir m(lX(MzJ,Mzr) < MzJMzT De 13, si on pose N, = Map, on a
I'inégalité (14.2) avec C'(7) = 7IN..

Puisqu’ll existe une coustante A4 > 1 ¢t une injection naturelle continue
de (§1N;3 1)y dans {71V, A 14}F on obtient le résultat annoncé en remplagant
Ny par AjyNj.

Avec la suite {Np}pso ainsi choisie, on applique maintenant a f; le
théaréme 11. On note

Qe A t) = Qfi(z, A) et Ri(A 1) = RefiA).

On a alors la formule de division et, puisque les opérateurs @ et Ry sont
lindaires continus, les régularités annoncées.

Toujours comme application du théoréme 13, dans le cas particulier on
K est un compact & bord Lipl on a le théoréme suivant.

15. THEOREME. Soit K un compact de C & bord Lipl et B une boule
euclidienne fermée dans R®. Soit F' une fonction de classe C*° sur K x B
et holomorphe o Vintérieur de K. Alors il existe une fonction Q de classe
G sur K x C™ x B, holomorphe & Vintérieur de K et des fonctions Ry,

0< k< m~-1, de classe C°° gur C™ x B tels que Uon ait, sur K xC™ x B,
m-~1

(15.1) Fz,t) = Pu(z,)Q(z, M) + D 2P Re()1).
k=0

Remarque. Dans le cas particulier oi K est le demi-disque de C,
K={zeC:l|z <1, Imz > 0}, on retrouve un résultat de S. Bell et D.
Catlin [1], [2].

Classes fortement non quasi-analytiques

16. DEFINITIONS ET NOTATIONS. On suppose que la suite {Mp}pzo
vérifie, de plus, la condition suivante : il existe une constante By > 1 telle
que Von nit

(16.1) M, < BfMjMy-j, 0<7sp,
et
My M, .
16.2 — B & L our tout p > 1.
(16.2) Z T A P

kzp
Cette dernidre hypothése qui implique évidemment (1.3) est encore appelée
hypothése de forte non quasi-analyticité. Elle intervient de mamére essen-
tielle dans le lemme 18. . o R
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On pose, maintenant, pour tout r > 0,
(16.3) haglr) = ir]:kark.

Clairement, la fonction ks est croissante, strictement positive et inférieure
al.

On sait, d’aprés (16.1) et (16.2), que, quel que soit entier s > 1, il existe
une constante By < 1 ne dépendant que de By et de s telle que 'on ait,
pour tout £ > 0,

(16.4) hM(Blt) < hM('lZ)S.

17. Remarque. On s’assure aisément que, si {IVp}p>0 est une suite
vérifiant (1.1), (16.1) et (16.2) et si m est un entier strictement positif, alors
la suite {M,}p5o définie, pour tout p, par
(17.1) My = N;*
vérifie aussi (1.1}, (16.1) et (16.2). De plus, d’aprés (16.3) et (16.4), il existe
une constante B, dépendant de m et de la suite {Np}p>¢ telle que 'on ait,
pour tout r > 0,

(17.2) hN(.Bg’I‘l/m) <hm(r) £ h,N('?"l/m).

18. LEMME [4], [7]. Soit {Mp}p»0 une suite vérifiani (1.1), (16.1) et

(16.2), £2 un sous-ensemble non vide de R®, et n et a des réels strictement

positifs. Il existe une fonction xn, de classe C° dans R® 4 valeurs positives
ou nulles el vérifiant les propriétés suivantes :

(18.1) Xan(@) =1 s d(z, Q) € 1a

(18.2) xXan(®)=0 sidz Q) >a,

Pour tout multi-indice L de N° de longueur | et tout = de R ona
1

18.3) DEyan(@)| < My —c—

( 1D (0} S UM

Ici By est une constante qui ne dépend que de la dimension s et de la suste
{Mp}p20.

19. LEMME D'BEXTENSION LINBAIRE [7]. Etant donnée une suite {No}po
vérifiant (1.1), (16.1) et (16.2), il existe un opérateur lindaire d’extension
continu I' de Uespace de Banach {p!Np; C}x dans (p!Np; EC). La constante
g‘ rg dépend que de la suite { Np}p>0; por contre, opérateur T dépend aussi

eC.

20. THEOREME DE DIVISION. Soit K un compact non vide et soit {Np}uzo
une suite vérifiant (1.1), (16.1) et (16.2). Alors, étant donné C > 1, il existe
des opérateurs linéaires Q et Ry, 0 < k < m — 1, continug
(201)  Q:{pIN,; Ol — C®(K X T™), Ry: {pIN,;CH — C(C™),
vérifiant les propriétés suivantes :
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(a) Le jet QF est O-plai en 2.

(b) On @, au sens des jets sur K x C™,
(20.2) F=PF,QF + R,
ot R désigne la fonction de clusse 0% définie sur C x C™ par (z,A) —

me R ().

(¢) Pour tout multi-indice L de N*™ de longueur | et tout A de C™, le jet
(QFY“(N) défini & partir de QF comme en (12.3) apportient a {p!Np; By} &
et on a

(20.3) IQF I < |F| BN
et, pour tout mulli-indice L de N** de longueur | et tout ) de C™, on a
(20.4) [DY(RiFYN)| < |F BN + 1),

Ici, lo constante By dépend de {N,}p»0, de Uentier m, du compact K et
de C.

Preuve. On reprend d’abord la construction faite plus haut avec quel-
ques modifications. Soit 1 > 0. On construit y, comme dans le lemme 3
avec M, = N et en remplagant le lemme 2 par le lemme 18.

On contréle maintenant les dérivées de @, sur O(1) x €™ de la fagon
suivante. I existe, d’aprés (18.3) et (16.4), une constante By < 1 dépendant
de K, de {Ny}y»o et de m et une constante Bg > 1 ne dépendant que de m
telle que Yon ait :

e pour tout multi-indice o de N? de longueur || et tout ¢ de C,

Lo o (473 1
(20.5) | D™% i ()] S (Bam)lee|tMyg, Fonr (Bara=5y”

» pour tout multi-indice 4 de N? de longueur |3/ et tout z de C,

- 1
5 Az, I .
(206) |D X’l’)y‘,:;“‘hm(z)l S (B()??) |ﬁ|Mlﬁ3| hM(BE'J?2_k)’
e pour tout wulti-indice v de N*™ de longueur |v| et tout A de C™,
. 1
(20.7) DRy, W (W) S (Bem) T 1My Fr Ben =y

[l existe done, d’aprés (3.15), (16.4) et (20.5)-(20.7), une constante By < 1
ne dépendant que de la suite {Np}pso, de Uentier m et du compact K et
une constante By > 1 ne dépendant que de m telles que l'on ait, pout tout
(2,¢,A) de O(1) x C™,

(20.8)  |DEDEDYey(2,C, M)

N A
N o+ 18] +]7]
< (Bgn)! Ao -+ 5] + ) hM'(Binzwm-Z(C))




78 J. Chaumat et A-M, Chollet

et donc, d’aprés (3.15) et (17.2), quitte & changer ) en n/Bag,

(20.9) | DEDEDYon(z, (M)
Nlol+181+171
lee|+1 8]+l - |1
ot By < 1 est une constante ne dépendant que de la suite {Ny}p>o, de
lentier m et du compact K.

Pour tout multi-indice I de N?™ de longueur ! et tout (2, ¢, A) de O(1) x

C™, on a

DL 32:"071 2, C’ A)'

J, 0805 L
1F=g

et donc, d’aprés (3.3) et (20.9),

Laz‘Pn(Z ¢, }‘)
Wy ‘

< 3 A PUUAING Byt
= 65 =D hn(Bontma(G, K)) - (¢, K)0=7]
=y
; Il 1

<B Z”JH R S
" hy (Bent/md(¢, K) ) ItLge, K)ymi—i+1)

Par définition de hy en (16.3), on a
(hn(Bon*/™d(¢, K))™ < d(¢, K)m(—I+0 Bpl=iFpl=rt ypm,
et done, d’aprés (16.4) et (1.1}, on obtient
DL az‘Pn( z,(y A) _ 3
Pr(z,A) " v (Bont/md(¢, K))
m(l——j 1) n(z.,_, o 1)N

L arm
R I o o)

g N,
" by (Bigntmd((, K))'
Ici, les constantes Byy > 1, Bya > 1 et Byz < 1 dépendent de la suite
{Np}p>o, de U'entier m et du compact K.
De 13, on a pour K et Ry des estimations analogues & celles obtenues
dans le paragraphe 5, Il existe donc une constante Bis > 1 ne dépendant
que de la suite {Np},>0, de V'entier m et du compact K telle que 1’on ait,
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pour tout entier j, tout multi-indice L de N de longueur [ et tout (2,(, )
de O(1/64) x C™,

(20.10)  |DIDEK(2,¢, )|

14 &7 42 (C ) hN(Bld?'fl/md(C K)}
et, pour tout multi-indice L de N?™de longueur ! et pour tout (¢, A) de
(V(E)\ K) xCm,

[DIK(C, M) £ BiUN,

2 g0 -1 1Al +1]
) B a G, )
Maintenant, par souci de simplicité, on détaille la preuve dans le cas d'un
compact K 2 frontiere Lipl.
Soit f une fonction dang (plNy; C) k. Alors 7.7 f définie dans le lemme 19
appartient ém (pINy; BC) et on a

(20.11)

(20.12)

ij( )‘ L fllhw(Brsd(¢, K)) et done, d'aprés (16.4),

< f([(hn (Bisd (¢, K)))2,
ol Byp et Byg ne dépendent que de C et de la suite {N,},»0.
De la, on déduit que la fonction (Q7 )% définie par (11.5) vérifie les
estimations suivantes :

(2018)  [DIDF(QI N (= M| < BIF Uiy N god(C, K) =042
« (hn(B1gd((, K)))Q'”fﬂ.
hw (Bisnt/™d(¢, K))
On choisit '

n = (Bys/B1s)™
On déduit de (20.18), (16.3) et (16.1)

(20.14)  [DIDY(RT£)™(2, N
< B AN (¢, K) 0 Dby (Bied(¢, K))

S [1F1BY 1IN e Nya < |1£]1 B UGN ;.
Les constantes B;,17 < 1 < 20, ne dépendent que de la suite {N }p>0, de
lentler m et du compact K et de C.

On déduit de méme Pestimation correspondante pour Ry f défini par
(4.4) ou (11.6),

Dans le cas d*un compact X arbitraire, on définit le jet @F par la formule
(11.5) en utilisant ici encore la fonction @y et I'opérateur linéaire continu
d’extension T' du lemme 19. On obtient alors (c) en utilisant, comme dans
le paragraphe 12, la proposition 10 et le corollaire 11 de [6].
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Comme application du théoréme 20, on a le résultat suivant,

21, THEOREME DE DIVISION. Soit I un intervalle compact de R et B une
boule enclidienne fermée dans R®. Soit [ une fonction sur [ x B, appartenant
& (pINp; D rx - Alors il existe une fonction Q de classe C™ sur I xC"x B
et des fonctions Ry, 0 <k < m— 1, de classe C™ sur C" x B wérifiant les
propriétés suivantes :

(a) On a
=1
(21.1) F(z,t) = Pu(z, NQ(z, M)+ > 2 Re(A 1),
k==0

(b) Il existe une constante By > 1 telle que Uon nit pour tout entier §,
tout multi-indice L de N*™ de longueur I, tout mulii-indice T de longueur
T et tout (z, A, t) de I x C™ x B,

(21.2) |DiDEDT Q(w, M 1)] < BIFTT iU ING N (N)™,

et, pour tout multi-indice L de N*™ de longueur |, tout multi-indice T' de
longueur T, fout (A1) de C™ x B et tout k avec 0 < k<m —1,
{21.3) \DY DY Ri(A, )| < BYFTUINA(ND)™ A + 1).

22. Remarques. (a) Puisque P'on a posé M, = N, les inégalités
(12.4) et (20.3) sont identiques & cela prés que la norme du jet {@F)" n’est
pas calculée dans le méme espace de jets. On constate que ’hypothése de
forte non quasi-analyticité faite sur la suite {V, },>0 permet de rester dans
I'espace de jets {p!N,; C’}}; alors que, sans cette hypothése, on a une perte
de régularité de “Pordre” de N,,;.

(b) Dans le cas ol on a N, = p!®, a > 0, ¢’est-a-dire, le cas des classes
de Gevrey d’ordre 1+ e, le théordme 21 permet de retrouver un résultat de

M. D. Bronshtein [3]. Comme l'explique M. D. Bronshteln, les estimations
obtenues sont optimales,

Toujours comme application du théordme 20, on a le théoréme suivant.

23. THEOREME. Soit K un compact de C & bord Lipl et B une boule eu-
clidienne fermée dans R®, Soit F' une fonction appartenant 4 (PINp; Vi xp
et holomorphe & Uintérieur de K. Alors il exisie une fonction @ de classe
O sur K x C™ x B, holomorphe & Vintérieur de I et des Jonctions Ry,
0<k<m—1, declasse C® gur O™ % B vérifiant les propriétés sutvantes :

(a) On a, sur K x C™ x B,

m—~1
(231} fat) = Palz NQz A0+ S R,
k=0

(b) I existe une constante Bay > 1 telle que 'on ait, pour tout entier J,
tout multi-indice L de N*™ de longueur I, tout- mulli-indice T de longueur
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7 et tout (2, t) de K x C™ x B,

(23.2) |DIDEDTQ(2, A, 1)] < Bl fMir N, NA(N)™,

et, pour tout multi-indice L de N*™ de longueur I, tout multi-indice T' de
longueur T, tout (A, £) de C™ x B et tout k ovec 0 < k <m - 1,

(23.3) DY DRy (M 8)] < BeyTURIN, (N)™[|A] + 1.

Applications. On se propose de donner ici quelques résultats du type
“T'héoréme de Newton”.

Soit {Np}yzo une suite de réels positifs, On note (plN,) = g (p!Ny; C)
et on définit de méme pour un compact K de C, {p!N,}x et {p!N, )5

24, THEOREME. Soit [T un polynéme de degré m dans C. Soit K un
compact de C. On note K' = II"YK). Soit une suite {Np}p>e vérifiant
(1.1), (16.1} et (16.2) et F un jet de Whitney sur K’ appartenant d {pIM,} %,
telle que

{24.1) pour tout A de K, F soit constant sur IT™1()). _
Alors il existe une fonction g apportenant & (p!N;") telle que g s’annule a
Vordre infint sur K et que l'on ait, au sens des jets sur K,
(24.2) F=goll
Preuve. On note
I(z) = 2" 4 amz™ '+ ...+ a1
et, pour tout A dans C,
Pz, A) = 2™ + am 2™ ...+ ay — A
On applique alors le théoréme de division 20 avec pour diviseur le polynéme
Py, dans lequel le seul paramétre est A. II existe un jet @ sur K’ x C et une

fonction R de classe €°° définie sur € x C par
=1

Rz ) = ) 2're(N)
=0

tels que 'on ait, au sens des jets sur K,
(24.3) F e P,Q -+ R

De plus, pour tout multi-indice I de N? de longueur [, tout A de C et tout
kavec0<k<m—1,ons '

(24.4) | | DEre(W)] < BaglINP(A] + 11,

Soit z un point de K’. On pose A = II(z) dans (24.3). On note z;, 1.5
i < m, les racines de Péquation II(2) = A, comptées avec leur multiplicité.
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On a donc, pour tout ¢ avec 1 < ¢ < m, au sens des jets sur K',

F(z) = mz_ 2Fre ()
k=0
et donc,
me=—1 m
(24.5) mF(z) = Z (I (2)) sz‘
k=0 f=]

On sait bien que, pour chaque &, ¥ -, zF peut g’écrire comne un polyndme

des fonctions symétriques élémentaires des racines du polyndme I7(z) — A,
donc des a4, 1 <41 < m, et de A, De 13, il existe des polynémes dépendant
de k et notés Py, tels que l'on ait, au sens des jets sur K,

m~~1

(245) mE() = Y ra(T(2))Pa(I(2))
k=0
D’aprés (24.6), si on pose
m—~1
(24.7) o) = = 3~ r(w)P(u)
k=0

on a bien F' = golI au sens des jets sur K'.

La fonction g est définie et de classe C*° dans C x €. D’aprés (24.4),
elle appartient & (plN;"), quitte & la multiplier par une fonction & support
compact dans cette classe. Puisque, par hypothese, le jet 8F est nul sur K,
la fonction 8(g o IT) /6% est nulle A I'ordre infini sur K’. Puisque

1€

a toutes ses dérivées nulles sur K’ et que IT a une dérivée d’ordre m toujours
différente de 0, nécessairement 8g /8% est identiquement nulle sur K.

25. COROLLAIRE. Soit f une fonction paire sur [—1, 1] appartenant o la
classe de Gevrey (pI"+*)_y 1,0 > 0. Alors il existe g, unique, appartenant
a (pt+2e) g 4 telle que l'on ait

flz) =g(=z*) pour tout 2 de [—1,1].

26. Remarque. La régularité de g dans le corollaire 25 est optimale
comme en témoignhe 'exemple suivant,

Soit f la fonction définie sur [—1,1] par f(z) = exp(—1/|z|*/*), pro-
longée par 0 & Vorigine. On sait que f appartient (p!%)ey,1y- On a,
bien évidemment, f = go IT sur [~1,1] avec g définie sur R par g(z) =
exp(—1/|z|1/2*}, également prolongée par 0 & l'origine. Clairement g ap-
partient a la classe de Gevrey (p!'+2%) et n'appartient & aucune classe de
Gevrey plus petite. :

Sur le thdoréme de division de Weierstrass 83

27. THEOREME. Soit une suite { Np}pzo vérifiant (1.1), (16.1) et (16.2).
Soit IT un polyndme o cocfficients réels de degré m et soit C une constante,
C > 1. Il existe alors une constante C' > 1 et des opérateurs linéaires con-
tinus Ho, .., By de (pINg; Cpo,1y dans (pLN, C'w tels que, pour toute
fonetion f de (p!Np; Oy et tout © de [0,1], on ait

o]

He)= ) o*Re (T ().
k=0

Preuve. Onnote Ppy(z, A) le polyndme défini par Pr, (2, A) = IF(2) — A
Le théordme de division 20 établit 'existence ¢’opérateurs linéaires continus
@ de (pINy; ),y dans C°(K x C) et Ry, 0 £ k <m—1, de (plN; oy
dans C*(C) tels que, pour toute fonction f de (p!Ny; C)pg,y5, tout = de [0,1]
et tout A de €, on ait
m—1
(27.1) F(z) = Pou(,\)Qf (2, 2) + > a*Ri f(N).
k=0
De plus, @ et Ry, 0 < k < m~ 1, vérifient les estimations (20.3) et (20.4).
8i, dans I'égalité (27.1), on choisit A = II(z) on obtient, pour tout z de
[0,1],

=1
(27.2) fay =3 S R f(II()).
h==0
On remarque que, pour tout z de [0,1}, IT(z) appartient 3 un inter-
valle borné de R; soit [a,b] cet intervalle. Il existe alors une fonction x de
(p'NJ"; C')g & support compact et vérifiant x(A) = 1 pour tout A de [a, b].
On note Ry, 0 < & < m — 1, les opérateurs de (plNp; C)p,1; dans
(p!N;”; C"g définis par

B f(A) = x(NRef(A).
Les opérateurs Ry, 0 < k < m ~ 1, vérifient les conclusions du théoréme.

28. Remarques. (a) Dans le théoréme 27, la décomposition n’est
pas unique. En effet, pour N, = pl* 0 < a, J(z) = z* et flz) =
exp(~1/]z|*/®), on peut écrire f(z) = g(x®) ou f(z) = zh(z?) avec g et h
dans (p!'*+3@; ")y pour ' bien choisi alors que f appartiont & (p!'+% gy
pour C hien choisi,

(b) Les régularités obtenues dans le théordme 27 et donc les estima-
tioms (20.3) et (20.4) sont optimales. En effet, on congidere IT(x) = a™.
Il existe, d’aprés le lemme 19, une constante E > 1 et une fonction f
appartenant & (plNp; E)p,) telle que Von ait D¥f(0) = plN, pour tout
p- 8l existe alors des fonctions g de classe C°° sur [0,1] telles que l'on

ait f(a) = Tyt a¥gu(e™) sur [0,1], on doit avoir, aprés identification



84 J. Chaumat et A-M, Chollet

des développements de Taylor en 0, gTng;c (0) = Npmtx. On déduit alors,
d’aprés les hypothdses faites sur la suite {(Np)pzo, que les fonctions gy,
0 < k < m ~ 1, n’appartiennent & (pIN})jp,1; pour aucun [ réel, I < m.
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An example of a non~topologizable algebra
by

R FRANKTEWICZ and G PLEBANEK (Wroctaw)

Abstract. We present an example of an algebra that is generated by wy elements,
and cannot be made a topological algebra. This answers a problem posed by W. Zelazko,

A real or complex algebra A. is said to be topologizable if there exists a
topology 7 on A such that (A,7) is a Hausdorff topological vector space,
and multiplication in A is jointly continuous (see [3]). While one can always
find a vector space topology in which multiplication is separately continuous,
there are algebras that are not topologizable.

Zelazko [4] showed that £(X), the algebra of all endomorphisms of a
linear space X, is not topologizable as a locally convex algebra whenever X
is of infinite dimension. Miiller [2] gave an example of a commutative algebra
that is not topologizable. He also noted that £(X) is not topologizable at
all for infinite-dimensional X,

On the other hand, Zelazko [5] proved the following positive result on
topologization of algebras (rLC, denotes the maximal topology, i.e. the topol-
ogy generated by all seminorms).

THREOREM 1. Let F be a real or complex free algebra in variables (¢; :
i €1). Then (F,755,) is o (complete) locally convex topological algebra if
and only if the sel of variables is at most countable. Consequently, every
countably generated algebra can be topologized s a locally conver complete
topological algebra,

Zelazko [5] noted that, since the above-mentioned examples of non-
topologizable algebras are 2“-generated, the result of Theorem 1 is best
posgible if the continuum hypothesis holds.

To show that the second statement of Theorem 1 is indeed optimal, at
least concerning the number of gemerators, we present below an example
of an wy-generated algebra that is not topologizable. For this we modify
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