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I. Introduction. Soit x un nombre rationnel. Notons d(z) le nombre
de termes de la fraction continue de longueur paire de x. Y. Pourchet dans
une lettre a M. Mendes France d’une part et G. Choquet dans une série de
comptes rendus a I’Académie des Sciences [2] d’autre part, ont démontré
que si z n’est ni un entier ni l'inverse d’un entier, alors sup d(z™) = oo. La
démonstration de Y. Pourchet, non publiée, est résumée dans D’article de
A. J. van der Poorten [7].

Nous nous intéressons & un probleme similaire portant sur les nombres
quadratiques réels. Si a est un nombre quadratique réel, son développement
en fraction continue est périodique, de longueur de période primitive I(«).
En Novembre 1992, lors d’un congrés a Tokyo, M. Mendes France posait la
question suivante ([5], probléme n°6) : pour tout nombre quadratique réel
«, est-il vrai que

limsupl(a™) = oo?
n—oo

Une premiere réponse, a mettre en parallele avec le cas des entiers dans
le probleme sur les nombres rationnels, peut déja étre faite : R. Paysant-Le
Roux et E. Dubois remarquent dans [6] que si « est une unité quadratique,
alors [(a)) < 2. La question doit donc étre reformulée en ne considérant plus
que les nombres quadratiques réels qui ne sont pas des unités quadratiques.
L’existence du nombre I(a™) pour tout n > 1 est équivalente & o ¢ Q, il est
donc bien entendu que si ce n’est pas le cas, n désignera un nombre impair.
Nous montrons que, pour une large classe de nombres réels quadratiques,
la réponse a la question de M. Mendes France est non seulement positive
mais que [(a™) tend vers l'infini avec n et ceci de maniere explicite. Nous
établissons :

THEOREME. Soit o = (a+bVd)/c, a € Z, b € Z*, ¢ € N*, pged(a, b, ¢) =
1 et d > 2 sans facteur carré. Posons fy = pged(a? + b%d,2ab, c?), co =
c?/fy et Ny = (a® — b?d)?/f2. Supposons que o vérifie l'une des conditions
sutvantes :

[161]
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(i) N2 #0 (mod c2),
(ii) pged(a,b) > 1,
(ili) pged(a,d) > 1,

(iv) a® — b%d pair et c impair.

Alors il existe une constante effectivement calculable K strictement positive

et indépendante de n, telle que pour tout n > 2,
n

2
(™ K—.
(a") > K=

La preuve de ce théoreme consiste en la détermination, pour tout n > 1,
d’'un générateur de O,, 'anneau des stabilisateurs du module Z + Za", en
fonction de conditions sur a. Plus précisément, il s’agit de faire apparaitre
des grandes puissances d’entiers dans le conducteur de O,,. Deux minora-
tions, 'une de {(a™) (proposition 5) due a E. P. Golubeva [4] et faisant in-
tervenir 'unité fondamentale et le discriminant de O,,, et 'autre de 'indice
du groupe des unités de O,, dans le groupe des unités du corps Q(«) (propo-
sition 6), reposant sur un lemme de H. Cohen [3], sont & la base de cette
démonstration.

II. La forme canonique de o”. Considérons o = (a + bV/d)/c, ol
a € Z,beZ* c e N* pged(a,b,c) =1 et d > 2 sans facteur carré, et
posons N = a? — b%d. Notons, pour tout n > 1,

o <a+b\/g>n an + bpvVd

= , avec pged(an,bn,cn) =1 et ¢, > 0.

c Cn,

Définissons, pour tout n > 1, les entiers o/, et b/, par (a+bvd)" = a’, +V/,\/d,
et posons f,, = pged(al,,bl,,c").
PROPOSITION 1. Pour tout n > 1, f,, = 2™ (pged(a, d, ¢)), avec :
(i) In = [n/2];
(ii) Si l'un des nombres a® — b*d ou c est impair, alors I/, = 0;
(iii) Si les deuz nombres a® — b%d et ¢ sont tous les deuz pairs, alors

0 sid=2 (mod 4),
[n/2] sid=3 (mod 4),
I,=¢n—1 sid=1 (mod 8),
n—1 sid=5 (mod 8) et si 3 ne divise pas n,
n sid="5 (mod 8) et si 3 divise n.

Démonstration. Le cas a = 0 est trivial : comme pged(b,c) = 1
et d est sans facteur carré on a alors fo, 1 = pged(b?"tid", c2ntl) =
(pged(c, d))™. Nous supposons donc a # 0 dans la suite de la démonstration.

Posons, pour tout n > 1, §,, = pged(al,,b,). Nous explicitons dans un
premier temps les diviseurs premiers de d,,, puis nous déterminons les puis-
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sances avec lesquelles ils divisent d,,. Nous en déduisons alors f,,. Les facteurs
communs a a et b divisent d,,, mais ne divisent pas f, car pged(a,b,c) = 1.
On peut donc supposer, pour 1'étude de f,, 51 = pged(a,b) = 1.

LEMME 1. Supposons 01 = 1. Pour tout n > 1, si p premier divise 0,
alors p =2 ou p divise pged(a, d).

Démonstration. On a, pour tout n > 1,
& Wy = aha+ Vbd,  Vypy = alb+ bla.

Donc si p divise 4, il divise aussi d,,+1. Alors quitte a changer n en n + 1,
on peut supposer n pair. En posant n = 2m, on a alors

al, =a? +b2d, bV, =2ab,.
On en déduit que ou p = 2, ou p divise J,,, ou p divise pged(al,,d).

Si m = 1, comme on a supposé pged(a,b) = 1, alors p = 2 ou p divise
pged(ay, d) = pged(a, d).

Si m > 1, alors ou p = 2, et c’est fini, ou p divise pged(al,,d), ou p
divise d,,.

(a) Si p divise pged(al,,d), alors par (1), il divise pged(a,d) ou il divise
pged(al,_q,d) et on obtient par récurrence descendante jusqu'a m = 1, p
divise pged(a, d).

(b) Si p divise d,,, alors soit [(m + 1)/2] =1, soit [(m +1)/2] > 1.

Dans ce second cas, on a alors ou p = 2 et c’est fini, ou p divise
pgcd(af(mﬂ)m],d) et on effectue (a), ou p divise dj(;,41)/2) et on recom-
mence (b).

On s’arréte donc en entrant dans (a), ou lorsque [(m + 1)/2] = 1. Il suit
donc p = 2 ou p divise pged(a,d). m

Comme d est sans facteur carré, on peut écrire pged(a, d, c) = py ... ps ou
les p; sont premiers et tous distincts. Or il est facile de voir, en développant
(a + bv/d)™ par la formule du binéme, que pour tout n > 2, le pged(a, d, c)
divise §,, et que par conséquent il divise f,. On en déduit donc par le
lemme 1,

fn= 2l;pl11’" .. .pf;'", Lim > 1.

e Montrons le point (i) de la proposition 1. Pour tout i compris entre 1
et s, comme par hypothese pged(a, b, c) = 1, p; ne divise pas b, et puisque
d est sans facteur carré, p; divise exactement N = a? — b*d. D’ou, si vy, (z)
désigne la valuation p;-adique de l'entier x, v,, (N™) = vy, (a/? — b/2d) = n.
On a alors :

e soit vy, (al,) < vy, (b)), et alors v,, (N™) = v, (a/?), d’olt n est pair et
Up, (6n) = vp,(ay,) = n/2;

e soit vy, (b)) < vy, (al,), et alors vy, (N™) = v, (b2d) = n; il suit que n

n

est impair et vy, (6,) = vp, (b)) = (n —1)/2.
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Comme vy, (c™) > n, on obtient donc l; ,, = I, = [n/2].
e Le point (ii) de la proposition 1 est immédiat.

On déduit le point (iii) de la proposition 1 & partir de la valuation 2-
adique de §,,, qui fait 'objet du lemme suivant :

LEMME 2. Sive(81) =0 et N = a® — b*d pair, alors pour tout n > 1,
[n/2] sid#1 (mod 4),

n—1 sid=1 (mod 8),

n—1 sid=5 (mod 8) et si 3 ne divise pas n,

n sid=>5 (mod 8) et si 3 divise n.

Démonstration. Si d = 2 (mod 4) et N = a? — b?d pair, alors
pged(a,d) est pair. Il existe donc un indice i tel que p; = 2, et d’apres
la démonstration du point (i) de la proposition 1, v2(d,) = I, = [n/2].

Sid = 3 (mod 4), comme 0; = 1 et N pair, alors v3(N) = 1. En
reprenant la démonstration du point (i) avec vo(IN™), on obtient pour tout
n > 1, ve(d,) = [n/2].

Partant de (1), on peut écrire, pour tout n > 1,

(2) pyo =200, 1 — Nay, by =2abj, — Nb,.

Comme 0; = 1, de N pair et d = 1 (mod 4), on a va(a)) = v2(b)) = 0 et
va(ah) = v2(by) = 1. On raisonne alors par récurrence sur n.

Sid=1 (mod 8), alors v3(IN) > 3. Supposons que va(al,) = v2(b,) = n—
et va(ay, ;) = v2(by, 1) = n, et montrons que va(ay, o) = va2(b;, o) = n+1.

Par (2), on a wvy(a;, o) = min{ve(2aal,,),v2(Naj,)} = min{n + 1,n +
2+ k} avec k = v2(N) — 3. D’ott v2(ay,, ) = n+ 1. De la méme maniere, on
obtient v (b, 4) =n + 1.

Sid =5 (mod 8), alors vo(NN) = 2. Supposons que va(as;,, ;) = v2(bs;, 1)
= 3k et va(ajy, o) = v2(by, o) = 3k + 1. Montrons alors que v2(d3(x+1)) =
3(k + 1), va(aheqyr1) = vaygynyp) = 3(k + 1) et valahyy) o) =
v2(by g 1)) = 3(k+1) + 1.

On a
2aa’ Na
U2< 3k+2 3k+1> >,

’Ug((sn) =

23k+2 23k+2

et par (2), va(agyqy) = 3(k+ 1). Avec les mémes arguments, on déduit
v2(b3 1)) = 3(k + 1), et donc va2(d3(k+1)) = 3(k + 1). En utilisant de

nouveau les inégalités (2), on obtient

UZ(ag(k+1)+1) = U2(bé(k+1)+1) = v2(d3(k+1)) = 3(k + 1).
Or, d’apres (1), si un entier divise d,, alors il divise d,,41. Il en suit donc
v2(03(k+1)) = 3(k + 1). On obtient finalement, par (2), va(az; 1y 10) =

V2 (0314 1y42) = V2(03(k41)42) =3k +1) + 1. =
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e Montrons le point (iii) de la proposition 1. Si N et ¢ sont pairs, alors
va(fr) = min{va(dy,), v2(c™)}. Or d’apres le lemme 2, va(fy,) < n < va(c™).

Sid =2 (mod 4), comme pged(a,b) = 1 et d est sans facteur carré, alors
va(pged(a, d, ¢)) = 1. Or, pour tout n > 1, on a, f, = 2l/n(pgcd(a,d, c))ln/2
et d’apres le lemme 2, va(f,) = [n/2]. Il suit donc I/, = 0.

Sid # 2 (mod 4), alors pged(a, d, ¢) est impair, et donc pour tout n > 1,
I, = v3(d,,) donné par le lemme 2, ce qui termine la démonstration de la
proposition 1. =

III. Etude de ’anneau des stabilisateurs. Pour tout n > 1, soit O,,
I’anneau des stabilisateurs du module Z+Za™", i.e. ’'ensemble des v € Q(v/d)
tels que y(Z+Za™) C Z+Za™. Nous nous proposons dans ce paragraphe de
donner, au travers de trois propositions, une description de O,, en fonction
de a.

Considérons, pour tout n > 1, I’équation minimale de a™ :

w1(n)X? 4 wa(n)X + ws(n) =0,

avec (w1 (n),wa(n),wsz(n)) € Z3, wi(n) > 0 et pged(wy (n), ws(n),ws(n)) = 1.
On peut écrire, en reprenant les notations du paragraphe II,

ws(n) al —bid wa(n) _ 2an

wi(n) 2 wi(n) e’

2 _
n

3) wi(n) = c3/Yn-

Remarquons que de maniere plus simple, on a 7, = pged(2cy, a? — b2d, c2).
En effet, pged(2c,,a2 — b2d,c2) divise 7,. Réciproquement, tous les di-
viseurs de 7,, divisent pged(2¢,,, a2 —b2d, c2) sauf peut étre s'ils divisent a,.
Or, si un premier p divise a,, et 7,, il divise b2d. Il ne divise pas b,, car
pged(an, by, ¢,) = 1 et par suite il divise d. Or comme d est sans facteur
carré, il divise exactement a2 — b2d et par conséquent, il divise exactement
Yn. Mais alors, comme il divise ¢, il divise aussi pged(2¢,, a2 — b2d,c?).
D’apres Z. I. Borevitch et I. R. Chafarevitch [1], p. 152, on a

Oy, = Zlw1(n)a"] = Z + Zwy (n)a™.

En posant 7,, = pged(2a,cp,, a2 — b2d, c2), il suit alors

Pour tout n > 1, posons N,, = a2 — b2d. En considérant les trois cas
suivants : ¢, ne divise pas N, ¢, divise N,, mais ¢2 ne divise pas N,, et c2
divise N,,, on détermine alors cfl /7 et donc O,, en fonction de a,, by, ¢,
et d. On obtient :

PROPOSITION 2. Pour tout n > 1, l'ordre O,, est égal a Z[&,], ou Uentier
quadratique &, est donné par le tableau suivant :
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Tableau 1
Ny =0 (mod cn)
Ny =0 (mod c2) et Np Z0 (mod cn)
Ny # 0 (mod c2)
d = 2,3 (mod4), ou
d =1 (mod4) et cn impair &n = knVd &n = knVd §n = knVd
€n = (1+knVd)/2 | &n = (1 +EknVd)/2
d=1 (mod 4) st v2(Nn) > va(en) | st v2(Np) > va(cn)
ot tn = 1+ knVd
Cn pair 2 fn = kn\/& fn = kn\/a
st v2(Nn) = va(cn) | st va(Npn) < va(cn)
avec k, entier vérifiant :
. | lenbn/m|  si O, C Z[V4d],
() kn = .
12¢nbn /vn| i O, ¢ Z[Vd];

(ii) kyp > |byn| si et seulement si N,, Z0 (mod ¢;,).

La divisibilité de N,, par ¢, joue un role important dans la forme de &,.
Nous allons en déterminer des conditions équivalentes.

PROPOSITION 3. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Il existe n > 2 tel que ¢, divise N,,.

(ii) ¢ divise N, pged(a,d,c) =1, 0 < va(c) < v2(N) —1 ou va(c) = 0.

(iii) Pour tout n > 1, ¢, divise N,,.

(iv) co divise Ns.

Démonstration. (iii)=(iv) et (iv)=-(i) sont claires. Nous allons mon-
trer que (i)=-(ii) et que (ii)=-(iii).

Pour tout n > 1, on a ¢, = ¢"/f, et N, = N™/f2 ou f, est le pged
défini au paragraphe II. On peut donc écrire

(¢, divise N,,) < (¢ divise N/ fp,).

D’apres la proposition 1, f,, est de la forme f, = 2= (pged(a, d, c))i. Posons
comme précédemment pged(a,d,c) = p1...ps avec les p; premiers et tous
distincts. Alors ¢,, divise N,, si et seulement si les trois conditions suivantes
sont vérifiées :

1) ¢ divise N;

2) pour tout i = 1,...,s, vp,(c") < vp, (N™) — vp, (fn);

3) va(c") < w2 (N") — v2(fn)-

(i)=(ii). D’apres 1), ¢ divise N. Déduisons de 2) que pged(a,d,c) = 1.
Raisonnons par P'absurde, et supposons que pged(a,d,c) # 1. D’apres la
proposition 1, on a l,, = [n/2]. Donc, il existe un indice i, 1 < i < s,
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tel que vy, (fn) = [n/2] > 1, car n > 2. De plus, comme par hypothese
pged(a, b, c) = 1, p; ne divise pas b. Il suit alors que vy, (N) = vp,(d) =1,
car d est sans facteur carré. De 2) on obtient donc nv,,(¢) < n —1, d’ou
vp, (¢) = 0, ce qui est une contradiction.

Reste & montrer 0 < va(c) < va(N) ou va(c) = 0. Si va(f,) > 1, alors
va(c) > 0, et la condition 3) implique

0 < wva(c) <we(N)—wva(fn)/n <wve(N)—1/n < wvy(N).

Si va(fn) = 0, 3) devient va(c) < va(IV), et d’apres la proposition 1, on
a va(c) =0 ou va(N) =0.

(ii)=-(iii). Si (ii) est vraie alors, pour tout n > 1, 1) et 2) sont vérifiées.
Si va(c) = 0 alors pour tout n > 1, va(fn) = 0 et 3) est vérifiée. Si 0 <
va(c) < wva(N), comme d’apres la proposition 1, va(f,) < n, on a alors
0 <wva(c) Sva(N)—1<wvy(N)—wva(fn)/n et 3) est vérifiée. m

Nous déterminons maintenant la forme de &, en fonction de conditions
sur a.

PROPOSITION 4. (i) Sid # 1 (mod 4), alors pour toutn > 1, &, = k,\/d.

(ii) Sid =1 (mod 4) et & = ky\/d, alors pour tout n > 1, &, = k,\/d.

(iii) Si d = 1 (mod 8) et & = (1 + kyv/d)/2, alors pour tout n > 1,
&n = (1 + kyV/d)/2.

(iv) Sid=5 (mod 8), et & = (1 + k1V/d)/2, alors

¢, = knd si 3 divise n,
" (1+k,Vd)/2 si3 ne divise pas n.

Démonstration. (i) Si d # 1 (mod 4), alors pour tout n > 1,
’anneau O,, est inclus dans Z[v/d).

(ii) Si d = 1 (mod 4) et & = k;V/d, alors d’apres le tableau 1, on a
va(c) =0 ou v2(N) < va(c).

Si va(c) = 0, alors pour tout n > 1, va(c,) = nva(c) — va(fn) = 0, et
grace au tableau 1, &, = k,V/d.

Si v2(N) < va(c), on peut écrire, pour tout n > 1,

va(N) < wa(e) +va(fn)/m,

c’est-a-dire v2(N,) < va(cy,), et d’apres le tableau 1, &, = k,Vd.

(iii) De & = (1+ky+/d)/2 il suit, d’apres le tableau 1, vo(N) > wo(c) > 0.
Sid=1 (mod 8), on en déduit alors, par la proposition 1, que pour tout
n > 1, va(fn) =n — 1, et on peut écrire

0 < wz(c) <wv2(N) —v2(fn)/n,

qui équivaut & va(c,) < v2(N,). D’ot, grace au tableau 1, &, = (14+k,V/d)/2.
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(iv) De &1 = (1+k;1V/d)/2 on a, comme précédemment, va(N) > vy(c) >
0. Sid=5 (mod 8), il suit alors par la proposition 1, pour tout n > 1,

() () = {

Si 3 ne divise pas m, en reprenant la démonstration du point (iii), on a
&n = (14 ko Vd) /2.

Reste a étudier le cas 3 divise n. On a, par hypothese, pged(a, b, c) = 1.
Donc, de vy(c) > 0, il suit que pged(a,b) est impair. On déduit alors de
va(N) > 0et ded =5 (mod 8), vo(N) =2. On a donc va(c) =va(N)—1=
1. Les égalités (4) impliquent alors, si 3 divise n,

UQ(Cn) = an(C> - UQ(fn) =0.
D’ow, d’apres le tableau 1, &, = k,Vd. =

n si 3 divise n,
n—1 si 3 ne divise pas n.

IV. Une inégalité utile. Pour tout n > 1, soit (a;(n));>o la suite
des quotients complets du développement en fraction continue de a”. No-
tons (1, a;(n)) le Z-module Z + Za;(n). En utilisant algorithme des frac-
tions continues, on montre que pour tout i > 0 et n > 1, (1,;41(n)) =
ai+1(n)(1, a;(n)). On en déduit que pour tout i et j, (1, a;(n)) et (1, oj(n))
sont des modules semblables et admettent donc le méme anneau des stabili-
sateurs, O,. Une minoration de /(a™) en découle :

ProOPOSITION 5 (E. P. Golubeva [4]). Soient ¢, 'unité fondamentale
plus grande que 1 du groupe des unités de O, et D,, le discriminant de O,,.
Alors, pour tout n > 1,

log n
5 l(a™) > ——.
(5) (a") log 2v/D.
Démonstration. Posons, pour tout n > 1 et ¢ > 0,
i b; d
ai(n) = a;i(n) + bi(n)Vd
ci(n)
Soit i, le plus petit indice i tel que a;(n) soit réduit, i.e. a;(n) > 1 et
—1 < @;(n) < 0. On peut alors écrire, pour tout i > iy,
_ 2b;(n)Vd
ci(n)
Or, d’apres [1], si O est 'anneau des stabilisateurs du module M = Z + Z3,
oll 4 non rationnel est racine du polynome Ay X2+ X2 X + A3 avec (A1, Ao, A3)

€ Z3 premiers entre eux et \; # 0, alors D, le discriminant de O, est égal &
D = A3 — 4\1 3. On en déduit b;(n)?d < D, et par (6), pour tout i > iy,

a;(n) < 2¢/D,,.

,  pged(ai(n),bi(n),ci(n)) =1 et ¢;(n) > 0.

(6) ai(n) < a;(n) —a;(n)
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On a, par périodicité de la fraction continue de o”,

(L, (n)) = (1, @, 4i(am) (n))-
Or

(L, iy 41(am) (1)) = @iy piamy () - - - i 41 (n)(1, 0, (n)),
et d’apres la théorie des fractions continues, a;, yian)(n). .., +1(n) =
@, 11(an)—1(n) ... @z, (n) est 'unité fondamentale strictement plus grande
que 1 de 'anneau des stabilisateurs de (1,q;, (n)), c’est-a-dire ¢,,. Mais
a;(n) est réduit pour tout ¢ > i,,. On a alors, pour tout n > 1,

On = i, i(am)(n) . g, 41(n) < (24/Dy)1 "),

Il suit finalement
log ¢n,
I(a™) > . m
(o) log2+v/D,,
L’utilisation de l'inégalité (5) nécessite une majoration du discriminant
D,,, qui fait 'objet du lemme suivant :

LEMME 3. Pour tout n > 1,log2y/D,, < n/A, oti A~' = log (|a| + |b|/d)
+ logc + log4.

Démonstration. Enreprenant les valeurs de &,, données par la propo-
sition 2, on a pour tout n > 1, D, < 4c2b2d. Comme ¢, est toujours
inférieur ou égal a ¢, il nous suffit alors de majorer |b,|, pour tout n.

Considérons a nouveau les entiers a), et b), définis au paragraphe II par
(a+bVd)™ = a, +b/,\/d. On peut alors écrire, pour tout n > 1,

[bnVd < |0, [Vd < |a,| +[b,]Vd = (la| + [p|Vd)".

On en déduit

log 4
log 2y/Dy, < log (4cabn|Vd) S”(log(\alﬂb\\/@“og” 0 ) )

La minoration (5) donnée dans la proposition 5 ne devient donc effective
que si 'on peut minorer de fagon non triviale 'unité ¢,. Désignons alors
par G le groupe des unités de Z[v/d] si O, C Z[Vd], ou de Z[(1 + v/d)/2]
si O, ¢ Z[Vd]. Si G, est le groupe des unités de O,,, on définit, pour tout
n > 1, Uentier u,, par

tn =[G : Gy].
Soit alors g¢ 'unité fondamentale plus grande que 1 de G. Remarquons que
g0 est I'unité fondamentale plus grande que 1 du corps Q(v/d), sauf si d =
5 (mod 8) et O,, C Z[/d], ol £y peut éventuellement étre le cube de 1'unité
fondamentale plus grande que 1 du corps Q(v/d). On a alors ¢,, = g™ . Nous
obtenons alors par la minoration (5) et le lemme 2 'inégalité

(7) l(a™) > A%logag.
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Notre probleme se ramene donc a la détermination d’une minoration de
I'indice de groupe d’unités pu,, ce qui fait 'objet du paragraphe suivant.

V. Etude de l’indice p,,. Soit, pour tout n > 1, &, le générateur de O,,
donné par la proposition 2. Posons w = v/d si &, = k,Vd, et w = (1+/d)/2
si &, = (14 koVd) /2.

Désignons, pour tout s > 0, par Ps/Q; les réduites de la fraction continue
de w, et pour tout n > 1 et par P§n)/an) les réduites de la fraction continue
de &,. Définissons encore m = [(w) et, pour tout n > 1, 7, = (&, ). D’apres la
théorie des fractions continues, on peut, pour tout n > 1, exprimer ¢,, a par-
tir des réduites et de la longueur de la période de la fraction continue de &, :

Pn = P;:)—l + QSZ)A n-

De méme, les puissances de ¢ s’expriment en fonction des réduites et de
la longueur de la période de la fraction continue de w :

(8) 56 = Pmrfl + Qwalwa V> 1.

Or comme ¢,, = eh™, on obtient

Pé:)—l + Qgr?_lfn =P a1+ Qu.ro1w.

En remplacant £,, et w par leurs valeurs, il suit alors

(9) anng)—l = Qunwfl‘

On déduit de ces égalités une minoration de U'indice p, = [G : G,].

PROPOSITION 6 (Minoration de l'indice). Soit k, = [[;" 5" 1 de-

i=1Un,i
composition de k, en facteurs premiers, et pour tout i =1,..., sy,

vi(n) =min{m >1: t,; | Qmr-1},

e;(n) = max{e > 1: tfm’ | Qui(n)w—l}a
., 4

5i(n) = {O siei(n) > ei(n),

ei(n) —ei(n) siel(n) <ei(n).

Alors py > [0, 500

i=1tnyi
Démonstration. La preuve s’articule autour du lemme suivant :
LEMME 4 (H. Cohen [3]). Soit o un nombre premier. Supposons que o™

divise exactement Qyr—1, m > 1, v > 1. Alors o™+l divise exactement
Qovr—1 €t a™ T ne divise pas Quyr—1, 1 <u < o.

Démonstration. D’apres (8), pour tout v € N*, Pyyr1 + Quyr—1w
est une unité de G, et Pyyr—1 + Quyr—1w = (Pyr—1 + Qyr—1w)". Par la
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formule du binéme, on a alors

[(u—1)/2]
Quri= Y. CHVPEAIQING siw -V
=0
|l |
(resp, Qu’yﬂ'—l = a1 Z Cij—H(QPwr—l - va—l)u—%—lQijﬂ-&-lldJ
7=0

_ 1+2\/&>'

Or par hypothese, o™ divise exactement Q~.—1. Alors o™ divise tous les
membres de la somme, sauf peut étre

CLPY Qe = uPY Qrr1 siw =Vd,

Cl u—1
<resp Qu— (2P’yTr 1 Q’Yﬂ'—l) Q’Yﬂ'—l

2u ou—1 (2P77r 1= Q'er)u_lQ’ynl> .

Si o # 2, alors o ne divise pas P,,_1 car sinon, comme Pfﬂ_l —Q%W_ld =
+1 (vesp. (2Pyr—1 — Qyn1)? — ?Yﬂfld = +4), alors o divise 1 (resp.
o divise 4), ce qui est absurde. On voit alors que o est le plus petit en-
tier u tel que ™! divise uP™ g 1 Qyr—1 (vesp. o™F! divise st (2P —
Qw—ﬂ“*le—ﬂ- o est alors le plus petit u tel que o™t divise Quyr—1,
et de plus, o™ 1! divise exactement Qoyr—1-

Montrons que si ¢ = 2, alors w = v/d. Raisonnons par l'absurde, et
supposons w = (14 +/d)/2. On a alors d = 1 (mod 4), et 2 divise 2P, —
Qyr—1 si m > 1 ou 4 divise 2Pyr_1 — Qyr—1 si m = 1. D’ott, (2Pyr_1

2 2 . . .
Qyr-1)” — Q5,_1d est impair, ce qui est absurde.

Donc si o = 2 alors w = V/d, et avec les mémes arguments que précédems-
ment, 2 est le plus petit entier u tel que 2™ divise Qyqyr—1 et 2™ 1! divise
exactement oy —1. m

Désignons alors par u;(n), ¢ =1,..., sy, le plus petit entier positif m tel
que £ Z( ) divise Qmr—1, son existence étant assurée par (9). En reprenant
la demonstratlon du lemme 4 en remplagant o™ par ;. 1( ) , on voit que pour
tout u > 1, tng ™) divise Qupi(n)r—1- Donc si ol est le plus petit entier positif
m tel que k,, divise Qr—1, 0n a ), = ppem(p;(n)). Or, tiign) divise exacte-
6i(n)

ment @, (nyr—1- On en déduit donc, grace au lemme 4, p;(n) = v;(n)t;);
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Et comme les t, ; sont premiers entre eux,
1, = ppem(v, H £,

c’est-a-dire,

[, > Ht(s )

Mais par la définition de p!, et (8), 50" est une unité de O,,. Comme i est
I'unité fondamentale de O,,, il suit alors que p,, divise p,,. Or, par (9), u,, <
tn, o0 py, = pl, ce qui termine la démonstration de la proposition 6. m

On en déduit le corollaire suivant :

COROLLAIRE. Si A est un entier plus grand que 1 et si \™ divise ky, il
existe un entier v indépendant de m tel que i, > X",

VI. Minoration de [(a™). Il apparait que la minoration donnée par le
corollaire de la proposition 6 est intéressante si k,, est divisible par une puis-
sance élevée d’un nombre entier. L’ensemble des nombres réels quadratiques
pour lesquels I'application de ce résultat permet de conclure est donné par
le théoreme suivant.

THEOREME. Soit a = (a+bVd)/c, a € Z, b € Z*, ¢ € N*, pged(a, b, ¢) =
1 et d > 2 sans facteur carré. Désignons par g l'unité fondamentale plus
grande que 1 du corps Q(v/d) ou son cube. Posons A~' = log (|a| + |b|v/d)+
log c+1log4 et o = pged(a, d, c). Supposons que o vérifie au moins l'une des
conditions suivantes :

(i) N2 #0 (mod c2);

(ii) pged(a,b) > 1;

(iii) pged(a,d) > 1;

(iv) a® — bd pair et ¢ impair.
Alors il existe une constante effectivement calculable r ne dépendant que de
a et deux entiers X > 2 et f(n) > [n/2] tels que pour tout n > 2,

A ()=
(™) > Alogeg 7
n

ot l'on peut prendre comme valeurs de X et f(n) :

e si « vérifie (i), celles données par le tableau 2;

e si « vérifie (i), A = pged(a,b) et f(n) =

e si o vérifie (iii), A = pged(a,d) et f(n) = [n/Q];
(

e si « vérifie (iv), A =2 et f(n) = va(d,) donné par le lemme 2.
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Tableu 2
én = kn\/a én = kn\/a
et et &n = (1 + knVd)/2
¢/y1 entier ¢/v1 mon entier
A=(¢/m), f(n) =n|A=(2¢/711), f(n) =n|A=(2¢/m1), f(n)=n
N'#0 (mod c) avec ¢/y1 > 1 avec 2¢/v1 > 1 avec 2¢/y1 > 1
N =0 (mod ¢)
et A=o, f(n)=[/2] | A=0o, f(n)=[n/2] | A=0, f(n)=[n/2]
va(c) < va(N) avec o > 1 avec ¢ > 1 avec o > 1
ouvz(c) =0
N =0 (mod ¢)
et A=2et f(n)=1, impossible impossible
va(c) = v2(N) >0

Nous justifions dans la remarque suivante les situations impossibles du
tableau 2.

Remarque. Par hypothese, pour tout n > 1, pged(an, by, cn) = 1, et
les entiers 7, et b, n’ont pas de facteur commun. On en déduit donc, puisque
par définition k1 est entier, que si ¢/ n’est pas entier, alors k1 = |2¢b/71|,
et par la proposition 2, & = (1 + k1v/d)/2. D’ott, d’aprés le tableau 1,
0 < va(e) < v2(N).

Par conséquent, avoir ¢/, non entier et va(c) > vo(IN) est impossible. De
méme, si &, = (14+k,v/d)/2, grace  la proposition 4, on a & = (1+k1Vd)/2,
et par suite 0 < v2(c) < v2(N).

Afin de dégager des puissances élevées de nombres entiers dans les di-
viseurs de k,, nous allons, dans le lemme 6, donner une factorisation de
Pentier k,. D’apres la proposition 2, on a k,, = |¢,b, /| avec ¢, /v, € N*
si &, = knVd, et ky = |2¢,b, /v0| avec 2¢, /v € N* si &, = (1 + k:n\/g)/Q
Il est alors nécessaire de déterminer ’entier v, en fonction de «, ce qui fait
l'objet du lemme 5.

LEMME 5. Si pour tout n > 1 v, = pged(2¢,,a? — b2d,c2), alors 47 =
'Ynfvg

Démonstration. Soit, pour tout n > 1, wy(n)X? + wa(n)X + ws(n)
= 0 I’équation minimale de o™ introduite au paragraphe III. Posons, pour
alléger I'écriture, w1 = wi(l), we = wy(l) et wy = w3(1). On montre par
récurrence sur n que 1’équation minimale de o™ est W X% 4wy (n) X +wi = 0.

De (w1a? +w3)? = w2a?, on obtient w?a* + (2wws — w3 )a? +w3 = 0, ce
qui montre la propriété pour n = 2. Supposons la propriété vraie jusqu’au
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rang n. On peut écrire
2 2
(wla™ + w3)(w1a” + waa + ws3) = 0.
En développant, on obtient
Wittt 2 B 4 (Whwea® T 4 Wlw3a®™ + wiwia? + wiwsa) = 0.

Or,

2n—+1 an+1

wlwa + wiwaa = —wawa(n)

et

2 n+1

wlwsa®™ + wiwio® = —wswiwa(n — 1)

On en déduit alors
W a2 (Wywswa(n — 1) + wawa(n))a™ T + Wit = 0.
Si p > 1 premier divise pged(wy,ws), alors il ne divise le coefficient de a**
que s’il divise weg, car d’apres 'hypotheése de récurrence p ne divise pas wa(n).
Or pged(wy,ws,ws) = 1. La propriété est donc vérifiée au rang n + 1.
D’apres (3), on a pour tout n > 1, wi(n) = 2 /v,. 1l en suit

2 2\ "
wl(n):w?zc—”: <c> .
Tn 4!

De ¢ = ¢, fn, on déduit alors 77" = 7, f2. m

LEMME 6. Posons o = pged(a,d,c). Alors pour tout n > 1, une factori-
sation de k, est donnée par le tableau suivant :

Tableau 3
én = kn\/;i én = kn\/&
et et &n=01+ kn\/&)/Q
¢/y1 entier ¢/y1 mon entier
ki | (c/70)" ™22 o] | (2¢/70)" o™ P bu| | (2¢/71)" ™/ b

Démonstration. Si&, = k,Vd, alors d’apres la proposition 2, k,, =
|enbn/Ynl, et si de plus ¢/v; est entier, de I'égalité ¢ = ¢, f,, et du lemme 4,
on écrit

kn = (C/’Yl)nfn’bn’
Et, d’apres la proposition 1, on a f,, = 2 pln/2,

Si &, = kn,V/d, alors k,, = |enbn/vnl, et si ¢/ n’est pas un entier, alors

par définition de 7, 2¢/v; est un entier. D’ol, grace au lemme 4,

kn = (2¢/71)"(fn/2")|bn| = (2¢/31)" /212577 by .
Mais de ¢/+; non entier, on déduit, comme dans la remarque du tableau 2,
& = (1 + k1V/d)/2. Tl suit, par le tableau 1, v2(N) > wva(c) > 0. De plus,
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comme &, = k,,\/d, on obtient, grace & la proposition 4, d = 5 (mod 8) et 3
divise n, d’ou finalement, d’aprés la proposition 1, I/, = n.

Si &, = (14 koV/d)/2, alors k,, = |2¢,b,/vn|. Par définition, 2¢/v; est
un entier, et on écrit grace au lemme 4,

kn = (2¢/71)" fulbn| = (20/71)n9[n/2}2l;_(n_1)|bn|~

De la proposition 4, on déduit &, = (14 k1vVd)/2 et d=1 (mod 8) ou d =
5 (mod 8) avec n non divisible par 3. Du tableau 1, on tire alors vy(N) >
va(c) > 0, et par suite, d’apres la proposition 1,1}, =n —1. m

Démonstration du théoreme. Nous allons, pour chacune des
quatre conditions du théoreme, déterminer A\ > 2 et f(n) > [n/2] tels que
pour tout n > 2, Af(™ divise k,. Par suite, grace a l'inégalité (7) et au
corollaire de la proposition 6, on déduit qu’il existe un entier r indépendant
de f(n) tel que pour tout n > 2,

A () 9[n/2]

l(a™) > Alogeg > Alogeg

n

(i) No # 0 (mod ¢3). Fixons n > 2. Comme ¢ ne divise pas Ny, en
prenant la contraposée de la proposition 3(i), pour tout n > 2, ¢, ne divise
pas N,. D’ou par la proposition 2(ii), k, > |b,|. C’est-a-dire, d’apres le
lemme 6 :

(@) e s
(10) ﬁ =4 ou
A R

Or, grace a la proposition 3(ii), ¢ ne divise pas Ny est équivalent a : ¢ ne
divise pas N, ou p = pged(a,d, c) > 1, ou va(c) = v2(IN) > 0. Notons que la
derniére condition devrait étre vy(c) > vo(N) > 0. Mais vy(c) = v2(N) > 0
suffit, car si va(c) > va(IV) alors ¢ ne divise pas N.

Si ¢ ne divise pas N, alors d’apres la proposition 2(ii), ¢/y1 > 1 ou
2¢/~v1 > 1. On en déduit donc par (10) que pour tout n > 1, (¢/v1)" divise
ky si &, = knVd et ¢/~ est entier, ou (2¢/v1)™ divise ky, si &, # k,\/d ou
si ¢/ n’est pas entier.

Si ¢ divise N et va(c) < v2(N) ou va(c) = 0, alors ¢ = pged(a, d,c) > 1,
alors par (10), pour tout n > 1, o*/? divise k,.

Si ¢ divise N et vy(c) = v2(N) > 0, alors d’apres la proposition 1, pour
d # 2 (mod 4) et pour tout n > 1, I’ > [n/2]. Donc par (10), si &, = k,Vd
et ¢/v; est entier, 2["/2 divise k,,. Sid = 2 (mod 4), alors forcément 2 divise
pged(a,d, ¢) et on revient au cas précédent.

(i) pged(a,b) > 1. Comme pged(a, b, c¢) = 1, il suit que pour tout n > 1,
(pged(a, b))™ divise by, et donc divise k,.
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(iii) pged(a,d) > 1. Si o = pged(a,d,c), alors d’apres la proposi-
tion 1, pour tout n > 1, o[*/? divise f,. D’ou (pged(a,d))!™/? divise 6, =
pged(al,, b)), et donc (pged(a, d)/o)™/? divise b,,. Or, si o > 1, en revenant
a la démonstration du (i), o/ divise k,,. Par conséquent, (pged(a,d))”/?
divise k,,.

(iv) N = a? — b*d pair et ¢ impair. Pour tout n > 1, b,,, et donc k,, est
divisible par 2v2(%) avec v5(6,,) donné par le lemme 2. =
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