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1. Introduction. Soit D un entier positif non carré congru a 1 modulo 4.
Le probleme d’Eisenstein ([1], [2]) dont il sera question ici est de trouver un
critere pour que I’équation

(1.1) X2 -DY?=4

ait des solutions impaires, ce qui n’est possible que si D =5 (mod 8). Dans
le travail [4], paru en 1990 dans cette revue, le résultat suivant a été prouvé :

THEOREME 0. Soient {y et £} respectivement les longueurs des périodes
des développements en fraction continue des nombres /D et (1++/D)/2.

(a) Si équation (1.1) a des solutions impaires, £+ 4 < £y < LS.
(b) Si l’équation (1.1) n’a pas de solution impaire, £/3 < £y < 34§ — 8.

Ce résultat, qui est le meilleur possible, ne donne pas de critere. Les
autres résultats connus concernant ce probléeme d’Eisenstein ([5-8], [11], [12])
font aussi intervenir les développements en fraction continue des nombres
VD et (1++D)/2.

Le but de ce travail est d’obtenir un critére en considérant, au lieu des
développements en fraction continue usuels, les développements en frac-
tion continue & Ientier le plus proche des nombres D et (1 4+ v/D)/2.
Le développement en fraction continue a l’entier le plus proche d’un nombre
réel ¢ est défini par

(12) Yo = ¥, $n = Q4n + gn/spn—i—la qn € Z, En = :|:1, Ont1 > 2;

de sorte que g, est, pour tout n > 0, l’entier le plus proche de ¢,,. Si ¢ est un
nombre irrationnel quadratique son développement est périodique a partir
d’un certain rang ; soient Lg et L les longueurs respectives des périodes des
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développements en fraction continue a l'entier le plus proche des nombres
VD et (14 +v/D)/2. Nous obtenons le résultat suivant :

THEOREME 1. Soit D > 5 un entier non carré congru o 1 modulo 4.
(a) Si ’équation X? — DY? =4 a des solutions impaires alors
LY < Lo < AL,
(b) Si ’équation X* — DY? = 4 n’a pas de solution impaire alors
L3/2 < Lo < 2L,

Le Théoréme 1 montre que L§/2 < Ly < 2L§si D =1 (mod 8) et donne
un critere pour le probléme d’Eisenstein quand D =5 (mod 8).

Dans la théorie du développement en fraction continue a ’entier le plus
proche la notion de réduction est remplacée par celle d’a-réduction. C’est
a cette notion, en particulier a celle d’idéal a-réduit, qu’est consacré le §2.
Dans le §3 nous donnons un exposé bref mais complet de la théorie du
développement en fraction continue a l’entier le plus proche des nombres
quadratiques et des idéaux associés. Une partie du contenu de ce paragraphe
se trouve dans le travail [4] de Hurwitz mais, plutét que d’y référer, il nous
a semblé plus simple et plus clair d’exposer les points essentiels de cette
théorie peu connue. Au §4 nous définissons et étudions une application
de 'ensemble E des idéaux a-réduits de 'ordre O4p de discrimininant 4D
sur 'ensemble E* des idéaux a-réduits de 'ordre Op de discriminant D.
Soit N = card(F) et N* = card(E*). L’étude de 1 nous permet, pour
D =5 (mod 8), de déterminer N en fonction du nombre des idéaux de E*
satisfaisant a certaines conditions, obtenant, pour les idéaux a-réduits, un
résultat analogue & celui de [6], Théoreme 1, pour les idéaux réduits. Au
§5 nous démontrons le Théoreme 1(a) a partir des résultats du §4. Au §6
nous étudions la croissance de ’application ¢ quand I’'idéal a-réduit I décrit
sa période, et c’est le fait que cette croissance est réguliere, plus réguliere
que la croissance de 'application analogue étudiée dans [5] pour les périodes
d’idéaux réduits, qui nous permet, malgré la multiplicité des cas a envisager,
de parvenir a démontrer le Théoreme 1(b).

La démonstration du Théoréme 1 nous fournit le résultat suivant qui
permet de comparer les nombres N et N* des idéaux a-réduits primitifs des
ordres O4p et Op :

THEOREME 2. Soit D > 5 un entier non carré congru ¢ 1 modulo 4.

(a) Si D=5 (mod 8) alors 2N* < N < 4N*.
(b) Si D=1 (mod 8) alors N*/2 < N < 2N*.

2. Idéaux a-réduits. Dans tout ce travail nous poserons a = (1++/5)/2
et 3 = (1 —+/5)/2. Soit A un discriminant positif, c’est-a-dire un entier
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positif non carré congru a 0 ou 1 modulo 4. Les idéaux primitifs de I'ordre
O, de discriminant A sont les Z-modules I = [a, (b+ v/A)/2] tels que

(2.1) a>0, (A-V*)/(4a)=c€Z, (a,bc)=1.

Le nombre a est la norme N(I) de 'idéal I. La classe modulo 1 du nom-
bre ¢ = (b4 VA)/(2a) est déterminée par I et inversement le nombre ¢
détermine 'idéal I. Nous dirons que I et ¢ sont associés et écrirons I = I(yp),
ce qui signifie que

b+ VA
7= 2a
ou a et b vérifient (2.1). Si a et b vérifient (2.1) nous dirons que le discrimi-
nant de I et de ¢ est A. Dans toute la suite nous supposerons que A # 5.
Alors parmi les représentants de ¢ modulo 1 il en existe un, et un seul, dont
le conjugué @ vérifie la condition 8 < @ < [+ 1. Soit ¢(I) ce nombre. Nous
pouvons maintenant définir les idéaux et les nombres a-réduits.

I =all, ],

DEFINITION 1. Le nombre ¢ est a-réduit si ¢ > 2 et 3 < B < 3+ 1.
L’idéal I est a-réduit si le nombre ¢(I) est a-réduit.

La caractérisation suivante des idéaux a-réduits est tres utile.

PROPOSITION 1. L%déal I = a[l, | est a-réduit si, et seulement si,

(2.2) (o] — @ > a.

Démonstration. Le nombre [¢] — @ est défini par ¢ modulo 1. Choi-
sissons ¢ de maniere que 0 < @ < 8+ 1, c’est-a~dire, 1 < o+ a < 2. On
voit donc que [p] > @ + « si, et seulement si, p > 2, ce qui prouve (2.2).

EXEMPLE. Les idéaux Op et O4p sont a-réduits. En effet, ces idéaux sont
respectivement les Z-modules [1, (1 4+ v/D)/2] et [1,v/D], et leurs nombres
¢ associés, respectivement (1 ++/D)/2 et v/ D, vérifient (2.2).

Nous comparons maintenant les idéaux a-réduits avec les idéaux réduits
au sens usuel et avec les idéaux k-réduits introduits dans le travail [5]. Nous
commencons par un lemme.

LEMME 1. Soit ¢ = (b++/A)/(2a) un nombre irrationnel quadratique et
k > 0 un entier. Alors

(2.3) Wl —P>ke o+ [0 >k

Démonstration. Les nombres [p] — P et ¢ + [—p| ne dépendant que
de ¢ modulo 1, choisissons ¢ pour que —1 < @ < 0, si bien que [—p] = 0 et
k—1<k+® <k. Alors [p] > k+ P si, et seulement si, [¢] > k, c’est-a-dire
si, et seulement si, ¢ > k =k + [, ce qu’il fallait démontrer.

Rappelons que, pour k entier, k > 0, les idéaux k-réduits ont été définis
dans [5] par la condition ¢ + [—9] > k, condition que I'on peut remplacer
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par [p] — @ > k. De plus les idéaux réduits sont les idéaux 1-réduits. Ceci
justifie la Définition 2 et prouve la Proposition 2 suivante.

DEFINITION 2. Soit A un nombre réel, A > 0. L’idéal I = a[l, ¢] est dit
A-réduit si [p] — @ > A

PROPOSITION 2. (a) Les idéaux a-réduits sont réduits. Les idéaux 2-
réduits sont a-réduits.
(b) Le nombre des idéaux c-réduits est fini.

Nous aurons besoin plus tard du lemme suivant.
LEMME 2. Soit ¢ un nombre a-réduit. Alors, pour k entier > 2, on a
e>ksfpl—p>a+k—2.

En effet, si ¢ > kalors [p] —p > k- >k—(1+p8) =k—2+ .
Réciproquement, si [p] — @ > a+ k — 2, alors [¢] > B+ a+k — 2, dou
[¢] > k, donc ¢ > k, ce qu'’il fallait prouver.

3. Développement en fraction continue a I’entier le plus proche.
Soit I un idéal primitif de O o défini par un nombre ¢. Le a-successeur o(p)
de ¢ et celui o(I) de I sont définis par

{@—q+5, o(p) >2, € Z, e =+1,
o(p)
o(I) = I(o(p)).

LEMME 3. On a

(3.1)

1.

1
o(l) = ‘
o)
Démonstration. Il suffit d’appliquer la Proposition 3 de [9] & (3.1).
PROPOSITION 3. (a) Si l'idéal I ou le nombre ¢ est a-réduit alors o(y)

est a-réduit et eo(p) < 0.
(b) Si le nombre ¢ est a-réduit il existe un, et un seul, nombre c-réduit
) tel que o = (V).
Démonstration. Posant ¢ = o(p) il suffit de vérifier que 3 < ¢/ <
B+ 1etep <0.Comme o >2o0nagq>2, et méme q>3siec=—1,dou
0> ¢ = L > L
o—q p[B+1-2
< 1
=% 3-(8+1)

=3, sie=+1,

0< ¢ = =041, sie=-—1,
ce qui prouve (a).

Pour prouver (b) posons ¢ = g+ ¢/¢. 1l s’agit de montrer que ¢ € Z et
€ = +1 sont bien déterminés par les conditions 8 < ¢ < B+ 1 et ¥ > 2.
Comme <@ < [+ 1 on voit que 1/ < —asip <0,et 1/ > a+1si



Un probléme d’Fisenstein 289

@ > 0. La condition f < ¢+ ¢/ < + 1 avec ¢ > 2 montre que €p < 0,
ce qui détermine ¢ et donc g. Il reste a prouver que ¥ > 2. Si p > 0 alors
e=—letg>p0+1/p>0F+a+1=2,doncqg>3ettyh>2 Sip<O0alors
e=+letqg>—-1/+3>a+ =1, donc g > 2 et 1h > 2. Ceci acheve de
prouver la Proposition 3.

COROLLAIRE 1. L’application ¢ : ¢ — ¢’ définie par (3.1) définit une
bijection sur l’ensemble des idéaux a-réduits de discriminant A.

Démonstration. Comme ¢ = ¢ + €/¢’, les nombres ¢ et ¢’ sont
équivalents, donc les idéaux I(p) et I(y’) sont des idéaux équivalents de
méme discriminant. Les Propositions 2 et 3 montrent alors que ’application
o est une injection de I’ensemble fini des idéaux a-réduits dans lui-méme,
donc une bijection. Ceci prouve le Corollaire 1.

Nous considérons maintenant la suite des nombres ¢,, = " (¢o) définis
par (1.2) et (3.1) et la suite de leurs idéaux associés I,, = I(p,). Comme
©n (n>1) et I, (n > 0) ne dépendent que de I = Iy = I(p) nous pouvons
supposer ¢g > 2. Alors, pour tout n > 0, on a

On>2, qn>2, q,>3 sie, =—1.
Nous définissons trois suites d’entiers A,,, B,, (n > —1) et u, (n > 0) par
(32) A1=1, Ao=qo, An=An-1qn+en-14n2 (n>1
(33) B_1=0, By=1, B,=DB,_1¢n+¢en-1Bn—2 (n>1
34) wo=1, p,=A4,B,-1—A4,1B, (n>1).

On vérifie par récurrence sur n I'exactitude des relations suivantes :

Anflﬁpn + 577,71An72 An72 - QOOanZ
3.5 = , =Ep_ n>1),
( ) SOO Bn,]_gﬁn + gnian72 SDTL n—1 Bn,1<p0 _ Anf]_ ( )
(36) Mn = (—1)n_160 . Ep—1 (n > 0),
(37) P1...Pn = Bn—l‘:on + €n—1Bn—2 (’I’L > ]_)

Comme ¢, (n > 1) et g, ne dépendent que de la classe de ¢ modulo
1, c’est-a~dire de I = I(yp), les suites B,, A, et u, ne dépendent que de
lidéal I.

Comme ¢, > 2 on déduit de (3.2) et (3.3) que
(3.8) 0<A, <A1 (n>-1), 0<B,<Bpt1 (n>0)

si bien que A,, et B,, tendent vers oo avec n.
Nous pouvons maintenant énoncer et démontrer le résultat principal de
ce paragraphe.

THEOREME 3. (a) Il existe ng tel que l'idéal I,, = ¢"(I) et le nombre p,, =
0" (p) soient a-réduits pour n > ng. Les suites I,, et p, sont périodiques a
partir de ng.
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(b) Deux idéaux a-réduits I et I' équivalents sont dans la méme période.
Plus précisément, si I' = X avec X\ > 1, il existe n > 1 tel que I' = o"(I)
et A= [[i_y [1/i]-

Démonstration. De (3.4), (3.5) et (3.6) on déduit

Ay, —Hn+1
(3.9) B*ﬂ — %o = B20n + 9 BpBr1’
ce qui montre que A,,/B,, — o — 0 quand n — co. Mais, d’apres (3.5), on a
By = Bn1 o~ @oj‘ An—1/Bn-1— 0
B, SOO_SD0+An/Bn_SDO
ce qui montre que —5n¢n+1Bn/Bn,1 — 1 quand n — oo. Il existe donc nyg
tel que £,,,,; < 0 pour n > ng. On vérifie par récurrence que, pour n > 1,

Y

3 5)
(3.10) si &,=-—1 alors B, > +2an_1.
Alors, utilisant (3.3), on trouve, pour n > 1,
B, > Qanfl siep1 = 1,

3.11
( ) B, > (gn+a—2)B,—1 sie,_1=-1,

ce qui montre que

(3.12) sie, =1lonaB,_1/B, <1/2, saufsigq, =2, ¢,-1 = —1,
) sie,=—1lonaB,_1/B,<1/3, saufsi ¢, =3, ¢,—1 = —1.

Supposons n > ng de sorte que €,%,,,; < 0. Comme —1/2 > et 1/3 < f+1
on voit que, si @,11 n’était jamais a-réduit, on aurait, pour tout n assez

grand, €,_1 = —1,¢, =1, ¢, = 2 ou bien ¢,,_7 = ¢, = —1, ¢, = 3. Le
premier cas ne peut convenir, car €, = 1, 4,41 = %1, donc @, 42 serait
a-réduit. Donc ¢, = —1 et ¢, = 3 a partir d’'un certain rang. Mais alors

©n = (34+/5)/2 a partir de ce rang, cas exclu car A # 5. Ceci montre qu'il
existe ng tel que ¢, soit a-réduit. Le fait que la suite ¢,, soit périodique pour
n > ng vient de ce que @, = 0" " (¢y,) avec les notations du Corollaire 1.
Ceci acheve la démonstration de (a).

Avant de démontrer (b) remarquons que

BnJrl Bn +
= €
anl ns1 anl "
ce qui, compte tenu de (3.10) et (3.11), donne, dans tous les cas,
(3.13) Bpy1 > (24 V5)B, 1.

Il reste a prouver (b), ¢’est-a-dire que deux nombres équivalents a-réduits
sont dans la méme période. Nous adaptons le raisonnement classique (voir
par exemple [3], §10-6, 10-10, 10-11) & notre objet. Nous commencons par le
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LEMME 4. Si oo = (PY+ Q)/(RY + S) avec PS — QR = %1, R > 2|5
>0 et >0, il eriste n tel que y = p,, P=A,, R=B,, S=¢,_1Bn_1
et Q =en_1AN_1.

Démonstration. Nous appliquons le processus (3.1) au nombre ra-
tionnel P/R = ¢},. Dans ce cas (3.1) s’écrit successivement

P =q\R +ejr1, ¢, = P/R, 90, 0<2r <R,

R =qiri +¢&qra, ©1 = R/r, q; >2, 0<2ry<ry,
Tn—1 = q,’ﬂ‘n + 6%7%_,_1, Soln =Tn—1/Tn, Q;L >2, 0<2rpp1 <y,
'N—-1 ZQEVTNv QOEV :erl/rN :(ﬁ\/’a QEV 227 'N+1 =0.

Le fait qu’il existe N tel que ryy1 = 0 vient de ce que la suite des entiers
positifs r; est strictement décroissante.

Si gy =2et ely_y =1 lafin du développement de P/R est ¢jy_, —1/2
avec ¢jy_, > 3; ceci s’écrit aussi (¢ _; — 1) + 1/2, donc on peut supposer
que l'on n’a pas a la fois ¢y = 2, ¢/y_; = —1, et donc, d’apres (3.11), que
2BN_1 < By.

Tenant compte de (3.5), (3.2) et (3.3), il vient

P AN-1qy + e 1 AN—2 An
R By-_i1¢y +éy_Bn—2 Bn’
puis, comme (P,R) = (Ay,By) =1, R et By > 0, on voit que P = Ay
et R = By. Donc PS — QR =e(PBy_-1 — QANn_1) (¢ = £1), d’ou résulte
P(S—eBny_1) = R(Q —cAn_1). Comme (P,R) =1et |S|+By_1 < Ron
aS=eBn_1,Q =cAn_1, dou
o — Pp+Q  AnY+eAy-1  Anpni1 teENAN_1
0= = = .
R1/1+S BN1/1+EBN71 BNQDNJrl—i-ENBN,l
Développant et tenant compte de (3.4) et (3.6), on obtient eunty =

enpunen+1- Comme 1) > 0 et oy >2o0nadoncy =pniy et ey =€, ce
qui acheve la démonstration du Lemme 4.

Nous pouvons maintenant achever la démonstration du Théoréme 3(b).

Soient 1 et ¢ deux nombres a-réduits équivalents, 1 = (ap+0b)/(cp+d)
avec a, b, ¢, d entiers tels que ad — bc = £1, o1 nous pouvons supposer cp +d
> 0 en changeant, si nécessaire, les signes de a, b, c et d. Développons ¢ =
o en fraction continue a lentier le plus proche et remplagons; il vient,
d’apres (3.5),

Py,
¢_90+Q

= Ron 15 avec R=cA,_1 +dBn_1, S =¢p_1(cAp_2 —dB,_2).
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D’apres (3.9) et (3.7)ona A,,_1 = ¢B,,_1£1/0,_1, Ao = pBy,_2%1/0,,_1,
oll on a posé O = p1...¢E. On a donc

S:5n1<Bn2(Cg0+d):|: € >
9n—2

R=DB,_i1(co+d)+ ¢ ,
en—l
Comme, d’apres (3.13), B,—1 > 2B,,_2 pour une infinité d’indices n et que
0,,—1 et 0,2 — oo quand n — oo, on voit qu'il existe n tel que R > 2|S| > 0,
ce qui, d’apres le Lemme 4, montre que ¢,, est dans la période de . Donc
© et 1 sont dans la méme période. Tenant compte du Lemme 3, ceci acheve
la démonstration du Théoreme 3(b).

4. Définition de I’application ¢. Comparaison des nombres des
idéaux a-réduits des discriminants D et 4D pour D = 5 (mod 8).
Dans cette section nous désignerons par ¢ les nombres de discriminant
4D et par w les nombres de discriminant D. Soit E (respectivement E*)
I’ensemble des idéaux a-réduits de discriminant 4D (respectivement D).
Soit I = a[l,¢] € E avec ¢ = (b+ /D) /a, o1 ¢ est choisi a-réduit. Comme
D = b* +ac =1 (mod 4) on voit que soit @ = 1 (mod 2), soit a = 0
(mod 4) et b=1 (mod 2). Nous aurons besoin du lemme suivant.

LEMME 5. (i) Soit ¢ = (b++/D)/a un nombre de discriminant 4D.

e Sia=b=1 (mod 2) les nombres p/2 et 2/ sont de discriminant D.

e Sia=1,b=0 (mod 2) les nombres (p —1)/2 et 2/(¢ — 1) sont de
discriminant D.

e Sia=0 (mod 4) le nombre 2¢ est de discriminant D.

(ii) Soit w = (b++v/D)/(2a) un nombre de discriminant D. Si D =
5 (mod 8) les nombres 2w, w/2 et 2/w sont de discriminant D.

Démonstration. (i) Sib=0 (mod 2) on remplace b par b — a. Alors
D = b? + ac s’écrit D = b + a(4c) avec (a,b,¢’) = 1sia =1 (mod 2), et
D = b% + (4a’)c avec (a/,b,c) = 1 si a = 4a’. Tenant compte de ce que les
nombres A et 1/ sont équivalents ceci, prouve (i).

(i) Quand D =5 (mod 8) I'égalité D = b? + 4ac montre que a = c = 1
(mod 2). Comme on a (a,b,c) =1 on voit que

_ 2b++4D

2w 5 4D = (2b)* + 4a(4c) avec (a,2b,4c) = 1,
2b+ v4D
% = ;—74, 4D = (2b) + 4(4a)c avec (4a,2b,c) =1,
-4da

ce qui prouve que 2w, w/2, et aussi 2/w, sont de discriminant 4D et
prouve (ii).
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Nous définissons une partition de E en cinq sous-ensembles Ey, Ef, Ea,
El et E4 et une application ¢ de F dans E* définie par ses restrictions &
chacun de ces sous-ensembles.

Ei:a=b=1 (mod 2), p <0, () =1(2/p),
Ei:a=b=1 (mod 2), g >0, (1) =1(-2/yp),
Ey:a=1,b=0 (mod2),p>3etp<2—5,

(4.1) () = I((p = 1)/2),

El:a=1,b=0 (mod2), p<3oup>2—+5,
() =1(2/(¢ — 1)),
Es:a=0 (mod4), Y(I) = 1(2¢).
Nous désignerons par 11, 1], 2, 15 et 14 les restrictions de ¢ a Eq, Ef,
Es, EY et E, respectivement. Remarquons que l'on a
<Vi<atl<2a<a+2<a+3,

C1+VE
2
1—+/5 3—vH 3—vbH
6= 2\[<2—\/5<0< 4\[<ﬁ+1: Q\T.

Avec les définitions (4.1) nous avons

Q

PROPOSITION 4. L’déal (1) est un idéal de discriminant D. De plus,
pour D =5 (mod 8),

(1) 91 est une bijection de Ey sur les idéaus (1 + \/5)-réduits de E*,
(2) ) est une bijection de E sur les idéauz (2 4+ v/5)-réduits de E*,
(3) 1bo est une bijection de Eo sur les idéaux de E* tels quew > (3—+/5) /4,

(4) limage de Eb par Y est formée des idéauz a-réduits non (2 + /5)-
réduits de E*, limage réciproque d’un idéal de E* est formée de deux
éléments si /5 < [w] —w < 1+ /5, un seul sinon,

(5) image de E4 par 14 est formée des idéaux 2a-réduits de E*, 'image
réciproque d’un idéal de E* par 4 est formée d’un idéal si2a < [w] —w <
24+aetw<2—Viou2+a<w -w<3+aew>2—+5, et de deur
idéaur si 2+ a < [w]—w<3+aetw<2—V5oud+a<w -

Démonstration. Le Lemme 5(i) montre que, dans tous les cas, 1'idéal
(I) est de discriminant D. Il reste & vérifier les points 1 & 5. Pour cela nous
partons d’un idéal I = a[l, ¢], ol  est a-réduit appartenant successivement
a Ep, E}, Eo, E}, Ej, et étudions son image par . Puis, partant d’un
idéal J = a[l,w] € E*, ot w est a-réduit, nous déterminons le nombre des
éléments de 1 ~1(J) dans chacun des sous-ensembles Ey, E}, Ea, E} et Ey.
Dans chacun des cinq cas le Lemme 5(ii) montre que les images inverses sont
bien des idéaux de discriminant 4.D.
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(1) Comme ¢ est a-réduit et g <Oona [2/p] —2/5 >0—2/5 = 2a, ce
qui prouve que 11 (I) est 2a-réduit.

Réciproquement, soit J un idéal 2a-réduit de E*. Les nombres ¢ = ¢([)
a-réduits tels que J = 1 (I) sont & chercher parmi les nombres ¢ tel qu’il
existe n € Z tel que w = 2/p + n, c’est-a-dire ¢ = 2/(w — n), avec ¢ > 2
et f <P < f+1, cest-a-dire n = [w] et f < 2/(@— [w]) < B+ 1. Comme
@ — [w] < 0 cette derniére condition équivaut a [w] —@ > —2/F = 2. Ainsi
pour tout J € E* qui est 2a-réduit il existe un et un seul I € E; tel que
P1(I) = J, ce qui prouve (1).

(2) Comme ¢ est a-réduit et 0 < < S+ 1 on a [-2/¢] +2/7 >
—1+2/(1+B) =24 /5, ce qui prouve que 9 (I) est (2 + v/5)-réduit.

Si J est un idéal (24 +/5)-réduit les nombres ¢ = ¢(I) tels que J = ¢ (I)
sont & chercher parmi les nombres 2/(n — w), n € Z, tels que 2/(n — w) > 2,
d'oun = [w]+1letalors 8 <2/([w]+1—-w) < f+1. Comme [w]+1—-w >0
cette condition équivaut & [w] +1—© > 2/(B+ 1) = 3 + /5 soit [w] — @ >
2 4+ /5, ce qui prouve (2).

(3)Sia=1,b=0 (mod 2), p>3etp<2—+5ona

p—1]1 1-9 V5 -1
Ea Rsstty: -
donc 15(I) est a-réduit.

Réciproquement, soit J(w) € E*. Les idéaux I(y) tels que ¢o(I) = J
sont tels que w = (¢ —1)/2+n,n€7Z, ¢ >3, 3 <P < 2—/5, c’est-a-dire
w=14+2w-n)>3,8=1-+v5)/2<1+2w@-n)<2—+5, ou bien
w>n+1, (=1 —+5)/4<T—n < f,cequi montre que n =1 et qu’il y a
une possibilité si, et seulement si, @ > (3 — v/5)/4, ce qu'il fallait prouver.

(4)Sia=1,b=0 (mod2)et p <3oup>2—+5ona

Q,

2 2 2
[ }+1 —>1+-——=Vh>a sip<3,
-9

p—1 1-p
2 2 2
+ >0+ ——F—=a sip>2—5,
[@—1} 1-9p —14+5 v

ce qui prouve que ¥4 (I) est a-réduit.

L’idéal J = J(w) € E* étant donné, les nombres a-réduits ¢ = ¢(I) tels
que J = 94(I) sont a chercher parmi les nombres tels que w—n = 2/(p — 1),
n € Z, c’est-a-dire ¢ = 14+2/(w — n) vérifiant en outre p < 3 ou @ > 2—+/5,
c’est-a-dire soit

2
l<—2 <2 et B-1<—
w—"n w—"Nn

<p,

soit
2

w—n

2<

2
et 1-vVh< —— <4
w—"n
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La premiére alternative impose 1 < w —n < 2, c’est-a-dire n = [w] — 1 et la
deuxiéme condition s’écrit v/5 < [w] — @ < 2+ /5. La deuxiéme alternative
impose 0 < w —n < 1, c’est-a-dire n = |w| et la deuxiéme condition s’écrit
a < [w] =@ < 14 /5. Ceci prouve (4).

(5) Sia =0 (mod 4) on a [2¢] — 2% > 2[¢| — 2¢ > 2, ce qui prouve
que 4 (]) est 2a-réduit. Réciproquement, soit J un idéal 2a-réduit. Par 14
il peut provenir soit de I1 = I(w/2), soit de Iy = I((w — 1)/2).

L’idéal I est a-réduit si, et seulement si, [w/2] —@W/2 > «a, c’est-a-dire
si, et seulement si, 2[w/2] > 2a+w. Comme f<W < f+1leta+F=1o0n
voit que 2 < 1+ a < 2a+w < 2+« < 4, ce qui montre que I; est a-réduit
si, et seulement si, [w/2] > 2, c’est-a-dire w > 4. Appliquant le Lemme 2, on
voit que I est a-réduit si, et seulement si, J est a + 2 réduit.

L’idéal Iy est a-réduit si, et seulement si, [(w—1)/2)] — (@ —1)/2 > a,
c’est-a-dire si, et seulement si, 2[(w — 1)/2] > 2a — 14+ w. Icion a 1 <
2a0 — 1 +w < 3 et donc Iy est a-réduit si, et seulement si, soit w > 3 et
@ < 2—+/5, soit w > b, ce qui, tenant compte du Lemme 2, prouve (5) et
acheve la démonstration de la Proposition 4.

J), na(J), ng(J) définis par

sia < [w] —w < V5,
siVb < [w]—w<2+a,
si24+a<[w —w<3+a,
4 si3+a<w -
na(J)=1 si2a<[w]-T<3+aetw<2-V5 ny(J)=0 sinon;
n3(J)=1 siw>(3—-V5)/4, n3(J)=0 sinon.
Alors card(v=1(J)) = ny(J) + na(J) +n3(J).

COROLLAIRE 3. Parmi les N* idéaux a-réduits de discriminant D = 5
(mod 8) désignons par

COROLLAIRE 2. Soit nq

—~

nl(J) =

W N =

e N; le nombre des idéauz a-réduits non \/5-réduits,

e N le nombre des idéaux \/5-réduits non (« + 2)-réduits,

e N3 le nombre des idéauz (o + 2)-réduits non (o + 3)-réduits,

o N le nombre des idéauzr (o + 3)-réduits,

e N'™* le nombre des idéaux 2 réduits non (3 + «)-réduits et tels que
W< 2—+/5,

e N le nombre des idéaux a-réduits tels que @ > (3 —/5)/4.
Alors
N = card(E) = Nf + 2N; + 3N; + 4N; + N + N"™*.

Démonstration des Corollaires 2 et 3. D’apres (1), (2), (4)
de la Proposition 4 on obtient par les applications v, 1] et ¥4 une fois les
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idéaux a-réduits non v/5-réduits et deux fois les idéaux /5-réduits de E*.
Ceci étant, (3) et (5) nous permettent de terminer les démonstrations.

5. L’application 0 et la démonstration du Théoréme 1(a). Nous
désignerons par H(4D) et H(D) les groupes de classes d’idéaux primitifs de
discriminant 4D et D respectivement, et par e4p et ep les unités fondamen-
tales > 1 des anneaux O4p et Op respectivement. Nous désignerons aussi
par C(I) la classe de 'idéal I.

Soit C' € H(4D) et I = [a,b++/D] un idéal de C. Comme D =1 (mod 4)
onab=1 (mod2)sia=0 (mod4) ou bien b # b+ a (mod 2), donc on
peut toujours supposer b = 1 (mod 2). Alors on sait (voir par exemple [9],
Théoreme 1 et Corollaire 4) que 1'idéal

[l

sia=1 (mod 2),

2
1 () =
51) D=\ Tab+vD]
-, sia=0 (mod 4),
4 2
est un idéal primitif de Op dont la classe
(5.2) 0(C) = (1))

ne dépend que de la classe C' de I, et que si les idéaux I = [a,b+ \/5] et
I' = [d,V/ + /D), vérifiant a = o’ =1 (mod 2), sont équivalents alors
(5.3) pour tout A € Q(v'D) tel que I' = X\ on a (I') = M(I).

D’autre part, on sait (voir [2], §256, VI ou [10], §151) que lapplication de
H(4D) dans H(D) définie par C' — 0(C) est un homomorphisme surjectif
et que
card(Kerf) =1 &

(5.4) (1.1) a des solutions impaires ou D =1 (mod 8),

’ card(Kerf) =3 <

(1.1) n’a pas de solution impaire et D =5 (mod 8),
et
{ (1.1) a des solutions impaires < e4p = €%,
(5.5) , JHDAITES 1
(1.1) n’a pas de solution impaire < e4p = €p.

Les définitions (4.1), (5.1) et (5.2) de v et § montrent que l'application v
est compatible avec 0 en ce sens que

(5.6) C(y(I)) = 0(C(1)).

Pour toute classe C' € H(4D) nous désignerons par L(C') le nombre des
idéaux primitifs a-réduits de C, c’est-a-dire la longueur de la période de C,
et par L*(C) la longueur de la période de 6(C).

Pour démontrer le Théoreme 1(a) nous utiliserons le résultat suivant :
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PROPOSITION 5. Soit D =5 (mod 8).

(a) Pour tout J € E* tel que card(y"1(J)) = 1 on a card(xp = (0~ 1(J)))
> 3.

(b) Soit J € E* tel que card(y=1(J)) = 5. Il existe un entier ng > 1 tel
que card(yp (om0 (J))) < 3 et card(vp 1 (07"(J))) = 4 pour 0 < n < ng.

Démonstration. Nous désignerons par wy le nombre associé a o~ 1(J)
de sorte que il existe ¢; entier > 2 et &1 = +1 ou —1 tel que

13 13
(5.7) w1:q1+—1, wlzq1+—i, g1w < 0.
w w

(a) Si J € E* est tel que card(y»~1(J)) = 1 alors, d’apres le Corollaire

2,maa < w-w<+Viet <w< (3—+5)/4, ce qui montre que
1< [w] <vV5+(3—+5)/4<3, dou [w] =2 et donc
3—5
(5.8) 2-Vh<w< T
Tenant compte de (5.7) et (5.8), on obtient
1 1
— w —
(59) [wﬂ — W1 = 4
“1+=>-1+ =245 siw>0,
w 3—5

ce qui, d’apres le Corollaire 2, prouve (a).

(b) Soit J € E* tel que card(y)~*(J)) = 5. D’apreés le Corollaire 2 on a
3-vV5 __ 3-h

1 <w< 5 .
Comme @w > 0 on déduit de (5.9) que [wi] —w; = —1 + 1/w, d’ou, tenant
compte de (5.10), a < [wi] —@; < 2+ /5. Comme a +2 < 2+ V5 <
a + 3, ou bien [w;] —wW; < a + 2 et alors card(yy "1 (o71(J))) < 3, ou bien
a+2 < [w]—w <2++/5 et alors, d’aprés le Lemme 2, on a [wy] = 4,
d’ott @; > 2 — /5, de sorte que card(v ' (o~ (J))) = 4 si, et seulement si,
(5.10) est vrai pour wy, et sinon card(vy"(o71(J))) < 3. Ceci permet de
recommencer le raisonnement avec wy a la place de w et montre que, en par-
courant la période de J en sens inverse on doit, avant de revenir a J, passer
par un idéal J' = o= (J) tel que card(¢)~1(J’)) < 3, ce qui prouve (b).

(5.10) w >4,

La Proposition 5 nous permet de montrer les Théoremes 1(a) et 2(a).

Démonstration des Théoremes 1(a) et 2(a). Supposons D =
5 (mod 8) et soit J € §(C) tel que card(x»)~1(J)) = 5. La Proposition 5(b)
montre que J' = o~ (J) vérifie card(yy~1(J')) < 3 et que a deux idéaux Jy
et Jo distincts tels que card(¢~1(J;)) = card(¢~1(J3)) = 5 correspondent
deux idéaux Ji et J} distincts. Donc, pour toute classe C, on a

(5.11) L(C) < 4L*(O).
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Supposons maintenant que (1.1) a des solutions impaires. Alors d’apres
(5.4) lapplication € est bijective de sorte que, d’apres (5.5), I'image par
1 de la période des idéaux a-réduits d’une classe C est ’ensemble des
idéaux a-réduits de la classe 6(C). Comme a tout idéal J € 6(C) tel que
card(¢p~1(J)) = 1 correspond l'idéal J' = o~ 1(J) tel que card(¢p=1(J")) >3
on voit que l'on a, pour toute classe C' € FE,

(5.12) L(C) >2L*(C).
La classe principale contient I'idéal Op = Jo = I((1 +v/D)/2) et on a
1+vD] 1-vD
2 2
ce qui, d’apres le Corollaire 2, montre que card(y~1(Jy)) > 4, et prouve que
Lo > 2L§ pour D > 29, et on vérifie que Ly > 2L est vrai pour D = 13 et
D = 21. Ceci acheve la démonstration du Théoreme 1(a).

Le méme raisonnement appliqué aux ensembles E et E* prouve le Théo-
reme 2(a).

>a+3 pour D > 29,

6. Monotonie de D’application i) et démonstration du Théo-
réme 1(b). Le point essentiel est le résultat suivant qui indique comment
l'idéal ¢ (I) avance dans sa période quand 'idéal a-réduit I décrit la sienne.

PROPOSITION 6. Soit I un idéal a-réduit de discriminant 4D, et o(I)
son successeur défini par (3.1). On a

(6.1) Ple(l)) = ¢"(¥(I)) avecn =0,1 ou2,
(62) V(1)) = 0" (¥(1)  avecl<m <4
Démonstration. Soit I € F un idéal a-réduit de discriminant 4D, ¢

le nombre a-réduit associé, ¢’ le nombre associé a o(I) de sorte que, tenant
compte de la Proposition 3, on a

e £ J—
(63) ()D:q_‘_a? @ZQ‘F:,, 6::|:1, qua 690I<O'
¥

Posant ¢ = (b++/D)/a et ¢ = (V' +/D)/a’, on déduit de (6.3),
(6.4) bV =—-b+aq, D=>b?+cad.
Tenant compte de ce que D =1 (mod 4) et des parités de a, b, ¢, V', a’, on
vérifie que
I € EyouFE], gpair = o(I) € Ey,
I € Ey ou E, q impair = o(I) € E3 ou Ej,
(6.5) I € E> ou E}, g pair = o(I) € E5 ou EY,
I € E5 ou EY, q impair = o(I) € Ej,
o(I) € E; ou Ej.

leE, =
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Soit w et w’ les nombres définissant (1) et 1 (o(I)) respectivement,
donnés par les formules (4.1). Dans chacune des éventualités de (6.5) nous
développons w en fraction continue a ’entier le plus proche et trouvons au
bout de n pas (n =0, 1 ou 2) un nombre congru modulo 1 & w’, définissant
¥ (o(I)). Chaque pas du développement est indiqué par une fleche.

Nous commencons par montrer qu’il est impossible d’avoir I € FEs et
Q(I) € Es.

Si o(I) € Ey alors ¢’ < 2—+/5<0,donce =1,dotqg=5—1/¢ <
14+ 6+2+ 5 <5, ce qui montre que ¢ < 4.

Si I € Esy et o(I) € Ey ou E) alors ¢ = 0 (mod 2) et ¢ > 3, donc la
relation p = ¢+ /¢’ avec ¢’ > 2 montre que q > 4.

Sil€ Eyeto(l)€ Eyon aurait g=4et g <2 — /5, don

g=4=p-1/¢' <2-V5+2+V5=4,

ce qui est impossible. Il nous reste a examiner les autres possibilités que
nous regroupons en neuf cas.

(1) Cas ou I € Es, o(I) € FEy; ¢ =0 (mod 2); w = (p—1)/2, ' =
2/(¢"=1).On a

1 1
q—<1—,> sie=1
= 1) =
q .
2

2

¢/_1:2+¢,_1:2+w'; n=1.

(2) Casou I € E}, o(I) € Ey; ¢ =2 ou 4;
w=2/(p—1)=2¢"((g—1)¢"+1), o' =(—1)/2.

Sig=2,

2¢' 2 +1 -1 /
—92 — 1= 1; —1.
o1 90'4‘1—) 5 5 + w+1 n
Sig=4,
29’ o +1 30/ +1 2 o +1 ,
=1- — =3— — =w+1; n=2.
3¢’ +1 3¢’ +1 o +1 ¢ +1 2

(3) Casou I € Ey, o(I) € E4;g=1 (mod 2); w=(p—1)/2, v =2¢".
On a
()0_1 q_l € / l
= —= — _— 2 = M :1_
w 5 5 +2(p,—><p w; n
(4) Cas ot I € Ey ou By, o(I) € Fy; ¢ = 1 (mod 2); w = £2/p,
= (¢ —1)/2; ¢ >3. Comme ¢’ <2—+5onac=1letq=0—1/¢ <

w/
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(3—\/5)/2+2—|—\/5< 5, donc ¢ = 3. D’ou
+2 +2¢’ ¢ +1 30 +1

YT 311y 3911 T30 51 o+l
2 "+1
=3- - —>(’0+ =w'+1; n=2.
' +1 2

(5) Cas ou I € FEi, o(I) € E); ¢ = 0 (mod 2); w = 2/(p—1) =
20" /((g—1)¢" + 1), " =2/(¢" —1).
Siq =>4,
(—Dyp'+1 ¢ ¢ -1 2 ,
Ty T2 oy a1 2T _¢7
%) 2 2¢ ' =1 ' =1

w —

Si ¢ =2 alors ¢ = 1. Comme o(I) € Ey,si ¢’ >3 ona¢ >2—+5=
~1/(2 ++/5), d’on

1 1-+/5 _
2=p-=> 2\f+2+\/5>2 si 2—v5 <@ <0,
¥
1 3—+5 —
2=p— =< V5 si ' >0,
¢’ 2
ce qui est impossible et montre que, si ¢ = 2, alors 2 < ¢’ < 3. Donc
2¢' 1—¢ +1 2
w= /SO =1- S0—>('0+ :1—|—7:1—|—w/; n=1.
' +1 14 ¢/ ' =1 o —1
(6) Cas ou I € Ej ou Ef, o(I) € E}; g = 1 (mod 2); w = £2/¢,
Ww=2/(¢ —1).

Sig>5,0nae >4, donc

+2 o 1 LE
= > — = — —
“ P 2~ 2\1 ¢’

-1 2
:q—i-E_E(cp )—>2—i— =2+4+u; n=2.
¥ ¥ -

2 2! r—1
Sig=3,

+2 +2 ! 3’

=2 _ E—ile(’0+6 g0+s'

¢ 3+ 3o +¢€ ' +e
Sie=—-1ona

3/ —1 2

o1 :3+90/_1:3—|—w’; n=1.

Sie=1ona¢ <3,sinony’ >3et2—5<¢ <0,dou(l-+5)/2<
P=3+1/¢ <3-2—-+5=1—1+/5, ce qui est impossible. Donc ¢’ + 1 >
2(¢" = 1) et
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3/ +1 -1 "+1 2
(’O/+ —2—|—('0 —>('0+ =1+——=1+u; n=2.
o +1 o+1 -1 ¢ -1
(7)Casoul € EyouFE}, o(I) € E4;q=0 (mod 2); w =+2/¢p, ' = 2¢.
Sig>4oug=4ete=1ona
+2 42 +1 € o — o )
¢ atz Ftam 2
Sig=4dete=—1,
2 1 20" =1 49 ' —1

1
24— =20 —1; n=2.

Tw = =1- — =
4o’ — 1 40" —1 2¢" — 1 2¢" — 1
Sig=2,alorse=1et
wzﬁ: :l:280/ =4+1F 1 *)2()0/4»1:(,(}/4“1' n=1.
o 20 +1 20 +1 ’

(8) Casoul € E, o(I) € E4;q=1 (mod 2);w==42/(p — 1), =2¢.
Sig >3,

2 1 € , ,
Tw = 1= =1 . —>?—>290:w; n=2.
Sig=3,
2/ €
w 25 + ¢ 2(,0/4-8—) Y +¢&; n

(9) Casou I € Ey, o(I) € By ou E] ; w=2p, w' ==+2/¢'. On a
2
w:2<p:2q+—&;:2q:i:5w', donc n = 0.
¥

Comme dans tous les cas on a 0 < n < 2 on voit que (6.1) et 'inégalité
m < 4 de (6.2) sont vrais. D’autre part n = 0 seulement dans le cas ou
I € E; et alors o(I) € Ey ou Ef, ce qui fait que m > 1 et acheve la
démonstration de la Proposition 6.

Démonstration des Théoremes 1(b) et 2(b). Soit C' une
classe d’idéaux de Oyp, et I un idéal a-réduit primitif de C. D’apres (6.4),
a = N(I) ouad = N(o(I)) est impair, donc la période des idéaux a-réduits
de C contient au moins un idéal Iy tel que Iy ¢ E4. Alors (4.1) et (5.1)
montrent que

—1 .
_J o (0(L)) sily ¢ Ex,
(6:6) Mm—{wm si Iy € Fs.
On a Iy = e4ply, donc d’apres (5.3) et le Lemme 3, (1) = e4ptp(Ip).

Supposons que (1.1) n’a pas de solution impaire. D’apres (5.5) on a

Ep = €4p, donc

(6.7) Y(Ilo) = ep¥(lo),



302 P. Kaplan et Y. Mimura

ce qui signifie, tenant compte du Théoreme 3(b), que, quand 1'idéal I par-
court la période de C de Iy a Iy, I'idéal ¢(I) avance de ¢ (Iy) a ¢ (Ip). D’apres
la Proposition 6 quand idéal I avance d’un pas 'idéal ¢ (I) avance d’au plus
deux pas, mais quand I avance de deux pas alors ¢ (I) avance d’au moins
un pas, ce qui montre que

(6.8) $L*(C) < L(C) < 2L*(C).

De plus, la seule possibilité pour que L(C) = 2L*(C) est que la période de
C soit formée d’idéaux successivement de types E; ou Ef avec ¢ = 2, Ey, F;
ou FEi avec ¢ = 2, Fy4,... Mais si 'on considere la classe principale, I'idéal
(1) = I(vV/D) est a-réduit de type E; ou E} avec ¢ > 2 ou de type E ou
E),, ce qui montre que, pour la classe principale, on a Ly < 2L et acheve la
démonstration du Théoréme 1(b).

Si D = 1 (mod 8) lapplication # est bijective, ce qui montre que le
Théoreme 2(b) est une conséquence du Théoreme 1(b).

Les inégalités (5.11), (5.12) et (6.8) prouvent le résultat suivant :

THEOREME 4. Soit D > 5 un entier non carré congru a 1 modulo 4.
Pour toute classe C d’idéauz de Oyup,

o si ’équation X% — DY? = 4 a des solutions impaires, 2L* < L < 4L*,

e si I’équation X2 — DY? = 4 n’a pas de solution impaire, L*/2 < L
< 2L*.

7. Comparaison des périodes réduites et a-réduites de méme
discriminant. Soit I un idéal primitif de O, et ¢ un nombre associé a I.
Les successeurs de ¢ et de I dans la réduction usuelle sont définis par

1
7.1 p=lo|+—=, ole)>1, ol)=1I(c(p)).
(7.1) (] =) () (1) = I(o(¥))
La relation entre g définie par (3.1) et o est donnée par le lemme suivant.
LEMME 6.
(7.2) o(l) = o(l) sio(p) >2,
' o2(I) sil<o(p)<2.

Démonstration. La définition (7.1) de o montre que o(¢) = o(y) si
o(p) >2.8i1<a(p) <2onalo(p) =1etdonca(p)=1+1/%(yp), don

1 —
1+1/02(p)

ce qui montre que o(I) = I(0%(p) + 1) = I(0%(p)) = o%(I), et prouve le
Lemme 6.

= [p] + [l +1—

a?(p) +1
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COROLLAIRE 4. Si lidéal I est réduit alors
_Jo(I) sio(l) est2-réduit,
(7.3) (1) = { o%(I) sio(I) n'est pas 2-réduit.

Démonstration. Sil'idéal I = I(p) est réduit le nombre o(p) est
réduit si bien que, d’apres (7.2), I'idéal o(I) est donné par (7.3).
LEMME 7. (a) Si lidéal I est réduit et non a-réduit alors o(I) est a-
réduit.
(b) Si lidéal I est a-réduit alors o(I) ou o*(I) est a-réduit.
Démonstration. Posant I = I(p) ona o(l) =1(1/(p — [¢])).
(a) Silidéal I est réduit non a-réduit alors 1 < [p] — @ < «a, donc
1 1 1
[ } + —>14 — =q,
p—lel]l lpl-v a
ce qui prouve que o([I) est a-réduit.
(b) Si I'idéal I est a-réduit et (1) non a-réduit on a
1 ] n 1
p=lell  lpl-v
Comme a = 141/ on voit que [1/(p — [¢])] = 1 d’ott, comme 1/(¢ — [¢]) =
1+ 1/02(p), on a

o] =P >a et 1<[ < a.

Comme o%(p) > 1 et

—02(p) =
(puisque [p] — @ > a) on a
0()] ~ 0%() > 1+ o =a,

ce qui prouve que o2(¢) est a-réduit et achéve la démonstration du Lemme 7.

Les Lemmes 6 et 7 permettent de donner une deuxieme démonstration
du Théoreme 3(a), a partir du résultat analogue pour les idéaux réduits.

En effet, on sait qu'il existe n; tel que o™ (I) soit réduit pour n > n;. Le
Corollaire 4 montre que ¢"(I) = o™ (I) avec n/ > n, donc lidéal o"(I) est
réduit pour n > ny. Si p"(I) n’était jamais a-réduit le Corollaire 4 montre
que, pour tout n > ny, on a o(0"(I)) = o2(¢"(I)), donc, désignant par ¢,
le nombre réduit associé a o™ (I), on voit, d’apres (7.2), que [o(¢n)] = 1
et, comme @, 1 n’est pas a-réduit, [p,+1] = 1, ce qui montre que @, 11 =
14 1/ont1, d0U vpt1 = @, ce qui est impossible. Donc il existe ny tel que
0" (I) est a-réduit pour n > na, ce qui est le Théoréme 3(a).

Du Lemme 7 et du Théoreme 3(b) on déduit
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PROPOSITION 7. Soit C une classe d’idéaux primitifs de 'ordre Oa. La
période P, des idéaux a-réduits de C s’obtient en enlevant a la période P
des idéaux réduits de C les idéaux non a-réduits. La période P ne contient
pas deux idéaux consécutifs non a-réduits.

Démonstration. Le Lemme 7(a) montre que P N P, # (), ce qui
d’apres le Théoréeme 1(b) montre que P, C P. La proposition résulte alors
du Lemme 7(a) et (b).
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