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Introduction. Il est connu que si A est une algebre de Banach ayant
une unité approchée bornée a gauche (i.e., il existe une famille d’éléments
de A, F ={e; : i € I}, telle que :

() sup{|le;|| : i € I} est fini,
(B) I est filtrant & droite,
() pour tout a € A, lim; e;a = a,

alors pour tout z € A, il existe a et y dans A tels que z = ay (théoreme de
Cohen—Hewitt).

La démonstration de ce théoreme, donnée par Cohen—Hewitt, utilise le
fait que si z et y sont inversibles dans une algebre associative alors xy est
inversible. Ceci n’est pas en général vrai dans le cas Jordan : Considérons
Palgebre des matrices M (2, C) munie du produit de Jordan z oy = % (zy +
yz). Soient a et b tels que

1 0 0 1
(1 0) @ o (2 0).

Alors a et b sont inversibles mais a o b = 0.

Les travaux de K. McCrimmon [5]-[7] et ceux de N. Jacobson [4] met-
tent en évidence I'importance, dans le cas d’une algebre de Jordan J, d’un
opérateur qui est défini par

Va,b e J, U, (b) = 2a(ab) — a’b.

On s’est alors posé la question si, dans une algebre de Jordan—Banach
possédant une unité approchée bornée, chaque élément z se factorise sous
la forme

(F) 2= U,(b).
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La réponse est affirmative (théoreme I1.2) si on ajoute & la définition d’une
unité approchée bornée (a)—(y) la condition

(&) pour tout a € J, lim; U, (a) = a

(qui est une conséquence de («) et () dans le cas associatif).

La démonstration qu’on donne pour (F) est une adaptation de celle faite
dans [2], pp. 100-104, pour prouver le théoréme de Cohen-Hewitt pour une
algebre de Banach.

Le théoreme de factorisation multiple I1.3 permet de conclure que si Z
est une partie compacte d’une algebre de Jordan—Banach J ayant une u.a.b.,
alors il existe a € J et une partie Y de J tels que

VzeZ, Jy. €Y tel que z="U,(y,).

Un résultat analogue a (F) est valable pour les algebres de Jordan—
Banach non commutatives (théoreme II1.7), en remarquant que si A est une
algeébre de Jordan—Banach non commutative, alors AT est une algebre de
Jordan—Banach et la factorisation dans A par I'opérateur

Uy: x+ a(ax +za) — a*x

se ramene & celle de AT par opérateur

UL . z—2a0(aox)—a?oux

(o1 o est le produit de Jordan).
Ensuite on donne des applications :

(i) Si J est associative, la factorisation z = U, (y) se réduit a z = a?y,
ainsi on retrouve le théoreme de Cohen-Hewitt. Et si une algebre de Banach
A admet une unité approchée bornée a gauche et a droite, alors

Vze A, da,y € A tel que 2z = aya.

(ii) Pour tout élément z d’une JB*-algebre J il existe a,y € J tels que
z=U,(y).

(iii) Si (zn)n>1 est une suite convergeant vers z dans une algebre de
Jordan—Banach ayant une unité approchée bornée, alors il existe a et une
suite (yn)n>1 convergeant vers y dans J tels que z, = Uy(y,) pour tout
n>1etz=U,(y).

I. Unité approchée

I.1. DEFINITION. Soit J une algebre de Jordan normée. On dit que J
admet une unité approchée bornée (notée u.a.b.) s’il existe une constante
k > 0 et une famille F' = {e; : i € I} telle que :

(1) pour tout ¢ € I, |le;|| < k,
(2) I est filtrant a droite,



THEOREMES DE FACTORISATION 255

(3) pour tout = € J, lim; ||e;xz — x| = 0 (la limite est selon I),
(4) pour tout = € J, lim; ||Ue, (z) — z|| = 0.

Si une telle constante k n’existe pas alors que (2)—(4) sont vérifiées, on
parle d’unité approchée (notée u.a.).

[.2. Remarques. (1) Dans la définition d’une unité approchée bornée
la condition (4) peut étre remplacée par la condition

(4') pour tout = € J, lim; ||e?z — z| = 0.
En effet,
(U, (@) — @) = (z = )l = [[2ei(eix) — 22|
< 2lles(eir — @) + llesw — x|
<2(k+1)|ex— x|,

qui tend vers zéro selon I.
(2)(ev) Dans le cas ou J est associative la condition (3) implique (4) car

|Ue(a) — al] = |2ei(esa) — €2a — al| = |le?a — al

< llefa — eiall + [leia — all < (k + 1)llesa — al|

qui tend vers 0 selon I.

(8) L’une des conditions (3) ou (4) suffit pour définir la notion d’u.a.b.
dans le cas associatif.

1.3. EXEMPLES. (1) Si A est une algebre de Banach commutative ayant
une u.a.b. au sens classique, alors A est une algebre de Jordan—Banach
ayant une u.a.b. au sens de la définition 1.1 (c’est une conséquence de la
remarque 1.2(2)(«)).

(2) Si A est une algebre de Banach ayant une u.a.b. a gauche et a droite
alors 'algebre de Jordan spéciale J = AT associée a A admet une u.a.b. au
sens de la définition I.1.

(3) Soit J une algebre de Jordan-Banach unitaire. Alors I’ensemble
co(J) = {(zn)n>1 : limy, 00 x,, = 0} muni des opérations naturelles et de la
norme sup est une algebre de Jordan-Banach ayant une u.a.b. {e,},>1 ou

en =(1,...,1,0,0,...) avec n composantes égales a 1 et les autres nulles.
(4) Dans [3] on montre que si J est une JB"-algebre, alors A = {e € J :
e* =e, e >0et|e]| <1} est filtrant a droite et lim, |[ex — z|| = 0 pour

tout z de J. De méme, on montre que A = {e* : e € J et e* = e}. Donc
lim, ||e?z — z| = 0 et donc A est une w.a.b. de J.

Comme dans le cas associatif (voir [2]), on montre les propriétés sui-
vantes :
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I.4. PROPOSITION. Soit J une algébre de Jordan normée. Alors J admet
une wu.a.b. si, et seulement si, il existe une constante k > 0 telle que pour

toute partie finie {x1,...,x,} de J et pour tout € > 0, il existe e dans J
avec :

@) llell <k,

(ii) llexp —xpll <e,p=1,...,m,

(iii) |Ue(zp) —xp|| <e,p=1,...,n.

1.5. PROPOSITION. Soient J une algebre de Jordan normée et J l’algebre
complétée. Si F = {e; : i € I} est une u.a.b. de J, alors F est une u.a.b.
de J.

I.6. Remarque. Dans le cas ou 'unité approchée n’est pas bornée
la proposition 1.5 n’est pas en général vraie. En effet, dans [1] P. G. Dixon
donne une algebre normée commutative qui admet une unité approchée sans
que sa complétée en ait une.

I1. Factorisation dans les algebres de Jordan—Banach

II.1. LEMME. Soit J admettant une u.a.b. F = {e; : i € I} telle que
sup{|le;|| : @ € I} < k. Soient ¢ € 10,1[ et e € F. On a les propriétés
suivantes :

(1) Ur—cqee(z) = 2+ A (Ue(z) — 2) + 2¢(c — 1)(1 — )z pour tout x € J',

(2) Ui—ctce est un opérateur inversible de J' pour ¢ assez petit,

(3) lim; Ui —cce; (x) = x pour tout z € J,

(4) {IUT el s € € F} est borné,

(5) lim, Uf_lc+cei (x) = = pour tout x € J.

Preuve. (1) On a
Uil—ctee(®) = Ur(x) + U_¢qce(x) + 2¢(e — 1)z
=2+ U_o(z) + 2c(e — 1)z
=2+ 2(1 —e)((1 —e)x) — (1 —e)%] + 2c(e — 1)z
=z + 2[2x — 2ex — 2ex + 2e(ex) — x + 2ex — e*x] + 2¢(e — 1),
=z + *[(2e(ex) — e*x) — 2] + 2¢*(z — ex) + 2¢(e — 1),
=+ A(Ue(z) — 2) + 2¢(c — 1)(1 — e).
(Le produit du dernier terme a un sens puisque ¢ est une constante réelle.)
(2) On a
U1 —ctce = 1d|| = sup{[[Ur—ctee(x) = Id(2)]| : ||z < 1},
<cle(3k* +1) +2(c+ 1)(k + 1)].
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Donc si ¢ est suffisamment petit, on aura ||[Uj_c4c — Id|| < 1. Or dans
I'algebre de Banach unitaire L(J’) la boule ouverte de centre Id et de rayon
1 est contenue dans I’ensemble des éléments inversibles de L(J'), d’ou (2).
(3) est une conséquence de (1) et de la définition d’une u.a.b.
(4) On sait que J' est a puissances associatives et si a € J’ est inversible,
alors U, est inversible dans L(J') et ||U, || < 3|la”!||?>. Donc pour ¢ <
1/(k+1) on a, pour tout i € I,

2

oo
10 el Bl = e+ e 2 < 3 D le1 = e
n=0
o
3[2 (1+ k)] ] ,  qui est fini.
n=~0

(5) découle de (3) et (4).

II1.2. THEOREME. Soit J une algébre de Jordan-Banach admettant une
u.a.b. F = {e;}icr telle que |le;|| < k pour tout i € I. Alors il existe une
constante M (k) telle que pour tout élément z de J et tout § > 0, il existe
a,y € J vérifiant :

(1) 2= Ua(y),

(2) IIGH < M(k),
3) llz —yll <9,
(4) y €Uy (2).

Preuve. En se basant sur les techniques de la factorisation dans le
cas associatif (voir [2], pp. 97-100), on va construire une suite (a,)n>0
d’éléments inversibles dans J’ qui converge vers un élément a de J, et telle
que la suite (U, '(2))n>0 converge vers un élément y de J de sorte que
z = Ua (y)

Soient z € J et § > 0. On garde les hypotheses du lemme II.1. Posons
ap = 1; soient e1 € F et a1 = Ur—cyce, (a0)-

Par récurrence on construit une suite (e, )p>1 C F et une suite (ay)n>0 C
J’. On suppose que eq,...,e, sont construits, et on considére un élément
en+1 de F tel que les conditions (C1), (C2) et (C3) ci-dessous soient vérifiées.

On pose ant1 = Ui—cycenys (an) € J'. Remarquons que a, = (1—c¢)*" +
al, avec al, € J. Eneffet, aqp =1 = (1-¢) +0et sia, = (1 —¢)*" +a,
alors

(*) ang1 = U1_6+Ce7z+1((1 - C)Qn + a/n)
= (1 —=0)*"[(1 =) +2¢(1 = c)eny1 + el 1] + Ui cyce, s, (ay)

=(1—¢)*" ) 1 al | avecal,, € J (car J est un idéal de J').



258 M. AKKAR ET M. LAAYOUNI

De (%) on déduit que
lans1 = anll = (1 = )*"[(1 = €)* + 2¢(1 = )ens1 + cep 1]
+ Ul—c+cen+1 (a;L) - (1 - C)Qn - a’;z”
< (1—0)*™(1+ (14 ¢)* +2¢(1 + o)k + c*k?)
+ HUl—c—i-cen+1 (Q;L) - a;’LH

On impose a e, 41 de vérifier la condition

(C1) HUI—C-i-cenH(a/ ) — n|| <1/2™

Puisque ¢ € ]0, 1[ on a ainsi imposé a la série ) - ||ans1—ay|| de converger.
D’ou la suite (an)n>0 est de Cauchy dans J'. Soit a sa limite dans J'.
Comme a,, = (1 —¢)?>" + a/, (avec a}, € J), donc (al,)n>0 converge vers a et
a€J.

Pour tout n > 0, posons y,, = Ua_nl(z) € J. On construit e, de sorte
que (yn)n>o soit de Cauchy par les conditions suivantes :

[9n+1 = ynll = || an+1( 2) = Uy ()|

-1
= ||U; Ur_ CJrccnﬂ(an)( z) — Uan @)l

= Ui ccern s Uan Ut eteenn (2) = U (2)
(d’apres lidentité Uy, () = UpUyUy)
<N ecen s U Ul epcenn (2) = Uil eree, ,, Ua (2)]
U crcensa Uan (2) = U,
<N ctcen i | 10 MU e, (2) = 2l
U e, (Z) = ZII,

ot Z =U; !(2) est un élément de J qui ne dépend pas de e,41.

D’apres le lemme 11.1(4), ||U1__10+cen+l\| < sup{||Ui el e € F} <
R < c0. De méme I1.1(5) montre qu’on peut choisir e, 1 tel que

9—(n+2) 5
C Ut —_—
( 2) || 1—c+cen+1( ) || = RHUanln
(Cs) U e, ss (Z) = ZI| < 5/2F2.

Ainsi ||yn+1 — Ynll < 0/27T et (yn)n>0 converge vers y dans J.

Puisque pour tout n > 0, z = U,, (yn), on a z = Uy(y). De plus,
y = lim, .o U, '(2) € Uy(z). Ceci prouve les conditions (1) et (4) du
théoreme.

On a ||z =yl =limp—oc 0 = yull < 32520 lyn+1 — yall < 6, dott (3).
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Finalement,
lall = tim_lax|

= nh—>ngo l(an — an—1) + (an-1 — an—2) + ...+ (a1 — ap) + aol|

o
<14+ lants —an
n=0

<1+ i[(l —)?"(1+ (1 +¢)> + 2¢(1 + o)k + *k?)
n=0

+ ||Ulfc+cen+1 (a’;z) - aiz”]

(d’apres une majoration des ||an+1 — ay||, n > 0, calculée ci-dessus)

oo o0 1
<1+)) [(1=0*1+ 1+ +2c(1+ )k + K]+ — = M(k).
< 7;)[( )1+ (1 +0) (1+¢) )] nz;; o (k)
Ainsi ||la|| < M (k), constante indépendante de z et de §, ce qui est la con-
clusion (2).

Le théoréme suivant permet de généraliser la factorisation individuelle
de I1.2 a une partie compacte de .J.

I1.3. THEOREME DE FACTORISATION MULTIPLE. Soit J une algébre de
Jordan—Banach ayant une u.a.b. Alors il existe une constante M telle que

pour tout & > 0 et toute partie compacte Z de J, il existe a € J et une partie
Y de J tels que :

(i) [lall < M,

(ii) pour tout z € Z, il existe y, € Y tel que z = U, (y,) et
(ili) [|z — y:ll <6,
(iv) y. € Up(2).

Preuve. Puisque Z est un compact, si F' = {e; : i € I} est une u.a.b.
de J, on a lim; e;z = z et lim; U, (2) = 2z uniformément sur Z. On reprend
la preuve de I1.2.

II.4. COROLLAIRE. Si une algebre de Jordan—Banach J admet une u.a.b.
et si (zn)n>1 est une suite convergeant dans J vers z alors il existe a € J et
une suite (Yn)n>1 convergeant vers un élément y dans J telle que

VYn>1, z,=U(yn), et z="U,(y).
Preuve. On applique le théoréeme précédent & Z = {z, : n > 1} U {z}.

En particulier, toute JB*-algebre vérifie les théoremes I1.2 et I1.3.
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Quelques applications de la factorisation dans le cas Jordan

Unité approchée bornée dénombrable. Une w.a.b. F ={e; :i € I} de J
est dénombrable si 'ensemble des indices I est dénombrable.

I1.5. EXEMPLE. Soit J une algebre de Jordan—-Banach unitaire. L’algebre
co(J) des suites (z,,)n>1 qui convergent vers zéro admet une u.a.b. dénom-
brable : F = {e, : n > 1}, ou e, = (1,...,1,0,0,...) a n composantes
égales a 1 et les autres toutes nulles.

I1.6. PROPOSITION. Si une algébre de Jordan—Banach séparable admet
une u.a.b., alors elle en admet une dénombrable.

Preuve. Notons F' = {e; : i € I} une w.a.b. de J. Soit D = {d, :
n > 1} une partie dense dans .J. Par récurrence on construit une suite
(in)n>1 dans I telle que pour tout n > 1, ip41 > iy et |le;, dp — dyp|| < 1/n,
|Ue, (dp) —dpll < 1/n, pour p € {1,...,n}. Alors F' = {e;, : n > 1} est
une u.a.b. de J.

I1.7. COROLLAIRE. Si une algebre de Jordan—Banach J de dimension
finie admet une u.a.b., alors elle est unitaire.

Preuve. D’apres la proposition 1.6, J admet une u.a.b. dénombrable
F. Or F est une suite bornée dans J de dimension finie, donc F' contient une
sous-suite convergente (£,),>1. Soit e sa limite dans J. Pour tout = € J,
ex =ze =lim, .o & = .

I1.8. PROPOSITION. Soit J une algébre de Jordan—Banach. Si J admet
une u.a.b. dénombrable alors il existe un élément a de J tel que J = Uy(J).

Preuve. Notons F' = {e,, : n > 1} une uw.a.b. de J. Pour tout n > 1,
posons z, = (1/n)e,. La suite (z,),>1 converge vers zéro, donc il existe
a € J et une suite (y,)n>1 convergeant vers zéro dans J tels que z,, = Uy (yn)
pour tout n > 1. Soit z € J. On a

z= lim U, (2) = lim U, (n%z),
= lim U,U,, Us(n’2)  (car Uy, (y,) = UaUy, Ua)
= lim U,(U,,Us(n’2)),  donc z € [Uq(J)].

n—oo

I1.9. COROLLAIRE. Soit J une JB*-algebre. Si J est séparable, alors il
existe x dans J tel que J = U, (J).

Preuve. On a vu que J admet une u.a.b. Il suffit d’appliquer II.8.
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ITI. Factorisation dans les algebres de Jordan—Banach non com-
mutatives

III.1. Rappels. Dans ce paragraphe J est une algebre de Jordan—-Banach
non commutative sur C, c’est-a-dire, J est munie :
(i) d’un produit vérifiant
Vao,y € J,  x(yx) = (xy)r et 2%(yx) = (2%y)x;
(ii) d’une norme d’espace de Banach qui vérifie ||zy| < ||z| - |ly|| pour
tous z,y € J.

Alors J' = J & C est une algebre de Jordan-Banach non commutative
unitaire. Un élément x de J’ est inversible 8’il existe un y dans J' tel que
zy =yxr =1 et 2%y = ya? = 2.

[1.2. PROPRIETE [5]. Si on note Inv(J) l’ensemble des éléments in-
versibles de J et JT l’espace vectoriel J muni du produit de Jordan, alors
JT est une algebre de Jordan et on a Inv(J) = Inv(JT).

Une conséquence de cette propriété est que I’ensemble des éléments in-
versibles d’une algebre de Jordan—Banach n.c. unitaire est un ouvert de J.
McCrimmon a défini les applications linéaires suivantes :

II1.3. DEFINITION [5]. Soit J une algébre de Jordan n.c. Pour tout
x € J on considere 'application U, : J — J telle que
y — Us(y) = a(ay + yz) — 2°y = (zy + yo)z — yz’.
Si on note L,(y) = zy, R.(y) = yz et V, = L, + R,, alors
Uy=L,Vy — Ly2= R,V — Ry2.
Posons Uy p = Ugqp — Uy — Up.
I[I1.4. LEMME. Soit J une algebre de Jordan n.c. Alors les opérateurs
U, et U£°) définis respectivement dans J et JT par
Up=LyVe — Ly» = RyVy — Rpo et U =2(L)? — LY
coincident.
Preuve. Soient z,y € J. On a
UQE")(y) =2xo(xoy)— 2oy = [#(xoy) + (yox)x] — %[I2y + yx?]
= ayz + jle(zy) — 2%y] + 3[(yz)x — y2?]
= 3l(zyx + 2(zy) — 2%y) + (vyx + (yx)z — y2?)] = Us(y).
I1.5. DEFINITION. On dit qu’une famille d’éléments de J, F = {e, :

A € A}, est une unité approchée bornée de J, si {|le;|| : i € I} est bornée, A
est filtrant a droite et pour tout € J on a :

(i) limy |lexx + zex — 22| =0,
(ii) imy[Ue, (2)] = =.
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II1.6. EXEMPLES. (1) Soit A est une algeébre de Banach ayant une unité
approchée bornée, a gauche et a droite, F' = {e) : A € A}. Alors A est une
algebre de Jordan—Banach n.c. et F' est une unité approchée bornée au sens
de la définition II1.5. En effet, par hypotheése on a (i) et

1Uex (2) = &l = ller(exs) + exaer — 3o — a
= |lexxexn — z|| (car A est associative)
< llexzexn — zexll + [lzex — x|,
< llexll(llexz — [l + llzex — )

et le dernier membre converge vers zéro selon A.

(2) Soit A une algebre de Jordan-Banach n.c. On note J I’ensemble des
suites convergeant vers zéro dans A. On munit J des opérations naturelles et
de la norme sup. Pour tout n > 1, soit e,, = (1,...,1,0,0,...) & n premieéres
composantes égales a 1 et les autres toutes nulles. Alors {e, : n > 1} est
une u.a.b. de J.

(3) On rappelle qu'une C*-algebre de Jordan non commutative est une
C-algebre de Jordan Banach n.c. munie d’une involution multiplicative véri-
fiant :

(@) [l = [l=]I,

(8) 1Us ()1l = [l
Un exemple intéressant de telles algebres est celui des B*-algebres alter-
natives : ce sont les algebres alternatives normées completes munies d’une
involution multiplicative telle que ||z*z| = ||z]|?> (condition équivalente &
() et (B) ci-dessus).

Remarquons que si A est une C*-algeébre de Jordan n.c. alors AT est
une JB*-algebre pour la méme norme et la méme involution. En effet,

' = U,. Donc si A = {ee A:e* =e,e>0et|e]| <1}, alors A est une

u.a.b. de AT, c’est-a-dire, lim, ||ex +ze —2z|| = 0 et lim, ||Ue(o)(:17) —z|| = 0.
Donc A est une u.a.b. de A.

II1.7. THEOREME. Soit J une algébre de Jordan—Banach non commu-

tative ayant une u.a.b. Alors il existe une constante M > 0 telle que pour
tout z € J et tout 6 > 0, il existe a,y € J tels que :

Preuve. Considérons l'algébre J* égale & J munie du produit de Jor-
dan. Soit F' = {ey : A € A} une uw.a.b. de J. Alors F' est une u.a.b. pour
JT, au sens de la définition I11.5. En effet,
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lex oz —z|| = |lexs + ey — 2z
< 3(lexx — x| + lzex —x]) = 0 selon A.
D’apres le lemme I11.4, on a
UL — |l = U, () =z = 0 selon A.

Donc F est une u.a.b. pour I'algébre de Jordan-Banach J*. Le théoréme
I1.2 implique qu’il existe une constante M > 0 telle que pour § > Oet z € A
il existe a,y € J* qui satisfont les relations suivantes :

(i) = = Ui (y) = Ualy),
(i) fly — 2| <6,
(ili) [laf < M,
(iv) y € U (2) = Uy (2).
II1.8. PROPOSITION. Si A est une algebre de Banach ayant une u.a.b. a

gauche et & droite, alors il existe une constante M > 0 telle que pour tout
6 >0 et tout z € A, il existe a,y € A tels que :

(i) z = aya,
(i) [lz =yl <9,
(iii) [laf| < M,
(iv)ye AzA’, A’ = Aa C.
Preuve. A est une algebre de Jordan-Banach n.c. admettant une
u.a.b. Il suffit d’appliquer le théoreme.

De méme, on a le théoreme suivant :

II1.9. THEOREME. Soit J une algébre de Jordan—Banach n.c. ayant une
u.a.b. Alors il existe M > 0 tel que pour tout § > 0 et pour toute partie
compacte Z de J il existe a € J et une partie Y de J avec :

(i) pour tout z € Z, il existe y, € Y tel que z = U, (yz),
(ii) pour tout z € Z, ||y, — z|| <9,
(iii) pour tout z € Z, y, € Uy (2),
(iv) [laf] < M.

Preuve. C’est une conséquence du lemme II1.4 et du théoreme I1.2.

III.11. Remarques. (1) Siune algebre de Jordan-Banach J admet
une u.a.b. alors J est une algebre de Jordan—Banach n.c. ayant une u.a.b.
et les deux factorisations I1.2 et III.7. coincident. Kt si une algebre de
Jordan—Banach non commutative A admet une u.a.b. F, alors F est une
u.a.b. de l'algebre de Jordan—Banach J = A™ et les factorisations dans A
et J coincident.

(2) Soit A une algebre alternative normée compléte contenant une famille
F ={e; :i € I} telle que :
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(i) I est filtrant a droite,
(ii) sup{|eil| : i € I} < k < o0,

(iil) lim; |le;z — z|| = 0 et lim; ||ze; — z|| = 0.

Alors A est une algebre de Jordan—Banach n.c. ayant une u.a.b. au sens de
la définition II1.5. Donc A vérifie le théoreme II1.7, c’est-a-dire,

[10]

Vze J, Ja,y € J telsque z=a(ya+ ay)— a’y = aya.
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