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STUDIA MATHEMATICA 117 (3) (19986)

Régularité Besov des trajectoires
du processus intégral de Skorokhod

par

GERARD LORANG (Nancy)

Abstract. Let {W; : 0 £ ¢t < 1} be a linear Brownian motion, starting from 0,
defined on the canonical probability space (£2, F, P). Consider a process {us : § P;g t<1}
belouging to the space £ (see Definition I1.2), The Skorokhod integral Uy = Jo ubW is
then well defined, for every ¢ € [0,1]. In this paper, wé study the Besov regularity of the
Skorokhod integral process ¢t — Uy. More precisely, we prove the following

TuEorEM IIL1. (1) If0 < & < 1/2 end u € LP! with 1/a < p < oo, then a.s.
ts Uy € Bag for all g € [1,00], and t— Uy € BES,. o : "

(2) For every even integer p 2 4, if there exists § > 2(p + 1) such that u € L7 N
L2([0,1) x R2), then a.s. t = Us & Byl

(For the definition of the Besov spaces Bg ; and B;:;So, see Section I; for the definition
of the spaces £7' and £P2,p > 2, seo Definition II.2.) : ,

An analogous result for the classical It6 integral process has been obtained by B. Roy-
pette in [R]. Let us finally observe that D. Nualart and E. Pardoux [NP] showed that the
Skorokhod integral process t — [y admits an a.s. continuous modification, under smooth-
ness conditions on the integrand similax o those stated in Theorem IL.1 (cf. Theorems 5.2
and 5.3 of [NP]).

1. Rappels sur les espacés de Besov, 1. Soit f : [0,_, 1] - R une
fonction mesurable, Pour 0 < o < 1 et 1 < p, ¢ < oo, on définit

L1 t, f) = su ( f |f(z—h) —f(:c)l""dw)lfp
() wp(wf)"'lhlé)t ! 9
ot Iy, = {x € [0,1]: z — h € [0,1]}, et
Loty £\ dt /g :
1D Wlena = Mo+ [ (2E0)F)

On note BZ, 'espace de Banach. associé & cette norme. Lorsque p = oo ou

q = 00, on remplace dans (I.2) les norimes L? ou L? par la norme L.
1991 Mathematics Subject Classification: 60G17, 60HO5.
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2. Soit {xom, X : 4 = 0,1,2,...; k& = 1,2,...,27} la base de Haar,
définie par les relations

272 site[(k-1)/2, (k—1/2)/27],

(L3) (Vte[0,1]) xsul(t) =< -29/2 site[(k—1/2)/2,k/2],
0 sinon,

et

(14) (vte(0,1]) xoolt)=1.

Ces fonctions constituent un systéme orthonormé complet de L?([0, 1]).
Pour les mémes indices que ci-dessus, on définit les fonctions de Schauder :

(15) wirlt) = [ xsx(s)ds.
0

Remarquons que woo(t) =t et que les graphes des autres fonctions ;i
ressemblent & de petites tentes de hauteur 279/21, centrées en (k—1/2)/2
et de support [(k —1)/2%, k/27].

Soit maintenant f : [0,1] — R une fonction continue, nulle en 0. Il est
clair qu’on a la décomposition suivante :

1
(1.6) FO =Y fioin(t), ot fix =f xjk () df(s),
gk 0
‘s . Lo
avec convergence uniforme en t de la série. L'écriture fi = fo Xk &f
n’impose pas que f soit dérivable. Elle signifie simplement que

o e (58) () ()]

3. 8i @ > 1/p, 'espace de Besov B, est contenu dans lespace des
’ s
fonctions continues sur [0, 1]. On montre dans ce cas (cf. [CKR]) que B,
est isomorphe A un espace de suites. Plus précisément,

/
(L8) (| fllapg = { 22—jq(1/2—0’+1/p) (Z |fjk|p)q/p}1 g
j k

avec f =37 fiwse et & > 1/p. ' ’
Désignons par £; (¢ < o0) (resp. ) I'espace des suites {a:j,: j> 0}

telles que (3-; |2;]2)1/9 < oo (resp. sup, |z;| < o0). La norme E? d une suite

étant une fonction décroissante de ¢, il est clair que || - [|a,p,¢ décroit avec g.
Ecrivant par ailleurs (1.8) sous la forme

| j ; {1/
(1.9) ”f”o:,p,q ~ {Zz—m(lfz—a) (Zz_Jlfjkip)q p} q
i k
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on voit aisément que || - ||op,, croit avec p et o. Lorsque P =000Ug =00,
on remplace dans (L.9) les normes £, ou £; par la norme £.,. En particulier,
lorsque p = ¢ = oo, (1.9} devient

(1.10) [ 1} s, 00,00 "_{S;.llf)2_j(1/2ma)ifjk|

et I'on sait depuis un résultat de Z. Ciesielski (cf. [C]) que cette norme est
équivalente & la norme héldérienne d'indice o (0 < v < 1) :

(1.11) IFlacoce > sup LE =)

o<ty |t - s)?
Notons que pour tout g < o0, B, est un espace séparabie.
Dire que f = Zj,k Fiwpjn € B, signifie que la suite

{ g = 2—j<1/2—a+1/p)(z \Fin 111) i 0} € Lo
&

Nous dirons que f € BpQ, si de plus limj_ o0 = 0; B2:0. est encore un
espace de Banach séparable. /

II. Rappels sur l'intégrale de Skorokhod. Nous présentons dans
cette section un bref apercu sur l'intégration au sens de Skorokhod. Nous
suivons de prés Vexposé de D. Nualart et E. Pardoux dans [NP].

1. Soit {W; : 0 < ¢ < 1} un mouvement Brownien linéaire, défini
sur l'espace de probabilité canonique (2, F, P) : 2 est l'espace des fonc-
tions continues sur [0,1], nulles en 0, & valeurs dans R, F est la tribu
borélienne sur 2, complétée par rapport 3 la mesure de Wiener P. On
appellera fonction réguliére toute variable aléatoire F : 2 — R de la forme
F=f(We,...,W,), ot f € C(R), espace des fonctions de classe (™ qui
sont bornées et ont des dérivées bornées de tout ordre. Notons que I'espace
& des fonctions réguliéres est contenu dans L2(£2). ‘

La dérivée au sens de Malliavin d'une fonction régulitre F' est définie
comme étant le processus stochastigue
(II].) Dy F = EE(WH sy th)].[o,f,‘.](t), 1 & [O, 1].

i=]
La dérivée DF peut étre considérée comme une variable aléatoire 3 valeurs
dans L*([0, 1]). Plus généralement, la dérivée N-itme de F, notée DV F, est
une variable aléatoire & valeurs dans L2([0, 1]V} : ' :

(112) (DNF)sl,.‘.}aN ""':DalDag "‘DSN'F

- oNf _
= Z A (W, W ) Lo, 1 (51) - - Lop,, 1 (sv)-

oz, ...0x,
Fpniy=1 0 N
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Introduisons maintenant, pour un entier N > 1 et un réel p > 2, la
semi-norme :

N
(IL.3) 1F g,z = [Fllp + D IND*Fllz2 o asyl1s

k=1
sur S, et désignons par Dp n Vespace de Scholev associé, i.e, Pespace de
Banach qui est la complétion de § par rapport & la semi-norme || - ||p .

L’opérateur de dérivation est un opérateur linéaire non borné, fermé,

défini sur Da,; et & valeurs dans L*([0, 1] x £2). Nous définissons alors opé-
rateur d’intégration au sens de Skorokhod, noté &, comme étant 1’adjoint de
D. 11 en résulte aussitdt la proposition suivante :

PrOPOSITION IL.1. Soit v & L2([0,1] x £2). Alors u est intégrable au sens
de Skorokhod si et seulemnent st il existe une constante ¢ telle que

1
(IL.4) (VF € Dy1) lE( f utDtht)l < cllF|a,
0
et dans ce cas, on ¢ la formule de dualité
1
(IL5) E( [ wD.F dt) = BE(F8(u)).
]

Remarque. On notera Domé le domaine de opérateur 8, i.e. len-
semble des processus u & L2([0,1] x £2) intégrables au sens de Skorokhod.

Si u € Dom§, on notera §(u) = [ usW.

Nous allons maintenant rappeler quelques propriétés fondamentales de
Popérateur §. Nous observons d’abord que Dom§ est un espace trop grand
a ces fins, :

DEFINITION T1.2. Soit p un nombre réel > 2. On note £ la classe des
processus u € LP([0,1] x £2) tels que u; € Dp,y t-p.p. €t il existe une version
mesurable de D u; vérifiant

1
(11.6) E f | Dsug|F dsdt < oo
v}

S,

On note £%? la classe des processus u € £P! tels que u, € Dy 9 t-p.p. et il
existe une version mesurable de D, Dju, vérifiant

11 1
(IL7) : E [ [ [ 1D:Dyucl? drdsdt < co.
0 00D

icm
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On munit les espaces LP! et £P+2 respectivement des normes

1 1 1
18) ullps = (& [ bt} + (2 [ [ 1Dl asar)™”,
0 0 0
1 1 1
(09) Nollpa = (B [ wupar)” + (B [ [ 1D ds)"”
0 0 0

P11
+(B [ [ [ DDl ar ds d) v
000

Ce sont alors des espaces de Banach. En utilisant la décomposition en chaos
de Wiener du processus u et la définition correspondante de I'intégrale de
Skorokhod (cf. [NP]), on montre aisément que LM% C £LP! € Domé, p > 2.

Les propriétés suivantes sont classiques. Nous les rappelons ici pour notre
usage ultérieur.

PROPOSITION I1.3 (Isométrie). Soit u € £31. Alors
1 1 1
(10.10) Bw)?) = [ Bd)dt+ [ [ B(DsuDyu,)dsdt.
0 00

ProPOSITION I1.4 (Dérivée d'une intégrale de Skorokhod). Soif u € £22.
Alors Uintégrale de Skorokhod 6(u) appartient & Dy q et

1 1
(IL11) Dt( f usb"Ws) = [ (Dww,)sW, +u;  t-p.p.
0 0

ProposITION IL5 (Inégalités L*). Soit u € L£L2Y. Alors, pour p > 2, il
existe une constente positive c, telle que

1
(IL12) ” f utéWth
0

<o[( f@mra)”+|( [ ] ouraa)”|).

Siw e £31, il en est de méme pour ulpy, ¢ étant fixé dans [0, 1}, Dans
ce cas, le processus {fg’ us6Ws = 8(ulppy) : 0 < ¢ < 1} est bien défini.
Nous aurons besoin dans la suite de la formule d'Itd pour lintégrale de
Skorokhod. Nous n'énongons pas la. version la plus générale de cette formule
(cf. théoréme 6.1 dans [NP]), mais deux cas particuliers simples dont nous
nous servirons ultérieurement.

ProOPOSITION IL6 (Formule d'Itd). Soient & : R — R de classe C? et
w € L22NL2([0,1] x 2) tel que Uy = [} usbW, admet une version continue.
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Alors

i 1 t
(L13) (U =80+ [ F(U)uabWo+ 3 [ " (Ul ds
0 o]

+f Q&H(Us)( j‘ Dsur6WT)us ds.
0 0

Prorosrrion IL7 (Formule d'intégration par parties). Soit u € LP! avec
p>2 etlU = Ju,&WS, 0<t<1. Soit {V;:0 <t <1} une fonction non
aléatoire, continue, & variation finie. Alors :

: t t
(I.14) UVi= [ UsdVi+ [ VeusbWe, 0<t<1, pos.
0 0

Remarque. La continuité de ¢ — Uy dans la proposition IL.7 résultera
de la premiere partie du théoréme ITL.1.

III. Appartenance de I'intégrale de Skorokhod aux espaces de
Besov. On étudie dans cette section Tappartenance du processus i —
f[f ubW .aux espaces de Besov. On généralise ainsi les travaux de D. Nualart
et E. Pardoux qui démontrent existence d'une version continue de ce pro-
cessus sous des hypothéses de régularité convenables sur u (cf. théorémes
5.2 et 5.3 dans [NP]). Notons également que l'appartenance de l'intégrale
stochastique d'It6 aux espaces de Besov a été étudiée par B. Roynette
daus [R].

Nous allons démontrer le théoréme suivant :

TuBoREME IIL1. Notons Uy = [y uéW et U ={U;: 0 <t < 1},

(1) $i0 < & < 1/2 et u € L7 avec 1/a < p < o0, alors p.s. U € By,
pour tout 1 < g < co et U € BYY,.

(2) Soit p un entier pair > 4 et § > 2(p+1). Siu € LE*NL™([0,1] x 12),
alors p.s. U € B},{go.

Démonstration Décomposons formellement le processus U dans la
base de Schauder :

Uy = Zﬂjklpjk(t) D-5.,
I
avec

1
(L1 e = [ xgwuW = 22020012 = Ugryjor = Unpas)-
g MR

icm
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Montrer que U € Bf, revient donc & prouver que
(IIL.2) Z 5—ie(1/2—a+1/p) ( Z Iﬂjk|p) e <00 ps.
b k

(Lorsque p = 00 ou g = 00, on remplace dans IIL2 la norme £, ou £, par la
norme £oo.)

LEMME IIL.2. Soit u € £27 et pp(t) = f; xxubW, 0 < t < 1. Pour tous
p>2ed>1lona

0/ (26) : »/(26)
(IIL3)  Elup@)ff < 2 {(E J 1 P150(s) s
0

P 2 »/(26)
+B( [ [ 1D 1u(s)drds)”
00
ou c est une constanie dépendant uniquement de p et 15, désigne la fonction
indicatrice de Uintervalle dyadique [(k — 1)/27, k/27].
Remarquons que P’estimation (ITI.3) est indépendante de .
Démonstration du lemme III.2. D’aprés la proposition IL5, on a
Blpi(t)lP
1
»
= E‘ f Xjkul[g,t]6W|
0

1

of ( [ Bxguonzas)™ + B( h fl () D2 drds)” )
[(¢]

IA

0

: C( ofl X?f(s) ds)P/(%,){(E fl s |20 Lin(5) ds)f’/(”)
0

1 1
+E(6f6[IDr’us!Mljk(s)d’rds)p/(%)}

d’aprés I'inégalité de Holder avec 1/6+1/6' = 1. On obtient alors I'inégalité
(II1.3) en observant que

! ' P/(zﬁl) s 1
( [ X3 () dS) = (/- p/ (38 — 9P/ (26)
0

Pour démontrer la premiére partie du théoréme IIL.1, on applique le
lemme précédent avec § =p/2 > 1:
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94

ary) B3 1))

k=1

<c2JZ{Ej' [us]PL;5(s) ds»{«Eff \D.. fu_gipljk(s)drds}
k==l 0

:aqumy@+Effummwm§5ﬂwwm
0 0 0

Soit maintenant 0 < 8 < 1/2— . Ona
P{Q—jp(1/2—a+1/p) 3 el > 2~a’pﬁ} < 9=ip(1/2~a—@+1/p) E(Z | uﬂa\")
k k

< e AmeRup.

Les assertions de la partie (1) du théoréme III.1 découlent alors du lemme
de Borel-Cantelli, aussi bien dans le cas ¢ < co que dans le cas ¢ = 00
Pour prouver la deuxidme partie, il faut voir que

Qi
(IT1.5) sup27 Y |plf <0 s,
i k=1

oit p est un entier pair.
D’aprés la formule d’Tté pour lintégrale de Skorokhod (cf. proposi-
tion IL.6),

(IIL7) (B, () =p f B M (3)xn (8)us6 W,
0
1) f# (S)ng u? ds

+p{p—1) fujk (8)x5k{s)u (fx;:k Daurawr)

La démonstration de (TIL. 5) se fait donc en plusieurs étapes.
(a) Soit yx(t) = ;pfk Y(s)xir(8)us6W, 0 <t < 1. Montrons que

2.1

(II1.8) supZ Y | Z%k(l | <00 ps.
k=1
Pour cela, nous allons établir que

23
(IILg) E(Zm(l))2 < e2’?,
k=1
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olt 0 < # < 2 et-c est une constante dépendant de p et de w. (1IL.8) sera
alors une conséquence immédiate de (IIL.9) et du lemme de Borel-Cantelli.
(a.1) On a

(IM10)  E(y(1))* = B( f Y xjk(t)utﬁwt)
<c{ fxgk(t E,uzp 2(t) dt

+EffXMWDw {uf de )

d’aprés la proposition IL5 et lhypothese que u € L*([0,1] x £2). (c est une
constante dépendant de p et de u, pouvant changer d'une ligne & l'autre
dans la suite.)

(a.1.1) D’aprés le lemme I11.2, ol 'on remplace p par 2p—2 et 'on choisit
§=p-—1,0ona

1
L) Br) §c2j{E [ sl 210 (s) ds
. |

11
+EfflDruslzp“zljk(s)des}'."
00

Par conséquent,
2f 1
w12y > [ @B () dt

R=1 0

of
< Zch{E f |tes [P~ 2155 (5) ds
k=1 0

1 1 ‘ 1
+E f f | Dty #2150 (s) d'rds} [t at
' 0

e
< C2J|||u|“211;~2 1

(a.1.2) Majorons maintenant le deuxidme terme de (I11.10). D’apres la
proposition II.4,

¢

(I113) Dby (tywe) = (p — Vil *Wue [ x50 () Darer W,
0

+ (p— 1)y (Buwwaxsn (8)1j0,4(8) + 425, () Dous.
Ainsi B fol fol xgk(t)|Dsuf;1(t)ut|2' ds dt se décompose en trois termes. ' ...
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(a.1.3) Commencgons par majorer le troisiéme terme. On applique 'inéga-
lité de Holder avec 1/A+ 1/XN +1/3" =1:

1
B [ [ 230 V)| Dyw[* ds dt

]
: 2A‘ /¥
{ Of X% (©) dt}

«{ af L (BB (1) |2"(P“1)dt} RE: f f Dy dsat} Y

Dt—ﬁhﬂ

IA

<,;2:(1 1/ ~1/X)gi(p~1 /.s{( flusi” )(p—l)/a

+E( j ‘[1‘ |-Dr’ttsl26d'l"d8) (P—l)/é}l/A{E j‘ jl‘ iDsutFAH dsdt}l/)w
00 g

d’aprés le lemme I11.2. On choisit alors
§=xp-—1)

=p et N =g>p

Par conséquent,
2’ 1
(IT1.14) ZE f [ G & uiE 0 ()| Dyl ds dt
k=1 0

<l (5 [ [ 1Darrasar)”
¢ 0

ot #=2-(1/p—1/gq)et g>p.
(a.1.4) Majorons le deuxiéme terme :

(I11.15) ZEffok t),u%” 2) (R)uduixde(s) 1o,y (s) ds dt
k=

11
2(p—2 Ip—
<oy J () Bul ™ (1) ds dt < o2 jullizh 24
k=1 0 0
ol1 'on a procédé comrme pour établir (111.12).

{a.1.5} Pour majorer le premier terme on aura besoin du

LEMME TIL3. Soit u € £32 et (1) = J7 xulr)

DyurbWy, (s,1) €
[0,1)%. Pour tousp>2et6>1ona

icm
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1
‘ /(26)
B P < c2JP/(2‘”{(E [ 1Dsur 2514 (r) dr)p
0

 nnrrcns
0 0 '

pour presque tout s € [0,1]; et ot ¢ est une constante dépendant uniquement
de p.

Ce lemme se démontre de la méme facon que le lemme IT1.2. On en déduit
que

11

ZE f f R @OusE D )|l (1)) ds dt
k=1

k=1

t 1
SCZ{I 2A’(t)dt} /A{Bf1jk(t)E|lijk(t)|2A(p~2)dt}lm .

"

11
X { Df Of Lx(t) EW (1) dsdt}m

< i1\ )g=i/Agilp=2)/5

(2 ] s 1 5 [ [ \DwlPdrd s)*(p-‘g”E}lj*
0 O]
xz—j/«\”zj/ﬁ’{ j‘ [(Ej'leur‘ZvS' dr))\”/E’

] pooras )"

d’aprés I'inégalité de Holder avec 1/A+1/A 4 1/X" = 1, le lemme TI1.2 avec
§ > 1 et le lemme IIL.3 avec 8 > 1, Le membre de droite ci-dessus est donc
majoré par

(IIL.17) 23OV |[ufi13, 1|l lliZ,

ol l'on a choigi § = 6/ = p= A" = A(p~2). (Danslecasp=2ona A = 00.)
Résumant les inégalités (I11.12), (II1.14), (IT1.15) et (II1.17), on a prouvé
qu'il existe une constante ¢ dépendant de p et de u et une constante & < 2



icm

216 G. Lorang
telles que
a2
(I11.18) > E(y(1)? < 2.
k=1

(a.2) Soit & présent k et [ deux indices distincts appartenant & {1,2,...
.,27}. En utilisant la propriété d'isométrie de I'intégrale de Skorckhod
(cf. proposition I1.3), on a

(ITL.19) IEij(}ijz(l)l

1 ) 1
= |B( f W el )uadWa [ O yued W) |
0

11
< [ [ e()xa(®)] - |BID: (i (syus) Doy ()] ds
00
Or, d’aprés la proposition IL.4,

5
Dy(pb (s)us) = (p = Vit 2(s)ss [ xjn(r) DewndWr + by (5) Dy,
O

t
Dy (#?I_l(t)“t) =(p— 1)#}?;2@)% f xt(r) D SW, +P’?z—1(t)Dsut-
0

Le membre de droite dans (I11.19) se décompose donc en 4 termes.

o {a.2.1) Pour majorer le premier terme posons EI(") (t) == u? "2(t)u ( )
r’

11
I [ Ixss(@)xa®)] - BB @) BD ()] ds dt
0 0

1 1
< [ [ (o) xa®IEES @)1 B(ED ()22 ds d
0 0

d’aprés inégalité de Schwarz.

Majorant E(E"(t))? (resp. E(E,(:)(s))z) par une expression. indépen-
dante de ¢ (resp. s), l'intégrale précédente est & variables séparées et se
majore par

o  ben @/ (5 [ 1Dunar)”
o 0

E( ofl ufl |DUD3ur[25dﬂudr)N/ 5]1/(“’)013)
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x(j‘ ﬁxjg(t)\2j/(2‘5)[(E jl‘ | Dy |26 dr)x/.s
0 0
E( fl fl Dy Dy, |26 dvdr)wﬁ]mm dt)
00

: - —
XZj@_g)/é[(E f |ur|26 d’r‘)A(-p 2)/6+E( j‘j‘ !Duur|26 d’udr)MP 2)/5} 1/
0 00

d’apres I'inégalité de Holder avec 1/A+1/X =1 et les lemmes II1.1 et I11.2
avec § > 1. Ainsi le membre de droite ci-dessus se majore par

C2j/62j(1—-2/)\)2j(p—2)/6{ j‘ [(E j‘ | Dy |28 dr)f\’/é
0

+B(
1 a5 o \MP—2)/6 L 25 Mp—2)/64 1/A
x{(Eaf|u,~| d'r') +E(6f0f|Dvuri d’llfdr). }

(on a utilisé ici 'inégalité de Holder et le fait que les deux premiers facteurs
de la ligne précédente ont méme majorant indépendant de ! et de k).

Le nombre de termes & sommer étant de I’ordre de 2%/ (puisque k# 1 €
{1,2,...,27}), il faut imposer la condition 1 — 2/X + (p— 1}/6 < 0. Posant
MN=4§ et A=46/(6—1), il vient

S,

fl | Dy Dy ¥ dwdr)x/ 5] i ds}2/ g
]

(I11.20) §>p+1.
D’on '
11 . -
(I1.21) I ean(xat)] - I1BD OB ()] ds dt
k1 0 O

: ‘ 2(p—2
< @ HEHD/O |4, | aa |25,

(a.2.2) Pour majorer le quatriéme terme on applique 'inégalité de Holder
avec 1/A 4+ 1/X =1 et V'inégalité de Schwarz :

11 :
f f Ixin(8)x5 ()] - IE#JJ;-I(5)!—”?;1@)1)&:1)8%‘det
00

11 ' . .
< [ [ Ixaw(8)xn () { Blpwse () P2V By (1) AP~ H Y@
00

% {B|Dyus Dyug|* }V/¥ ds dt
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. L Mp-1)/6
< @UE=/L (B [ |y, 2 dr
A CN L)

11 A(p=1)/64 1/A
| Dy |2 dv d
(6[! v U v 7') }
1

1

{ff'XJk (s)c(t) ds dt } /'\{ ffE|Dtu3D wl dsdt} i

Choisissant, comme dans la partie (a.2.1), A’ =§>p+let A=48/(6-1)
et remarquant que {fﬂl fol Ik (8)xc (D)) ds dt} /> = 2322 on obtient

Z ff|Xjk(5)th('5)

k£l 0 0

. 1 1 1/8
< Ol GE B [ [ 1Dl dsde
0 0

(111.22) | - iEp?El(s)yffl(t)Dtustuﬂ dsdt

(a.2.3) Pour majorer les deuxidme et troisieme termes, on utilise des
arguments analogues aux précédents. Ecrivant que

Bl (o) (8, Doerf(5)]
< {Blupe(s)| P2}V

% {Elﬂgl( )|2)\(p 1)}{E|D ut|2A’}l/(2)\’){E|V(t) i2)\’}1/(2>\

avec 1/A + 1/X =1, on aboutit aisément & V'estimation désirée :

11
3 ff|Xjk(5)le(t)|'IEP‘?;z(s)N?z—

k#l 0 0

(111.23) (t)us Dy gt ik (s}| dsdt

< i+ (p1)/8)

ol § > p+1 et ¢ est une constante dépendant de p et de la norme |{|u|||252.
En conclusion, d’aprés (IT1.21)~(II1.23), on a

(IL.24) Y 1By (D) ya(1)] < 2,
pn

o1 0 < # < 2 et ¢ est une constante dépendant de p et de u. Fmalement
(IT1.24) et (IIL.18) donnent {II1.9).

{b) Soit (t) = Ot,u.fk 2(3))(3;0(3) gt (3) ds, 0 < ¢ < 1. Montrons que

21

sup2™ Y " (1) <o pas.

(IIL.25)
' J k=1
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Pour cela, il suffit de voir que

EZ (1)

ol cette fois-ci, 0 < @ < letc est une constante dépendant de p et de u.
Or,

27 1 5
z 5 f x5 (8] - |5

% 1 175
{ [ ) ét}
10
1 1 ) Iz

< froomniorsoa)™| frstor o
4]

< £2993(1/2-1/X") 91/ 203 (p—2)/(26)

* {(E j fus [ ds )A(P—Z)/ ” ( afl Df | Drual?t drds)kcp'g)/(%)}ug

w 99/ zs){ fl [(E j‘ | Dy 2 ds)""/(”)
0

+E( f f | D, Dtus|26d?.ds) ”/(26)] d.g}lp‘”

< c2f/’<1+1°/'”|||un|25,1|i|u1||z.s,z,

ol Von a choisi 26 = A(p—2) =
é>p.

(11L.26) ) < 2%,

()] - oS (t)] at

k=

o

A", Pour obtenir (II1.26), il suffit de prendre
(c) Pour achever la preuve du théoréme IT1.1, il reste & montrer que

(IIL.27) sup2 g Z f ,up—Q(t I3 (t)dt <o ps.
k=1 0
(Comme u € L*([0,1] x £2), on n'a pas besoin de tenir compte du facteur
u? intervenant dans (II1.7).)
Nous allons établir (II1.27) en procédant par récurrence sur p, entier pair.
Remarquons déja que si p = 2, {II1.27) est trivial. Supposons (II1.27) vrai &
Pétape p et montrons que '

21
(IIL.28) sup 27~ ’z f,ujk(t Xe(t)dt <oo  ps.
i k=1 0
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(Il faut bien sir que les hypothéses de régularité sur u soient encore vérifiées
& ce stade.)

D'aprés la formule d'Ité (I11.7), la démonstration de (IIL.28) se fait en
trois étapes.

(c.1) On a
¥t
([29)  swp27 > [ ( f 208 (5)u2 ds)xjk(t)
J k=1 0
. 23 )
gcsup2—32 f ,ufk“z(s)x?k(s) ds <oco Dps
g k=1 0

d’aprés hypothése de récurrence, apres avoir changé 'ordre d’intégration
dans 'intégrale double.

{c.2) On a

(130)  sup2” JZ’ f ( f,uﬂc

S o(shusrfe (s) ds ) x(t)

P |
<esup27d S [ () xpn(s)usry (s)]ds <00 pas.

J k=1 0

d’aprés U'étape (b).
(c-3) Montrons finalement que
of
(111.31) sup 2‘»’" fm (x5 (¢ dt‘ <.00 P&
- : ] k=1 0

Posons g;1(t) = fn X;k s)ds, 0 < ¢t < 1. D’aprés la formule d’intégration.
par parties (IL.14), on a

1 1
Yin(1) = [ OxG @) dt + [ oy ©)x5Eud W,
0 0

D’aprés (IIL.8), pour établir (III.3'1), il reste 3 voir que

(111.32) sup2” ’|Z f 0k (B (Exan(DudWi| < o0 pas.
k=1 0

Or, pour cela, on procéde comme dans 1'étape (a); la fonction 2k €tant

continue, bornée et non aléatoire, ne pose aucun probléme supplémentaire
dans les majorations.
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IV. Exemple. Soit p > 2 et 5 € LP({2, F, P). Considérons l’equatmn
stochastique intégrale

t
(Iv.1) Xe=n+ [ X6W,, te[o,1],

o l'intégrale stochastique est prise au sens de Skorokhod. La solution de
(I'V.1) a été identifiée par Buckdahn {B] dans un cadre plus général. Plus
précisément, on a

PrOPOSITION IV.1. Pourt € {0,1], soit
YVi=exp(W: —1/2), Zy=nW-tA), Xi=Y,Z.

Sin e LP(12) pour unp > 2, alors 1[0,t]X est intégrable au sens de Skorokhod
et (IV.1) est satisfaite pour tout t € [0,1].

La démonstration de cette proposition peut étre trouvée dans [BI]. On en
déduit une expression explicite du processus intégral de Skorokhod associé
A X

t
U= [ X6W, =X, -7
0
Choisissons maintenant n(W) = p{W1), olt ¢ est une fonction définie
sur R. L'expression de X devient alors
(IV.2) X, = (W1 —t)exp(We — t/2),  t€[0,1].

Prouvons directement dans cette situation que les hypothéses du théoréme
IT1.1 sont suffisantes pour assurer 1’appartenance p.s. det — U; a un espace
de Besov.

DEFINITION V.2, Soit w(dz) = (27) /% exp(—2?/2)dz et p > 2..On
note WHP(R u) = {p € IP(R,p) : ¢ € LP(R, ,u,)} ol  désigne la dérivée
de  au sens des distributions.

Il est clair que (W) € ’Dp,l si et seulement si ¢ € WHP(R, ,LL).
Prorosrrion IV.3. Soit ¢ >'p > 2. Sip e WH(R, p) qlors- X e [Pl

Démonstration. D’aprés le théoréme de Girsanov, W —t A - est un
mouvernent Brownien sous la probabilité Y;.P. Par conséquent,

1 ) 1 '
E [ 1X,pdt= [ Bz dt
0 o

fl 1. . . . -E
<( Of E¥N'm dt)m ( J‘ I ARCPARY dt)m
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d’aprés I'inégalité de Holder, ot I'on a choisi 1/A+ 1/ =1, p1 + ps = p,
Ap = ¢, Aps = 1. Le membre droit ci-dessus est donc majoré par

c( j E(th(W—-t/\-)lq)dt)l/A < C( 6[1 E]n(W)Pdt) " <o

IDYautre part,
Do Xy = (Da1) 21 + YD 2y = Y1 Zy 11 gy (8) + Vep(W, — 2).

Pour démontrer que E fol fol | D X3P dsdt < oo, on utilise la méme tech-
nique que ci-dessus.

Observons maintenant que si ¢ € WHP(R, 1) alors la trajectoire t —
Uy = (W1 —£)Y; — o(W1) appartient p.s. & 'espace de Besov B;,/ozo. L’hypo-
theése que ¢ € WH(R, u) avec ¢ > p > 2 entraine donc non seulement que
X € LP!, mais aussi que la conclusion du théoréme II1.1 est vraie.

Remarques. (i) Des résultats analogues s'obtiennent évidemment
dans le cas ol ¢ est une fonction de plusieurs variables, i.e. lorsque n(W) =
(Wi, ..., Wi )avec 0 <ty < ... <t, < 1.

(ii) L’exemple étudié permet également de voir que les hypotheses du
théoreme II1.1 ne sont pas nécessaires. En effet, choisissant o(z) = \ﬂ?n_], il

est clair que l'application t — U = 1/|W, — t[¥; — +/|W;| appartient p.s. &

B,l,,/fo, alors que X & £21,

Remerciements. Je tiens & remercier B. Roynette pour son aide tout
au long de I'élaboration de ce travail.
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