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1. Introduction. Soit d un entier positif et soit I" un sous-groupe de
type fini de (C*)?. L’adhérence de I" pour la topologie complexe est un
groupe de Lie réel et on s’intéresse a l'approximation de ses points par
des éléments de I'. Dans ce texte on supposera que les coordonnées des
éléments de I' sont des nombres algébriques : I' C (QX)%, ou Q est la
cloture algébrique de Q dans C. En prenant I'image inverse par 'application
exponentielle, on se ramene a ’étude de I'approximation des points d’un
sous-espace vectoriel réel de C? par des éléments d’un sous-groupe additif
Y, formé de points dont les coordonnées sont des logarithmes de nombres
algébriques : Y C L%, o £ désigne le Q-espace vectoriel formé des loga-
rithmes de nombres algébriques :

L=exp (@) ={NeC:ecQ”}.

Commencons par le cas réel. D’apres un résultat de Kronecker (voir par
exemple [3], [7], th. 442, et [2], chap. 7, §1, n°3, corollaire 2 de la proposition
7), une condition nécessaire et suffisante pour qu’un sous-groupe de type
fini Y de R? soit dense dans R? est que, pour toute forme linéaire non nulle
¢ : R? — R, I'image ¢(Y) ait un rang > 2 sur Z. Ainsi, en posant V = Ker ¢,
pour vérifier que Y est dense il faut majorer le rang sur Z de Y NV pour
tout hyperplan V de R%.

Considérons maintenant un sous-groupe de type fini de C¢. Un théoreme
de transcendance, le théoréme du sous-groupe linéaire (cf. théoréeme 2.1 ci-
dessous), permet de majorer la dimension du Q-espace vectoriel £¢ NV
quand V est un hyperplan de C? dont 'intersection avec Q¢ est réduite
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138 M. Waldschmidt

a {0}. Pour un hyperplan V de C% contenant un élément non nul de Q¢,
le Q-espace vectoriel £ NV est de dimension infinie. Aussi, Y étant un
sous-groupe de type fini de £¢, pour pouvoir majorer le rang de Y NV pour
tout hyperplan V' de C%, on est amené & introduire une hypothese : il faut
supposer que Y ne contient pas trop de points dans un méme hyperplan
rationnel sur Q.

DEFINITION. Un sous-groupe de type fini Y de C? possede la propriété
(IL) si, pour tout sous-espace W de C? rationnel sur Q de dimension < d,
onaY NW ={0}.

Si yi,...,y est une base de Y sur Z, avec y; = (u1j,...,uq), la pro-
priété (IL) signifie que les coordonnées w;; des y; satisfont la condition
d’indépendance linéaire suivante :

e pour toutt = (ti,...,tq) € Z%, t # (0,...,0), et tout s = (s1,...,8]) €
7', s #(0,...,0), on a

d 1

Z Ztisjuij 75 0.

i=1 j=1
On pourrait affaiblir cette condition (IL), en imposant seulement une ma-
joration au rang de Y N W en fonction de la codimension de W dans C?
(voir par exemple le §1.3 de [19]), mais cela alourdirait les énoncés. Nous
donnerons seulement un exemple dans cette direction (corollaire 2.4).

Quand les nombres u;; sont tous réels, la propriété (IL) s’écrit de ma-

niere équivalente sous la forme multiplicative suivante, avec a;; = €% :

e pour toutt = (ti,...,tq) € Z%, t # (0,...,0), et tout s = (s1,...,8]) €
7', s #(0,...,0), on a

d 1
tis;
[II]ei” #1
i=1j=1
Cela signifie que le sous-groupe I' de GZ (R) = (R*)?, engendré par 71,...
Y avee vy = (g, ..., 0q5) (1 < j < 1), qui est de rang I, possede la
propriété suivante :

e pour tout sous-groupe algébrique G* de G% de dimension < d, on a
I'nG*(R) = {1}.

Quand les nombres u;; ne sont pas tous réels, sous la condition (IL), on
peut seulement majorer le rang de I' N G*(C) quand G* est un sous-groupe
algébrique de G2, (cf. lemme 4.2).

La question de densité souléve, nous ’avons vu, un probleme d’irrationa-
lité. Nous considérerons aussi le probleme de transcendance qui lui est natu-
rellement associé. Plus généralement, nous déduirons le résultat suivant
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d’'une minoration (2.3) de la dimension du Q-espace vectoriel engendré
par p(Y).

THEOREME 1.1. Soient Y = Zy1 + ... + Zy; un sous-groupe de L de
rang | possédant la propriété (IL) et o : C¢ — C une forme linéaire non
nulle.

(a) Sil > d? —d+1, alors un au moins des | nombres p(y;) (1 < j <I)
n’est pas nul.

(b) Sil>d*—d+2, alors un au moins des | nombres p(y;) (1 < j <I)
est irrationnel.

(c) Sil>d?+1, alors un au moins des | nombres o(y;) (1 <j <1) est
transcendant.

L’énoncé (a) s’écrit rang, (Y N Ker ¢) < d? — d, ou encore rangy p(Y) >
[ —d?+d. Il entraine donc immédiatement (b). Cet énoncé d’irrationalité (b)
a été utilisé par Damien Roy dans [14] pour démontrer le résultat suivant,
répondant a un probleéme posé par Sansuc [15] :

e Soit k un corps de nombres de degré d = r1 + 2ry sur Q, ou ry est le
nombre de plongements de k dans R et 2ry le nombre de plongements
non réels deux-a-deux conjugués de k dans C. Il existe un sous-groupe
de type fini de k* de rang r1 + ro + 1 dont l’image par le plongement
canonique k™ — (R*)™ x (C*)" est dense.

Le théoreme principal de ce texte (théoréme 1.6) représente une premiere
étape vers un analogue quantitatif de ce résultat de densité de D. Roy.
Considérons maintenant un sous-groupe Y = Zy; +. ..+ Zy; de type fini
et de rang [ de RY. Choisissons une norme | - | sur R?. Si Y est dense, pour
chaque &€ = (£1,...,&,) € R?, 1a fonction
T~ min € —tiyr — ... — tiyl]
teZ
[t;I<T
tend vers 0 en décroissant quand 7" tend vers 'infini. La “vitesse” de décrois-
sance de cette fonction donne une “mesure” de la densité de Y dans R?.
Deux outils nous permettront d’établir une telle estimation. Le premier
est un lemme de transfert (que nous allons exposer dans le paragraphe 3),
qui permet de ramener la question de densité effective a une minoration de
min;<j<; |¢(y;)|l, quand || - || désigne la distance a l'entier le plus proche
et ¢ : C* — C est une forme linéaire non nulle. La minoration en question
dépend du maximum des coefficients de ¢ : pour p(z) = V121 + ... + J424,
on posera

N(p) = max [ts].
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Le second outil est donc un énoncé d’approximation diophantienne, raf-
finement quantitatif du théoreme 1.1 qui fournit les estimations requises
pour 'utilisation du lemme de transfert. Pour énoncer ces estimations nous
introduisons les notations suivantes.

e Soientd, l deux entiers positifs et Y = Zy1+. . .+Zy; un sous-groupe de
L% de rang | possédant la propriété (IL). On écrit y; = (u1j,- - -, Udj)
(1 <j <) eton pose a;j = exp(u;;) (1 <i<d, 1<j<1). Soit K
un corps de nombres de degré D sur Q contenant les dl nombres a;;.
On désigne par A un nombre réel positif satisfaisant, pour 1 < i <d
et1<j <l

log A > max{e/D,h(w;j), (e/D)|ui;|}.
Enfin soit ¢ : C* — C une forme linéaire non nulle.

La version quantitative suivante de la partie (a) du théoreme 1.1 sera
établie au paragraphe 4 :

THEOREME 1.2. On suppose d > 2 et l > d?> —d + 1. Alors
max [o(y;)] = N(p) exp{—co(Dlog A)™},
<<l

avec dl
Ko = Ho(d, l) = m et Co = Co(d, l) = d7d3ld.
On en déduira (également au paragraphe 4) un raffinement quantitatif
de la partie (b) du théoreme 1.1 :

COROLLAIRE 1.3. On pose N = max{1,N(p)}. Sil > d*> —d+ 2, alors

max lle(y;)ll = N(g) exp{—c: N™},
avec
_ o di-1) b e {co(d,l— 1)d"1 (Dlog A% sid > 2,
T2 td—1 ¢ 9T\ Dlog2+ (Dlog A)? sid=1.

Au paragraphe 5 nous démontrerons la version effective suivante de la
partie (c) du théoreme 1.1 :

K1

THEOREME 1.4. Supposons d > 1 et | > d? + 1. Soient B1,...,0; des
éléments de K, non tous nuls, et soit B > e/D un nombre réel tel que

> i)
log B > 121?%(1}1(@)

Alors
max [¢(y;) = 6] 2 exp{—cs(Dlog A)**(Dlog B)™},
avec 3
U R A & sid>2,
T2 271000 - 1)? sid=1.
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A titre de curiosité on déduira (au paragraphe 5) du cas particulier
d =1, 1 = 2 du théoreme 1.4 une minoration d’une combinaison linéaire
de deux logarithmes. Ce n’est pas la meilleure estimation connue (comparer
notamment a [9]), mais elle est cependant déja assez fine, vu le peu d’effort
que nous avons consacré a cet aspect de la question.

COROLLAIRE 1.5. Soient \1 et Ao deux éléments de L linéairement indé-
pendants sur Q et soit 8 un nombre algébrique. On pose aj = e (j=1,2),
et on désigne par D le degré du corps de nombres Q(aq, as, 3) sur Q. Soient
A et B deux nombres réels positifs satisfaisant

A > max{e/D,h(a1),h(az), (e/D)|A1],(e/D)|N\2|}, B > max{e/D,h(53)}.
Alors
|BA1 — 2| > exp{—10'"D*(log A)?(log B)?*}.

Voici maintenant le théoreme principal de cet article, qui fournit un
résultat effectif de densité concernant un groupe multiplicatif formé de points
a coordonnées algébriques. On le déduira des théoremes 1.2 et 1.4 dans le
paragraphe 6.

THEOREME 1.6. Soient r1 et ro des entiers > 0 avec n = r1 + ry > 0.
On pose aussi d = ry + 2ry. Soit I un sous-groupe de (RY)™ x (C*)"2,
engendré par des éléments (ovuj)i<i<n (J = 1,...,1). On suppose que pour
tout a = (ay,...,aq) € Z% a #0, et tout b= (by,...,b)) € Z', b#0, on a

l n n )
IT(ITe I ai)” #1

j=1 i=1 k=ri+1

(a) On suppose | > d*> —d + 2, et on pose
1 d-1
0 =—-— ——.
d 1-1
1l existe des constantes positives cg et cq, ne dépendant que de d, | et des
ij, possédant la propriété suivante : pour tout ¢ = ((1,...,¢n) € (RY)™ x
(C*)2, et pour tout T > cs max{l,|log|(1||,. .., [log|C.||}, le systéme d’in-
équations
t t -0
1125,%[ [tj| <T et Joax |G — oyt - oyp]| < ca(logT) ™"t
admet une solution (ti,...,t) € Z'.

(b) On suppose | > d?, et on pose
92:{(1—612)/5 sid>2,
1 sid=1.
Alors la méme conclusion vaut avec la borne

max |(; — aﬁi .. ozf“ < exp{—C5(logT)02},
1<i<n

pour une constante cs qui ne dépend que de d, | et des ov;.
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Remarque. La condition | > d?—d+2 s’écrit aussi #; > 0. L’estimation
obtenue en (a) est assez faible, puisqu’elle s’écrit
max [¢; —all...alt| < exp{—0;loglogT + logc,}.
1<i<n
Nous verrons d’ailleurs que pour d = 1 elle s’obtient a partir de I’argument de
Liouville (alors que pour d > 2 elle n’est pas triviale). L’estimation obtenue
en (b) est sensiblement meilleure : on ne peut pas espérer un exposant 0
supérieur & 1.
Il semble raisonnable de conjecturer que, sous les hypotheses du théoreme
1.6 avec [ > d, la conclusion peut étre remplacée par
(1.7) max [¢; —all...all| < cgT (/e
1<i<n
pour tout € > 0, avec une constante cg ne dépendant que de d, [, des o;; et
de . Un tel énoncé serait optimal.

2. Transcendance sur les tores complexes. Voici une variante (théo-
reme 2.1 de [20]) du théoreme du sous-groupe linéaire. On en trouvera
d’autres notamment dans [13]; voir aussi [4] et [21].

THEOREME 2.1 (théoréme du sous-groupe linéaire). Soient dg et di deux
entiers > 0 avec dg + dy > 0. Soit V un sous-espace vectoriel de Cdotdr e
que

VN (@® x {0}") ={0} et Vn{o}* xQ™)={0}.

Alors le Q-espace vectoriel V N (Q% x L4 est de dimension finie majorée
par
dimg(V N (Q% x £4)) < dy(dy +dy —1).

Le corollaire suivant nous permettra d’établir le théoreme 1.1.

COROLLAIRE 2.2. Soit Y un sous-groupe de type fini de L et soit ¢ :
C? — C une forme linéaire non nulle. On désigne par r la dimension du Q-
espace vectoriel engendré par p(Y). Alors il existe un sous-espace vectoriel
W de C%, de codimension di > 1, rationnel sur Q, tel que

rang; (Y/Y NW) < dy(dy +r—1).

Démonstration. Soit W le sous-espace vectoriel de C? sur C en-
gendré par Q% N Ker . C’est le plus grand sous-espace de C¢, rationnel
sur Q, qui soit contenu dans Ker ¢. On note d; la codimension de W dans
C? et on choisit d; éléments de Q% linéairement indépendants modulo W.
Leurs images par la surjection canonique C? — C?/W donnent une base de
C?/W, ce qui fournit une surjection 7 : C* — C% de noyau W vérifiant
7(Q%) = Q¥. Soit ¢ : CT* — C la forme linéaire déduite par passage au
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quotient de ¢. Comme W a été choisi maximal, le noyau Ker ¢ = 7(Ker )
de @ ne contient pas d’élément non nul de Q%*. On écrit

o(z) =121 + ... + 94, 24, z:(zl,...,zdl)e(Cdl.

D’autre part, on choisit une base &1,. .., &, du Q-espace vectoriel engendré
par ¢(Y). On désigne d’abord par ¢ 'homomorphisme de groupes addi-
tifs de Y dans Q" qui envoie y € Y sur les composantes de ¢(y) dans
la base £1,...,&.. On désigne ensuite par Y I'image de Y dans C™t% par
I'application y — (1(y), 7(y)). On désigne enfin par V I'hyperplan de C"+%
d’équation

Sz + ...+ &z = 0127”—1—1 +...+ 19d1zr+d1.
On a VN (Q" x {0}%) = {0} car &i,...,&,. sont linéairement indépendants
sur Q, et VN ({0} x Q4) = {0} car VN ({0}" x C¥) = {0}" x Ker @. Par
conséquent, on peut appliquer le théoreme 2.1 avec dy = r :

dimg(V N (Q" x L)) < dy(dy +r — 1).
On remarque pour terminer que Y est un sous-groupe de C"t% qui satisfait
rang; Y >rang, m(Y) et Y CVN(Q x L£M),
donc
rang;(Y/Y NW) <rang; Y < dimg(V N (Q" x L1)) < dy(dy +7r—1). =

Démonstration du théoreme 1.1. Sous les hypotheses du corol-
laire 2.2, si le sous-groupe Y posséde la propriété (IL), alors son rang [ est
borné par

(2.3) I<dd+r—1).

On obtient la partie (a) du théoreme 1.1 en prenant r = 0 et la partie (c)
en prenant r = 1. =

Remarque. De la partie (a) du théoreme 1.1 on déduit le théoréeme
des six exponentielles de Lang et Ramachandra ([8], chap. II, §1, th. 1 et
[10], p. 67). De méme le théoréme de Gel’fond—Schneider ([6], chap. III,
§2 et [17], chap. II, th. 14) résulte de la partie (c¢) du théoreme 1.1. En
prenant d = 1 dans (2.3) on obtient la version homogene du théoréeme de
Baker [1], chap. 2, th. 2.1 : des éléments Q-linéairement indépendants de L
sont Q-linéairement indépendants. Pour obtenir la version non homogene
de ce méme théoreme : toute combinaison linéaire non nulle d’éléments de
L a coefficients algébriques est transcendante, il faut faire intervenir des
dérivations, ce que permet la version plus générale du théoreme du sous-
groupe linéaire (théoréme 4.1 de [21], ou bien les variantes de [13]). A ce
propos, on peut donner une démonstration “duale” du corollaire 2.2, util-
isant le groupe algébrique G!_, avec [ = rang, Y, ot on remplace les facteurs
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G’ par r dérivations. Pour cela on considére, dans I'espace tangent C', le
sous-groupe de rang d engendré par les vecteurs lignes de la matrice dont
les vecteurs colonnes sont les composantes d’une base de Y sur Z. On con-
sidere aussi le sous-espace vectoriel de C!, rationnel sur Q, de dimension r,
engendré par les vecteurs lignes de la matrice dont les colonnes sont les com-
posantes de &1, ..., &.. Quand on se restreint a la situation du corollaire 1.5,
cette démonstration duale s’apparente a la méthode de Gel’fond, tandis que
celle que nous avons donnée est plus proche du point de vue de Schneider
dans sa solution du septieme probleme de Hilbert.

En utilisant le théoreme de Kronecker cité dans le premier paragraphe,
on déduit du corollaire 2.2 le résultat de densité suivant :

COROLLAIRE 2.4. Soit Y un sous-groupe de (LN R)%. On suppose que
pour tout entier di > 1 et tout sous-espace vectoriel W de R rationnel sur
Q de codimension di, on a

rang;(Y/Y NW) > dy(dy — 1) + 2.
Alors Y est dense dans RY.

Dans ce corollaire 2.4, la condition sur le rang de Y/Y N W n’est pro-
bablement pas optimale, mais elle est naturelle : actuellement les méthodes
de transcendance ne permettent pas d’établir la densité dans R d’un sous-
groupe contenu dans (£ NR)? de rang < d(d — 1) + 2, méme s’il possede la
propriété (IL).

Démonstration. Soit Y un sous-groupe de (£ NR)? qui n’est pas
dense. D’aprés le théoreme de Kronecker, il existe une forme linéaire non
nulle ¢ : R? — R telle que o(Y) soit de rang < 2 sur Z. Si [ est le rang
de Y, alors celui I’ du sous-groupe Y’ = Y N Kery vérifie I’ > | — 2. Le
corollaire 2.2 avec r = 0 donne 'existence d’un sous-espace vectoriel W de
C?, de codimension d; > 1, rationnel sur Q, tel que

rang, (Y'/Y' ' NW) <di(d; — 1).
Alors on a
rangZ(Y M W) Z rangZ(Y' N W) 2 l, — dl(dl — 1) > l — dl(dl — 1) — 2,

donc
rangZ(Y/Y N W) < dl(dl — 1) —2. m

3. Lemme de transfert

(a) Une version quantitative du théoréme de Kronecker. On va utiliser
une version quantitative d’un théoreme de Kronecker. Rappelons déja la
version qualitative — voir [3]; voir aussi [23], chap. II, §4, ainsi que les
travaux de D. Roy [11] et [12] sur les sous-groupes minimaux. Soient m et
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n deux entiers positifs, et soient ¥;; (1 < j < n, 1 <i < m) des nombres
réels. On pose
vi = (V14y- -, 0pi) ER™ (1 <i<m)
et
d; = (01,...,0m) e R™ (1 <j<n).
Ainsi
Ir=7"+7Zvw+...+Zy, CR" et A=7Z"4+7Z61+...+7Z6, CR™
sont les sous-groupes engendrés par les vecteurs colonnes des matrices
1 ... 0 9117 ... Yim 1 ... 0 Y117 ... Om
T A EE A R
0 ... 1 91 ... Ypm 0 ... 1 Y1y ... Inm
D’apres Kronecker, I' est dense dans R"™ si et seulement si A est de rang

n 4+ m sur Z. Un lemme de transfert de Khinchine permet de préciser ce
résultat de la maniére suivante (comparer avec le lemme 5.1 de [18]).

LEMME 3.1. Soient ¥j; (1 < j <n,1<i<m) des nombres réels, T et
S des nombres réels positifs avec T > 1.

(i) On posen = 27" ((n+m)!)? et on suppose que pour tout (s1,.. ., sy)
€ Z" \ {0} vérifiant maxi<j<n |sj| < S, on a

15161 + ..+ 8,0, > 0T~
Alors pour tout ¢ € R™, il existe (t1,...,ty) € Z™ vérifiant maxi<i<m |ti]
< T, et tel que
IC—t1yr — oo = tmYm| < ST

(ii) On suppose que pour tout ¢ € R™, il existe (t1,...,ty,) € Z™ vérifiant

maxi<i<m ’tl| < T, et

¢~ ¢ bl < 5
171 — - .- mYm _2(n+m)5-
Alors pour tout (s1,...,S,) € Z™ \ {0} vérifiant maxi<;<y, |s;| < S, on a
1
0+ .+ s > ———.
Is101 -+ sudull 2 G vp

On a noté || - | :

e la distance a Z™ dans I’hypothese de (i) et dans la conclusion de (ii),
e la distance a Z" dans I’hypothese de (ii) et dans la conclusion de (i).

C’est surtout la partie (i) qui nous sera utile : elle ramene la question de
densité effective a un probleme d’approximation diophantienne homogene.
La partie (ii) montre qu’il y a en fait équivalence entre les deux questions,
a des constantes explicites pres.
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La démonstration du lemme 3.1 utilise un lemme de transfert de Khin-
chine pour les formes linéaires L1, ..., L,, My,...,M,, définies par

=1 j=1

LEMME 3.2. Soient C > 0 et X > 1 des nombres réels. Soit { =
((1y.--,Cn) €R™

(A) Une condition nécessaire pour qu’il existe t € Z™ vérifiant
. (1) — G|l < | <
(3.3) max L0 - GI<C et max ] < X
est que l’inégalité

4 A sl < X M;(s)|: :
(B4 lsiG+o suGall < ymax(X max [Mi(s)]:C max |s;[}

soit satisfaite pour tout s € Z™ avec ¥y = m + n.
(B) Une condition suffisante pour qu’il existe t € Z™ wvérifiant (3.3) est
que l'inégalité (3.4) soit satisfaite pour tout s € Z™ avec v = 1/(2n).

Démonstration. Ce lemme 3.2 n’est autre que le théoreme XVII du
chapitre V, §8 de [3]. m

Démonstration du lemme 3.1. Pour démontrer ’assertion (i), on
utilise la partie (B) du lemme 3.2, avec C' = nS~! et X = T. Soit ( € R™.
Comme on a (L;(t))1<j<n = ti71 + ...+ tmym dans R”, il suffit de vérifier,
pour tout s = (s1,...,s,) € Z",

1
Il < g max{X max [IMi(s)]: € max |5}

ou s¢ désigne le nombre réel s1(1 + ...+ s,(,. Cette inégalité est vraie pour
s = 0. Comme ||sC|| < 1/2, elle est aussi trivialement vérifiée pour les s € Z"
tels que maxi<;<y |s;| > S. Il ne reste plus qu’a considérer les s € Z™ pour
lesquels 0 # maxi<;<n |sj| < S, et pour ceux-la on applique I'hypothese (i)
qui donne

; > .
jmax [|M;(s)l] = n/X

Pour montrer (ii), on raisonne par l’absurde : supposons qu’il existe
(S1,...,8n) € Z™ vérifiant 0 < maxi<j<p |s;] < S et
1

$101 + oo+ Sply || < ——.

5101 + ... 4 500 | n+ )T
On choisit ¢ € R” tel que |[sC|| = 1/2, et on utilise la partie (A) du lemme
3.2, avec C' = (2(n+m)S)~! et X =T : il n’existe pas de (t1,...,t,) € Z™
vérifiant maxi<;<m, |ti| < T et

) — Gl <.
max [IL;(t) ~ G| < C. m
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Remarque. Le théoreme de Dirichlet ([3], chap. I, th. VI, [16], chap. 2,
th. 1E) montre que pour tout S réel > 1, il existe (s1,...,s,) € Z" vérifiant
0< maxi<;<n ‘SZ‘ <SS, et

5101 4 ... 4 8,0, < S7/™.

Donc I’hypothese de I'assertion (i) du lemme 3.1 ne peut pas étre vérifiée
avec un nombre T inférieur & n.S™/™. On vérifie également, grace au principe
des tiroirs, que pour tout entier T > 1, il existe ( € R" tel que, pour tout
(ti,...,tm) € Z™ vérifiant maxi<;<m, |t;| < T, on ait

1

Par conséquent, si I'hypothese de la condition (ii) du lemme 3.1 est vérifiée,
alors

1
n-+m

S <

(2T + 1)™/™.

Soient F un R-espace vectoriel normé de dimension n et soit {2 un réseau
de E. On note E* = Homg (FE, R) 'espace vectoriel dual de E, et 2* = {¢ €
E* : ¢(£2) C Z} le réseau dual de 2 (cf. [2], chap. 7, §1, n°3). Il résulte du
théoreme de Kronecker qu'un sous-groupe de type fini Y de E contenant
{2 est dense dans F si et seulement si, pour tout ¢ € §2* non nul, on a
o(Y) ¢ Z. Nous allons donner une version quantitative de cet énoncé. On
fixe un entier m > 1 et on pose encore n = 27""™((n + m)!)2.

L’énoncé qui suit fait intervenir une fonction réelle de variable réelle F',
définie et continue sur un intervalle [Sy,00) de RT, & valeurs > 1/n. On
suppose F' strictement croissante et non bornée : limg .o F'(S) = co. On
désigne par F'~! la bijection réciproque de F', on pose Ty = nF(Sp) et on
définit une fonction G, continue et croissante sur Uintervalle [Tj,00) et a
valeurs réelles positives, par

_ FN(T/n)
772;'1:1 Jw;l

LEMME 3.5. Soient Sy un nombre réel positif et F : [Sp,00) — Ry
une fonction continue, strictement croissante, non bornée, a valeurs > 1/n.
Sotent wq,...,wy, des éléments de {2 linéairement indépendants (sur Z ou
sur R, c’est équivalent), et soient y1,. .., Ym des éléments de E. On suppose
que pour tout ¢ € 2% non nul, si on pose

G(T)

S = max{|p(wi)], ..., [¢(wn)]; So},

max ()l > 1/F(S).

1<i<m



148 M. Waldschmidt

Alors pour tout x € E et pour nombre réel T > Ty, il existe w € (2 et
(t1,...,tm) € Z™ vérifiant

max{|t1],..., [tm|} <T e |z—w—tiy1 —... —tmym| < 1/G(T).

En posant g = Sy 'n Z?:l |w;|, on peut écrire la conclusion sous la
forme suivante : pour tout x € E et pour tout € dans 'intervalle 0 < € < €y,
il existe w € 2 et (t1,...,tym) € Z™ vérifiant

|t —w—t1y1 — .. — tmym| < €
avec
n
max{[ti],. ., [bul} < 0F(S), ot §=c0Y fuyl.
j=1
Démonstration. Pour démontrer le lemme 3.5, on écrit vy1,...,Ym
dans la base w1, ...,w, de E :

n
j=1

On va utiliser la partie (i) du lemme 3.1. Soit S un nombre réel > S et soit
s € Z" vérifiant 0 < maxj<;<p |s;| < 5. On définit ¢ € 2* par p(w;) = s,
(1 <j<mn). Alors

o(y:) = Zﬁjisj (1<i<m).
j=1

On a par hypothese

1<i<m

max |32 0,05 = 1/7(5).
j=1

ce qui permet d’appliquer le lemme 3.1. Soit x € FE, soit T' un nombre
réel > Ty, et soit S le nombre réel défini par F'(S) = T'/n. On écrit =z =
Gwi + ... + Cuwn avee (C1,...,C,) € R™. Alors il existe t € Z™ vérifiant
maxi<;<m |ti| < T et

<n/S.

max
1<j<n

G — Z n
i—1

Autrement dit, il existe a = (a1, ...,a,) € Z" tel que

m
G —a;— Yt
=1

On pose alors w = ajwy + ... + apwy, et on utilise la relation

<n/S.

max
1<j<n

Ny, L
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Remarques. 1.Si’hypothese du lemme 3.5 est vraie pour une fonction
F, alors elle est encore vraie pour toute fonction qui majore F. Ainsi il est
quelquefois plus simple d’énoncer la conclusion non pas pour la fonction G
elle méme, mais pour une fonction minorant G.

2. Plusieurs types de fonctions F' interviendront.

e Le cas le plus favorable est celui ou I'’hypothese est vraie avec
F(S) = ¢S pour S > Sy (ou Sy, ¢ et k sont trois constantes);
lexposant x est alors nécessairement > n/m. Dans ce cas on a
G(T) = ¢TY pour T > Ty avec § = 1/k et deux autres constantes
Ty et /. En particulier on a § < m/n. Dans ces circonstances, le
nombre 6 + 1 est le coefficient de densité de [19], chap. I, §3; il est
majoré par [/n, ou [ est le rang de 2+ Y sur Z. Le lemme 1.3.7 de
[19] donne une majoration de ce coefficient introduisant des condi-
tions algébriques (comparer a I’hypothese du corollaire 2.4), et non
diophantiennes, sur la répartition de {2 + Y dans R"™.

e Si’hypothese du lemme 2.3 est satisfaite pour une fonction F'(S) =
exp{c(log S)*} avec k > 1, alors la conclusion est vraie pour une
fonction G de la forme G(T) = exp{c'(logT)?} pour T > Ty, avec
0=1/k.

e Enfin, dans les cas moins favorables, on aura seulement F(S) =
exp(eS*), avec k > 0, donc G(T) = ¢/(log T)? avec § = 1/x.

(b) Variante réelle du lemme de transfert. Le lemme 3.5 est bien adapté
au cas ou l’espace réel ambiant contient un réseau apparaissant de fagon
naturelle. Quand il n’y a pas de réseau naturel, on peut appliquer la variante
suivante, dans laquelle | - | désigne la norme |z| = max;<;<, |z;| sur R™.

LEMME 3.6. Soient y1,...,y; des éléments de R™, Sy un nombre réel
positif et F : [Sp,00) — Ry une fonction réelle de variable réelle, continue,
croissante et non bornée. On suppose que pour toute forme linéaire ¢ €
Homg (R™,R) satisfaisant N(¢) > Sp, on a

max ||p(y;)|| = 1/F(S)  avec S =N(¢).
1<5<1
Sous ces hypothéses il existe des constantes Ty, Cy et Co positives telles que,

si on pose G(T) = CLF~Y(CyT) pour T > Ty, alors pour tout x € R" et
tout T > To(1 + |z|), le systéme d’inéquations

112?% lti| <T et |z—tiyr—...—tiy| <1/G(T)

admet une solution t € 7!.

Démonstration. Le sous-groupe Y = Zy; + ...+ Zy; est dense dans
R™ : en effet, I'hypothese implique que pour tout ¢ € Homg(R™, R), ¢ # 0,
on a p(Y) ¢ Z. En particulier, {y1,...,y;} contient une base de R". Il n’y
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a donc pas de restriction a supposer que y;—n+1,-..,y sont linéairement
indépendants sur R. On pose m =1 —n, w; = Ym+i (1 < i < n)et 2 =
Zwyi + ...+ Zw,. Comme 2* est un réseau de Homg(R",R), il existe un
nombre réel ¢; > 0 tel que, pour tout élément non nul ¢ de 2%, on ait
N(¢) > ¢7. Soit Ny un entier positif vérifiant Ny > Sy /c7.

On va utiliser le lemme 3.5. Pour en vérifier ’hypothese, on considere un
élément non nul ¢ de £2*, et on pose ¢ = Nyp. Alors le nombre S := N(¢) =
NoN(p) satisfait S > Sp. On a aussi S < cgmaxj<i<p [¢(w;)|, avec une

constante cg qui ne dépend que de yi,...,y;. On pose encore Sy = cngo,
S = max{|p(wi)], ..., |¢(wn)],So} et on définit une fonction F : [Sy, 00) —
R* par F(S) = NoF(csS). Alors
1 1 1
max N = Ng' max |l = > — = =——=.
s o)l = N s 1900)] 2 g 2 s = g

Les hypotheses du lemme 3.5 sont donc vérifiées pour la fonction F. Par
conséquent, il existe une constante cg > 1 telle que, pour tout 77 > cg et
tout « € R, il existe t € Z! avec

max [t;| <Ty et [|v—tiyr—... =ty < 1/6(T1)7
1<j<m

avec une fonction G de la forme
é(Tl) = Cloﬁ_l(cllTl).

On majore max,,+1<;j<i |t;| par ci2(Th + |z|) et on pose Ty = 2cyc2. Pour
T > To(1 + |z|), on peut appliquer ce qui vient d’étre démontré avec
Ty = T'/2c¢12. On obtient ainsi le résultat annoncé avec C; = cjg et Co =
611/(2612). ]

(c) Variante compleze du lemme de transfert. Soient r1 et ro des entiers
> 0 avec (r1,r2) # (0,0). On pose n = r; + ry et d = 11 + 2ry. Pour
€ € R xC"™ on pose |{| = max;<;<y, |§|. On désigne enfin par Z le complexe
conjugué de z € C.

L’énoncé suivant généralise le lemme 3.6 (qui correspond au cas ry = 0,
n = d = rp); c’est un analogue quantitatif de la variante complexe du
théoreme de Kronecker de [22], th. 5.1 (voir aussi [23], chap. II, §6).

Pour 0 = (01,...,0,) € R™ x C™2, on définit 9, : R™ x C™ — R par

V(&) =01&1+ ...+ 0nn + T 4180 11 + - -+ 0o

PRrROPOSITION 3.7. Soient y1,...,y; des éléments de R™ x C™ et I :
[So,00) — Ry une fonction réelle de variable réelle, continue, croissante
et non bornée. On suppose que, pour tout o = (o1,...,0,) € R™ x C™
vérifiant

S :=max{|o1],...,|on|} > So,
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max || (y;)[| = 1/F(S).

1<5<0
1l existe des constantes Ty, C1 et Cy positives possédant la propriété sui-
vante : si on pose G(T) = C,F~Y(CyT) pour T > Ty, alors pour tout & €
R"™ x C™ et tout T > To(1 + |£]), le systéme d’inéquations

max |t;| <T et [£—tiyr—...—tiy| <1/G(T)
1<5<1

admet une solution t € 7!.

Démonstration. On désigne par E l’espace vectoriel réel normé
R™ x C2. On définit une application R-linéaire # : £ — R™ x C2?2
par O(z,z) = (z,2,Z) et un isomorphisme R-linéaire y : £ — R? par
x(z,2) = (z,R(2),¥(2)). On définit encore y; = x(y;) (1 < j < 1). On
va vérifier ’hypotheése du lemme 3.6 (avec n remplacé par d) pour le sous-
groupe de R? engendré par ¥, ...,7;. Pour cela, soit ¢ une forme linéaire
non nulle dans Homg (R, R). On désigne par (e1,...,eq) la base canonique
de R, on pose 7; = ¢(e;) (1 < i < d) et on définit o = (01,...,0,) € E par

o, pour 1 < v <rq,
o, = o~
v %(UU —i0pyty) pourry <v<m,

de sorte que ¥, = ¢ o x.

L’hypothese de la proposition 3.7 concernant maxi<;<; |[¢»(y;)| per-
met donc de vérifier I’hypothese correspondante du lemme 3.6 portant sur
maxi<j<i ||¢(y;)|. On déduit du lemme 3.6 l'existence de constantes C1,
Cy et Tj telles que, si on pose é(T) = élF_l(CQT) pour T > Tp, alors
pour tout & € E et pour tout T > To(1 + |x|) avec z = x(&), le systeme
d’inéquations

max |t;| <T et |oz—tg;—...— 5| <1/G(T)

1<;<1
admet une solution ¢ € Z!. On prend C; = C1/v/2, de sorte que G(T) =
G(T)/V/2, et on peut conclure, pour T > Ty(1 + |£]),

€ —tiys — ... — tiy| < V2/G(T) = 1/G(T). u

4. Approximation diophantienne sur les tores. Ce paragraphe est
consacré a la démonstration du théoreme 1.2 et a celle du corollaire 1.3.

Commencgons par une remarque concernant I’hypothése d > 2 du théo-
réeme 1.2. Pour d = 1 on peut écrire ¢(z) = Az avec un nombre complexe
non nul A de module N(¢). Comme [ > d? —d+1 =1 et que y1,. ..,y sont
linéairement indépendants, on a y; # 0 pour 1 < j < [. Posons o = e¥.
L’inégalité de Liouville entraine, pour 1 < j <, soit a; = 1, soit |a; — 1] >
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2(2eM(*))=P_ Comme y; # 0, on en déduit |y;| > (2e"*))~P  ce qui donne
(4.1) lp(yi)l = N(p)27PA™7 (1<) <)

Cette inégalité est 1égérement moins précise que ce que donnerait le théoreme
1.2 avec kg = 1 et ¢y = . C’est pourquoi nous avons supposé d > 2. Si, pour
d =1, on impose A > 2, alors la conclusion du théoreme 1.2 est encore vraie
avec kg = ko(1,1) =1 et cg = co(1,1) = 2.

Voici comment interviendra la condition (IL). Soit d un entier positif.
On désigne par G le groupe algébrique GY, et par exps son application
exponentielle. En identifiant 'espace tangent & I'origine de G(C) & C%, on
écrit

expg : C— (C)Y (21,...,2q) — (€%1,...,€%).

LEMME 4.2. Soit Y un sous-groupe de type fini de C% possédant la pro-
priété (IL). Si G* est un sous-groupe algébrique connexe de G, distinct de G,
tel que Y Nexpg'(G*(C)) # {0}, alors la codimension de G* dans G est 1,

et
rang; (Y Nexpg' (G*(C))) < 1.

Remarque. Notons I' = exps Y C (C*)%. L’'image par expg de Y N
expg' (G*(C)) est I'N G*(C), donc

rang (I' N G*(C)) < rangy (Y Nexpg' (G*(C))).

En particulier, la condition I' N G*(C) # {1} entraine Y N expg'(G*(C))
{0},

Démonstration du lemme 4.2. Les hypotheses du lemme 4.2
impliquent clairement d > 2. On désigne par 2 = (2i7Z)% le noyau de
expe. Comme Y possede la propriété (IL), on a Y N2 = {0}. L’espace
tangent a l'origine de G* est un sous-espace de celui de G; on a identifié
les points complexes du second & C¢; ceux du premier forment alors un
sous-espace W de C?, rationnel sur Q, de dimension dimc W = dim G*. De
plus, G* étant connexe, on a expal(G*((C)) =W+ 0.

Soit y € Y N(W + £2) : il existe w € {2 tel que y +w € W. Alors y
appartient & W + Cw, qui est un sous-espace vectoriel de C? rationnel sur
Q. Si G* est de codimension > 1 dans G, alors W +Cw # C%, donc y = 0. Si
G* est de codimension 1 et si y; et yo sont deux éléments de Y N (W + £2),
on écrit, pour j =1 et j =2,

y; +w; €W avec w; € (2.
Etant donné que W est rationnel sur Q, le Z-module 2/2 N W est de
rang 1. Par conséquent, il existe s = (s1,82) € Z2, s # (0,0), tel que
siw1 + Sawz € 2N W. Alors s1y1 + s2y2 € Y N W = {0}, et finalement
s1y1 + s2y2 =0. m
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Nous déduirons le théoreme 1.2 de I’énoncé suivant, qui sera utilisé aussi
dans la démonstration du théoreme 1.4. On reprend les notations communes
aux théoremes 1.2 et 1.4, avec les entiers d et I, le sous-groupe Y de L%, le
corps de nombres K de degré D, le parametre A et la forme linéaire .

THEOREME 4.3. Soit S un entier positif. On définit
V = 4((12d + 13)dISD log A)®.
Alors le nombre d’éléments de l’ensemble
E={(s1,--.,8) € :
|si1 < S (1< <1); lp(siyn + - +sm)| < N(p)e "}
est magjoré par Card £ < 4V -1,

Démonstration. Quitte a diviser ¢ par N(p), il n’y a pas de restric-
tion & supposer N(¢) = 1, c’est-a-dire

p(2) =v121+ ... +Vaza  avec max{[V1],...,[d4l} = 1.

Quitte ensuite a permuter éventuellement les variables et a diviser par —v,
on peut encore supposer ¥g = —1 :

o(z) =tz + ... +9q-124-1 — 24-
On va utiliser le théoreme 2.1 de [24] avec
lo=do=0, L1=1, di=d, r=r3=d—1, r=7193=0,
W =W ={0}, logA;=1SlogA, E=e¢ et M = Card€.
On pose U = V/(12d + 13) et on définit des nombres réels Ay, ..., Ay et des
entiers positifs 17, ...,T,; par
log A; =1Slog A, T,=1[U/(dDlogA;)] =[U/(dlSDlogA)] (1<1i<d).
On vérifie, grace aux choix de U et V,
(U/(dISDlog A))? = 4V -1,
donc
(Ty +1)... (Ty+1) > 4Vt
ce dqui est I'hypothese “principale” du §2g de [24]. On a aussi T3 ...Ty <
" On définit g, ..., y; dans C? par y} = (U, ug) (1 <7 <1), avec
, Ujj pour 1 <i<d-—1,
tij = {ﬁlulj + ...+ Y4-1u4—1,; pouri=d,
de sorte que
yi —y; = (0,...,0,0(y;)) (1<j<I).
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Pour chaque s = (s1,...,s;) € £, on définit deux éléments n, et 1. de C¢ :
Ns =s1y1+ ...+ sy et i =s1yy+... + sy
Les points 7/, (s € £) appartiennent & I'hyperplan V' = Ker ¢ de C? et on a

-V
max 7 -yl <e 7.

Le sous-groupe I" de (C*)? engendré par 1’ensemble
) = {(Oéfll .. .Oéfll)lgigd s e 5}
est expg Y.

On applique maintenant le théoreme 2.1 de [24] au groupe algébrique
G = G2 : il existe un sous-groupe algébrique connexe G*, de codimension
d* > 1 dans G, tel que I'image

Yr=(Y+G"(K))/G"(K)
de X par la surjection canonique G(K) — G(K)/G*(K) satisfasse
Card 2* < T,
Si Card ¥* = Card&, comme d* < d et que T¢ < 4V9~1 D’estimation
annoncée est bien vraie.

Sinon, on a Y Nexpg' (G*(K)) # {0}. Alors d > 2; de plus le lemme 4.2
montre que la codimension d* de G* dans GG est 1, et que le rang sur Z de
Y Nexpg'(G*(K)) est < 1. En utilisant encore la propriété (IL), on voit
que la restriction a Y de ’application exp est injective, donc Card X* >

(Card £)/(2S). Enfin la minoration U > 2dlS?D log A entraine T} > 2S. On
obtient ainsi

Card £ <28 Card X* < 2118 < T? < T¢,
ce qui termine la démonstration du théoreme 4.3. =m

Démonstration du théoreme 1.2. On définit S comme le plus
petit entier positif tel que

Sl=d*+d 5 4d((124 4 13)dID log A)44—D),

Par conséquent, le parametre V du théoréme 4.3 satisfait 4V 4! < (25 —1)".
On en déduit qu'il existe (s1,...,s;) € Z, avec |s;| < S (1 < j <), tel que

lo(s1y1 + ...+ s = N(p)e V.
On en déduit

1 -V
D > .
max le(y;)] = 75N(e)e

De la définition de S résulte S > 1, donc S — 1> 5/2 et
(4.4) (8/2)l=+d < 49((12d + 13)dID log A)?@1),
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ce qui donne
(V/24)l =4 +d < 44+ ((12d + 13)dID log A)™.
Nous allons montrer que cette majoration implique
(4.5) V +1og(lS) < ¢o(D log A)"°,
ce qui donnera la minoration désirée :

max |¢(y;)] > N(p)exp{—co(Dlog A)™}.
1<5<1

On majore log(lS) assez brutalement en utilisant (4.4) avec les conditions
d>21>d>—d+1, Dlog A > e, ainsi que 'inégalité rg > 1 :
log(1S) < d31(Dlog A)"®.
Pour établir (4.5), il ne reste plus qu’a vérifier que la constante ¢y = d7d*d
du théoreme 1.2 satisfait
l—d(d—1)
co —d’l d+l di
<2d> > 49T ((12d + 13)dl) ™,
ce qui ne demande qu'un peu de calcul. C’est d’ailleurs la seule contrainte
que doive satisfaire cg; on peut donc raffiner 1égérement I’estimation numé-
rique du théoreme 1.2, mais il est apparu préférable de donner un énoncé
simple. =
Démonstration du corollaire 1.3. Pour 1 < j <, soit s; un
élément de Z a distance minimale de ¢(y;) :

le(yi)ll = le(y;) =51 (1 <j <)
Commengcons par le cas s; = ... =s; = 0. Alors ||¢o(y;)|| = |p(y;)] (1 <5<
[). Si, de plus, d > 2, alors on peut utiliser directement le théoréeme 1.2 :

max [p(y;)| > N(p) exp{—co(Dlog A)"},
1<j<l

avec ¢g = co(d,l) et kg = ko(d,l). Comme N > 1, k1 > Ko > 0 et ¢; >
co(Dlog A)Fo, on peut conclure

max lle(y;)ll = N(g)e™ = N(p) exp{—c1 N™ }.

Toujours dans le cas s1 = ... = s; =0, si d = 1, on applique I'inégalité de
Liouville (4.1) et on conclut grace aux minorations
citN™ > ¢ > Dlog2+ Dlog A.

On suppose maintenant s; # 0. On va utiliser le théoreme 1.2 avec [
remplacé par | = [—1 et avec les y; remplacés par y; = s;y;—s;y (1 < j <1).

Le sous-groupe Y = Zy; + ... + Zy; de C? possede encore la propriété
(IL). On a

e(y;) = s1(p(y;) — s5) — 55 (0(yn) — 1),
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donc, si on pose S = max{|s1],...,|si|}, on a

7)) <2 .
1rr§1?§[!so(yg)l < 28 max o Cyie) I

Si on écrit, pour 1 < j §7,
Ui = (Wj)i<ica et ay=e" (1<i<d),
on a

max{e/D, h(a”), (G/D)’ﬁl”} S 25 10g A,

ce qui nous autorise a poser logg = 2S51log A. Comme
d

lo(y)] < N(@) Y |ui;| < (1/€)dDNlog A

i=1

et que
1
[551 < le(ys)| + 5 < le(ys)| + (1/(4e))dDN log A,

ona S < (1/2)dDNlog A et Dlog A < dN(Dlog A)2.
Si d > 2, alors le théoreme 1.2 donne

max [2(7;)| = N(p) exp{—co(Dlog A)*},
1<j<i

avec ¢ = co(d,l) et Ry = ko(d,1) = k1. Si d = 1, on utilise I'inégalité de
Liouville (4.1) a la place du théoreme 1.2 :

max |p(7;)| > N(¢)2 AP,
1<5<i
Ceci démontre le corollaire 1.3. =

5. Mesures de transcendance. Ce paragraphe est consacré a la dé-
monstration du théoreme 1.4 et a celle du corollaire 1.5. On utilisera de
nouveau le théoreme 2.1 de [24], mais avec dy = 1.

Démonstration du théoreme 1.4. Pour éviter une confusion de
notations entre le théoreme 1.4 et le théoreme 2.1 de [24], on va remplacer
dans le théoreme 1.4 l’entier d par d;. On suppose

max [(y;) = ;] < exp{—ca(Dlog A)""2(Dlog B)™}
AW S

et on veut en déduire une contradiction. Soit S le plus petit entier satisfaisant
S0 > 4Bt (g + 1)(12dy + 25)B @D (41D log A)% (D log B)*®
Alors S vérifie
(S/2)!~ % < 4B+ (dy + 1)(12d; + 25)1 @+ (dy1D log A)% (D log B)®.
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On définit deux nombres réels Uy et V7 par
Uy = 4((12dy 4 25)d11SDlog A)M (Dlog B) et V; = (12d; + 25)U;.
En utilisant la majoration de S, on trouve
(Vi /20 )i=di < gt (qy 4 1) (12d; + 25)1H+D (411D log A)HE(D log B)'.
Un petit calcul permet de vérifier que la constante
oy — {d}”ﬁfldl si dy > 2,
101901 —=1)? sidy =1,

du théoreme 1.4 satisfait

2d
En majorant log(1S) par (2d;)31(Dlog A)41%2(Dlog B)"2, on en déduit
Vi +1og(1S) < ca(Dlog A)™"2(Dlog B)~2.

On va utiliser le théoreme 2.1 de [24] avec

—(2d,)3\ N
<cz (2dy) ) >4d1+l(d1+1)d1(12d1+25)l(d1+1)(dll)d1l_

lo=0, do=1 d=di1+1, L=l r=r3=d, r=r2=0,
W =W ={0}, logA; =1SlogA, E=e¢ et M=S"
On définit Ay,..., Aq,, To, 11, ..., T4, par
log A; =1Slog A,
T; = [Ui/(d1Dlog A;)] = [Ur/(dilSDlog A)] (1 <i<dy)

et
To = [U1/(Dlog B)].

Grace aux choix de S et de Uy, on vérifie sans difficulté I’hypothese principale
du §2g de [24], & savoir

(To +1)(T1 + 1) ... (Ty, +1) >4V,
On pose, pour 1 < j <1,
nj:(ﬁjaulja"'vudlj) et U}Z(@(yj)aulj,-~-»ud1j)-
Ainsi
i =il =1lely;) =Bl 1 <j5<0).

On définit encore 2M éléments de C% | indexés par s = (s1,...,5) € Z!
avec 0 < s; < S (1 <j <), de la maniere suivante :

Ns =81 +...+sm et nl=sm+...+sm.
Ils sont reliés par

-V
max s — 15| < 15 max (y;) - | <e” 7.
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Les points 7, appartiennent & 'hyperplan V' de C**! d’équation zq =
¢(z1,.-.,24,). On désigne par X le sous-ensemble suivant de C x (C*)% :

E:{(slﬂl+...+slﬂl,a‘ﬁ...aﬁ,...,aiil...affll)E(CX(CX)dl:
s=(s1,...,8) €Z", 0<s; <S8 (1<j<)}.

On fait encore intervenir les deux projections Xy et X'y de X' sur chacun des
deux facteurs :

Eoz{slﬁl—{—...—f'SlﬁlGCZS:(Sl,...,SZ)GZl, OSSJ<S(]. S]él)}
et
Di={(afi...0f),...,af . .al,) € (C)N
s=(s1,...,8) €Z", 0<s; <SS (1<j<)}.

Les conditions pour appliquer le théoréme 2.1 de [24] sont toutes remplies.
On en déduit I'existence d’un sous-groupe algébrique connexe G* = G x G
de G = G, x G4, distinct de G, tel que, si on pose

di = dim(G,/Gy), df =dim(G¥/G3) et X* = (¥ +G*(K))/G*(K),
on ait
(5.1) Card £* < (dy + )T 0T
On distingue maintenant deux cas.
(a) Supposons dj > 1, c’est-a-dire G7 # G. Posons
7 = (51 + GI(K))/GI(K).

L’injection de G /G5 dans G/G* montre que 'on a Card Xf < Card X*. Or
les parametres ont été choisis de telle sorte que

(5.2) St > (dy + 1)TT.
Ainsi on déduit de (5.1)
Card ¥} < Card X* < S'.

Alors on trouve d’abord d; > 2, puis, en utilisant le lemme 4.2, df = 1 et
Card X7 > S'=1. Grace a (5.1) on obtient

(5.3) S < (dy + DTy
Mais, comme d; > 2, on a Uy > di1S?Dlog A, donc Ty > S, ce qui montre
que cette majoration (5.3) n’est pas compatible avec la minoration (5.2).
(b) Supposons maintenant dj = 0, c’est-a-dire G7 = G;. Alors dj = 1
(puisque G* est distinct de G). On déduit de (5.1)
Card Xy < (dl + 1)T0
Il en résulte que ’ensemble

Ei={(s1,-.,s) €Z i |55 < S (1 <j <), sibi+ ...+ 516 =0}
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satisfait Card & > S'/((dy +1)Tp). Nous allons utiliser le théoréme 4.3 afin
de majorer Card ;. Pour s € & on a

[o(s1y1 + -+ sin)| < 1S max [p(y;) — B;] < e 1.
1<;<
On a supposé (f1,...,0) # (0,...,0). De I'inégalité de Liouville on tire

1
-D | < N — 3. -
B™7 < max [6;] < max |o(y;) — B + _N(¢)Dlog A.

Alors en utilisant la majoration (1S)~te="* < (1/2)B~P, on trouve
N(p) > B~P(Dlog A)~".

Le parametre V' du théoreéme 4.3 est majoré par Vi — D log B —log(D log A),
donc e~V < N(p)e™V, et 'ensemble & est contenu dans I'ensemble £ du
théoreme 4.3 :

Card & < Card € < 4% ((12d; + 13)d 1SDlog A)# (=1,
L’estimation
SU/((dy + 1)Tp) < 49 ((12dy + 13)d11S D log A)®1 (=1

qui en résulte n’est pas compatible avec le choix de S. Ceci conclut la
démonstration du théoreme 1.4. m

Démonstration du corollaire 1.5. On applique le théoreme 1.4
avec d = 1 et | = 2, ce qui donne ks = 2 et ¢y = 10'°. On définit 3; = 1,
B2 = B et p(2) = z/A1, de sorte que p(A2) = A2/A1 et N(p) = 1/|\1]. Le
corollaire 1.5 en résulte. m

6. Mesures de densité. On combine les théoremes 1.2 et 1.4 avec
la proposition 3.7 pour obtenir un énoncé de densité dans R™ x C™ d’un
sous-groupe de type fini dont les éléments ont pour coordonnées des loga-
rithmes de nombres algébriques. On obtiendra le théoreme 1.6 en utilisant
I’application exponentielle.

PROPOSITION 6.1. Soient 1 et ro des entiers > 0 avecn = ry +1ry > 0.
On pose aussi d = r1+2ry. Soit Y un sous-groupe de type fini de L™ contenu

dans R™ x C™. On choisit une base yi,...,y; de'Y sur Z et on écrit y; =
(Ui, .. yunj) (1 <j<1), avec u;j € LAR pour1 <i<ry etu;; € LCC
pour r1 +1 < i < n. On suppose que pour tout a = (ay,...,aq) € Z%, a # 0,

et tout b= (by,...,b) €Z, b#0, on a

l bj(zn:aiuij—i- z": an+kﬂkj>7é0.

1 i=1 k=ri+1

J
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(a) On suppose | > max{2,d*> —d+ 1} et on pose

1 d-1
0 =—-— ——.
d 1—-1
Il existe deux constantes positives ¢4 et ¢y, ne dépendant que de d, | et des
wij, possédant la propriété suivante : pour tout § = (&1,...,&,) € R™ x C"2,
et pour tout T > cymaxi<;<n(1l + |&]), le systéme d’inéquations
-0
mex ;| <T et Joax & — tiugr — ... — tiug| < cy(log T)~ "
admet une solution (ti,...,t;) € Z'.

(b) On suppose | > d?* et on définit

92:{(l—d2)/l sid>2,
1 sid=1.

Alors la méme conclusion vaut avec la borne

max |& — tiu — ... — tiug| < exp{—c(log T)%},
1<i<n

ou la constante cf ne dépend que de d, | et des u;;.

Démonstration. Pour1 <j <letn <i<d,ondéfinit u;; = Uiy ;.
On définit ensuite y; € C? par v; = (uij,...,uqg) (1 < j < 1). Alors
Y = Zy1 + ...+ Zy; posseéde la propriété (IL).

Si 0 = 0, c’est-a-dire | = d2—d+1, on utilise la partie (a) du théoréme 1.1
pour montrer que Y nest pas contenu dans un hyperplan complexe de C?, ce
qui entraine que Y n’est pas contenu dans un hyperplan réel de R™ x C"2.
Alors {y1,...,y;} contient une base du R-espace vectoriel R™ x C™. La
proposition 6.1 ne dit rien de plus dans ce cas.

On suppose maintenant [ > d? — d + 2. Pour démontrer la partie (a) de
la proposition 6.1, on applique le corollaire 1.3 afin de vérifier I’hypothese
de la proposition 3.7 avec

1 1 d-1
F(S) = S t = —=—-— ——.
(5) = explerad™) et 61 =5 =70 =75
Pour conclure, on minore G par G(T) > (1/c})(log T)%:.

Supposons ensuite [ > d? + 1 et d > 2. Pour 1 < j <[, soit 3; € Z un
nombre entier & distance minimale de ¢(y;). Si (G1,...,6) = (0,...,0), on
applique le théoreme 1.2. Sinon, c’est le théoreme 1.4 que 'on utilise. Dans
les deux cas on vérifie les hypotheses de la proposition 3.7 avec

1 d?
F(S) =exp(cia(logS)™) et Oy=—=1— T
K2
Enfin, quand d =1, onari =n =1, r, =0 et [ > 2. Le résultat que nous
voulons démontrer s’énonce alors de la facon suivante :
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Soient ay et as deux nombres algébriques réels positifs multiplicativement
indépendants. Il existe deux constantes positives c5 et ci, ne dépendant
que de o et ag, telles que, pour tout nombre réel x et tout T > c4(1+|x|),
le systéme d’inéquations

max{|t1], |t2|} <T et |z —tilogas —talogas| < T
admet une solution (t1,ts) € Z2.

On déduit cet énoncé du lemme 3.5, grace a la mesure d’irrationalité sui-
vante, due a Fel’dman [5], chap. 10, th. 3.10 : il existe une constante c15 > 0,
ne dépendant que de oy et ag, telle que, pour tout p/q € Q avec g > 0, on
ait

s3] o

logas ¢

Cela permet d’utiliser le lemme 3.5 (ou bien la proposition 3.7, au choix)
avec F(S) =S¢ et G(T) > T%. m

Démonstration du théoreme 1.6. Pour 1 < j <[, on pose
uij IIOgOéij (1 SiSTl),

ou log est la détermination réelle du logarithme, puis on choisit u,, +1;, . .-
..., Up; dans C tels que exp(u;;) = a;; pour 11 < i < n et on définit
yi = (U1j, ..., Upj) ER™M xC™ (1 <5 <.

Soit ¢ € (R})™ x (C*)". On pose & = log ¢; pour 1 < i < ry. Ensuite,
pour r;1 < ¢ < n on définit & 4, comme la détermination principale du
logarithme de (, +;. Ainsi on a, pour 1 <1i < n,

&7 < (log |¢i])* 4+ 7% < (7 4 1) max{1, (log |(;])*},
et
1+ [&] < 5max{1, [log |G|}

Le théoreme 1.6 résulte alors de la proposition 6.1. =
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