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Etude d’un terme d’erreur
lié a la fonction totient de Jordan

par

CHRISTIAN TUDESQ (Périgueux)

1. Introduction

1.1. Historique — Notations. Si k € N*, la fonction totient de Jordan
Ji compte, pour n € N*, le nombre d’entiers m, 1 < m < n, qui ne sont
divisibles par aucune des puissances k-iemes des facteurs premiers de n.
Ainsi J; est la fonction ¢ d’Euler,

(1) B =n]] <1 _ ;) pour tout n € N*.

pln

Cette relation se généralise en

1
(2)  Ji(n)=nF H <1 — k) pour tout k£ > 1 entier et tout n € N*
p

pln
et l'on a
:L,kJrl
3 Jr(n) ~ T — +00).
Soit, pour tout z € R et tout entier k > 1,
R+l

(4) Ey(x) =) Ji(n) -

n<z

(k+1)¢(k+1)

A la fin du dix-neuvieme siecle, Sylvester a laissé entendre qu’il croyait
linégalité F4(n) > 0 réalisée pour tout entier n > 0. Il est amusant de noter
que le contre exemple, n = 820, fourni par Sarma en 1931, est contenu dans
une table publiée par Sylvester (cf. [5]).

En 1950 Erdés et Shapiro ont prouvé

THEOREME (Erdés et Shapiro [2]).
(5) Ei(n) = 24 (nlog,n).

(61]
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A ce jour le meilleur résultat sur ce sujet est di a H. L. Montgomery:
THEOREME (H. L. Montgomery [3]).
(6) Ei(n) = 24 (ny/Togy n).

Corollaire immédiat de (5) ou (6) : Eq(n) change de signe une infinité
de fois.

Pour k entier > 2, S. D. Adhikari et A. Sankaranarayanan ont obtenu
en 1990 dans [1] :

THEOREME A.

s

™) ;EE’“(”) Tk )¢k + 1)
COROLLAIRE.

(8) lim sup Ei(n) > !

neN, n—+oo nk B 2C(k + 1) .
THEOREME B.

E 1
(9) lim inf 228

iminf = < o @ e

THEOREME C. Il existe un entier strictement positif ny, tel que
(10) n>n, = Eg(n)>0 (keN, k>2, neN).

THEOREME D.

. Ek(:r) D
11 1 <
(11) o ek S C(k+ 1)

ou D = 0.7159 pour k =2, D = 0.6063 pour k > 3.

(z réel),

Les démonstrations s’appuient sur la formule de convolution

(12 wim =S ()

d|n

ou u est la fonction de Mobius, et sur la représentation suivante :

19 B =t S HD (1IN

d=1
keN, k>2 = — 400, z € RT,
ou {u} désigne la partie fractionnaire du nombre réel u. Soient, pour k entier
> 2,
(14) s := limsup Ey(x)z ™",

T— 400
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(15) i := liminf B, (z)z ",
T—+00
1 I ;= liminf E -
( 6) k nGIilI,rrlbglJroo k(n)n
Adhikari et Sankaranarayanan ont aussi montré :
(17) sp = limsup Ei(n)n=F
neN,n—+oo
et
(18) ] 1 1
g =1y — ——.
PR T e+ 1)

Le lecteur aura noté, a l'aide de (15), (16) et (18), la compatibilité des
théoremes B et C.

Le lien entre I, et s a été fait par Y.-F. S. Pétermann, dans [4] :

THEOREME (Y.-F. S. Pétermann, 1991). Pour k entier > 2,

1

19 S+ I = ——.
(19) o= e

Ce dernier a également signalé, dans une communication privée a M.
Balazard, que la suite (Ij)r>2 est strictemement croissante.

Pour k réel > 1 et k ¢ N, nous étendons la définition de J; par (2).
L’extension des définitions de Fy, si, Ik, ix a des valeurs réelles strictement
plus grandes que 1 de k, celle de (17), (18), (19), & ce méme intervalle,
ne souleve pas de difficultés : les démonstrations originelles s’appliquent.
Comme le laissaient prévoir (5) ou (6), il n’en va pas ainsi du théoreme C.

1.2. Ennoncé des résultats obtenus. Le premier travail que nous avons
mené a été d’étendre le domaine de validité du théoreme C, tout en précisant
la valeur de ny..

THEOREME 1. Pour tout n > 1 entier et tout k réel > 2,
(20) Ex(n) > 0.

Nous avons également obtenu :

THEOREME 2. Pour tout n > 1 entier et tout k réel > 2,
(21) Ei(n™) <0.

Ces résultats ne se prolongent pas au voisinage (a droite) de 1. Nous
mettons d’abord ce fait en évidence a I'aide des (2-estimations de E, (5)
ou (6) :

PROPOSITION.

(22) Ilmll S = +o0.
k>1
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Puis, en nous inspirant des travaux de H. L. Montgomery, nous avons
obtenu une minoration de sy, :

THEOREME 3.

(23) sp > e/ C(k) (k réel>1)

avec

1 1 1 1 1
_5<<2)exp<—221)2—4 Z p(p—1)>>0'1'

p>3 p=3 (mod 4)

Nous terminons cette étude en précisant les variations de I sur un do-
maine non borné :

THEOREME 4. Il existe un réel ko, 1 < ko < 3, tel que I, soit strictement
croissante sur [ko, +00].

Nous montrons que 'on peut prendre ky = 1.97 et nous conjecturons
que I}, est strictement croissante sur [1, o0l

Tous ces résultats seront établis par des méthodes élémentaires.

2. Inégalités concernant la fonction totient de Jordan

2.1. Principe de la démonstration du théoréme 1. On commence par
donner, pour x € N*, et k réel > 2, une nouvelle expression de Ej(z) sous
forme de somme. Elle fournira les minorations de Ej(z).

Nous distinguons k > 3 et k € [2, 3]. Dans le premier cas nous établissons
une majoration explicite de Ny, Ny < My, on Ni := min{ny € N,
ng > 1;n > ni = Ex(n) > 0}, puis nous montrons que Ej(n) est stricte-
ment positif pour 1 < n < My — 1. Pour cela nous préciserons les varia-
tions de la suite (Ex(n))1<n<m,—1. Pour k € [2,3[ on prouvera directement
Ei(n) > 0 pour tout n € N*.

2.2. Une estimation de Ey(z). La partie entiere et la partie fractionnaire
du nombre réel x sont notées respectivement |x| et {x}.

LEMME 1. Pour tout u € R, u > 1, pour tout A € R, A > 1, pour tout
z €N, x> 1, pour tout k réel, k> 1, on a

(24) o= W (; - {u})u’\ + Aax(u),

= A+1
uAfl
(25) jax()] <
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EORRTRI e U RE ST (O E1Y

d>x d<zx

+£Y pld)a <fl>

d<z

ot l'on a posé
i 1
ax(z) = S ({t} - 2)15)‘1 dt.
0

Démonstration. (24) s’obtient par sommation d’Abel, (25) par ap-
plication de la deuxieme formule de la moyenne. (26) est une conséquence
de (24) et de I'égalité (12) qui se prolonge aux k réels, k > 1.

2.3. Preuve du théoréme 1

LEMME 2. Pour tout k réel > 3 on a

| kC(k—1)
e = [ +2

Démonstration. Soit k réel > 3 et z € R, x > 1. On minore succes-
sivement chacun des termes de (26). On a
k41 "

z p(d)
(27) _k:+1dzdk+12_k(k:+1)'

>x

Puis, on a

déﬁé?(;_{Z}) 2;<1_<21k+'“+;k>> 21_4“(216)’

d<z
Par (25)
x k1 1
;u(d)ak<d)‘ < 2
d’ou
(29) kZu(d)ak<w> > Eprtegr o
d 8

On obtient ainsi
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Posons
kEC(k—1) kC(k) k_ 3
== d > > — > — ).
TR (Ommk—s—am-4—4
Pour tout z € R, z > 1, nous avons

Ap(zr + 2) = (1 — g@)z(xk 4 Z)k—l _ m

= (zp + z)((l — C(Qk)>z(xk + 2)k=2 — k:(kl+1)>

qui est supérieur ou égal a

@%+”(<“‘q?>(i+l>‘i;)>Q

d’ou le lemme 2.

Notons que pour k réel > 3 on a
kC(k—1) <
8 — (k)
puisque 3¢(k — 1) — 16 + 8¢(k) < 3¢(2) +8¢(3) — 16 < 0.
LEMME 3. Pour tout k réel et n entier, 1 <n < My —2, on a Ex(n) <
Ek(n + 1).

Cela acheve la démonstration du théoreme 1 pour k réel > 3 puisque
Ei(1) est trivialement strictement positif.

Preuve du lemme 3. Soit kréel >3, n€e N, 1 <n<M,—2.0na

nk+1 (n—l— 1)k+1
G+ 0ck+D) Te(n+1) - k+1)Ck+1)

2

Or

(n+1)k+1 B
Je(n+1)— RS (n+1)k<plln—£l (1—

;>_%+%;;+U>

qui est minoré par

1 n-+1
“*”ﬁ<am it ><k+n>
(n ) (k+ 1) (2k/3) +1
Zc%+m< R0 bt 1 )
(

v

ntDP (1 3\ (ntDF/ L3
C(k+1) <§(k) 4> z C(k+1) <g(3) 4> >0,

d’ou le lemme 3.
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Démonstration du théoréme 1 pour k € [2,3[. Soient k €
[2,3], z € N, & > 6. (27) est encore valable; de plus,

1
del Zd<logw+’y+ <logz +0.778,

ou v désigne la constante d’Euler, et

dgzucg;l)(; - {Z}> =1- C(2k) RbTEn 1)k11(k; 1)

Ainsi, par (26),

Ey(z) > <1 - C(Qk)>xk - g(loga: +0.778)2" 1

x’“ X

2z +1)F1(k—1) k(k+1)

> xk_l((l - C(;))x = I;(logx+0.778)> +x(f’966 - é)

=: fr(z).

La fonction

_l’_

gk (z) = ( — C(22)>:c - g(loga: +0.778)
est strictement croissante sur [6, +oo[, avec gi(z) > g3(6) > 0; ceci assure
Ex(n) > 0 pour tout n entier > 6.
Toujours pour k € [2,3], Ex(z) est trivialement > 0 pour z € {1,2,3}.
D’autre part, pour z = 4 on a I’équivalence
4k+1

(k+1)¢(k+1)

Les deux membres de cette derniere inégalité sont des fonctions croissantes
de k (noter la croissance de k — 4¥+1/(k + 1)) et on vérifie les cing inégalités

32+0 2n 42+0 2n 1 43+02(n+1) O 1 2 3 4
’ B ) € 5 Ly 4y 9y .
* Bro2m+ ))cB+02mtn) "1 }

Le raisonnement est le méme pour x =5 :

Ep(4)>0e3F 4% — 1>

5k:+1
k+1)Ck+ 1)

Er(5) >0« 3F 4% 4 5F — 2>
et 'on vérifie
53+0.2(n+1)

B+02n+1)C(B3+02(n+1)

n € {0,1,2,3,4}, ce qui acheve la démonstration du théoreme 1.

32+0.2n 4 42+0A2n 4 52+0.2n —9 >
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2.4. Principe de la démonstration du théoréeme 2. Nous avons, par
définition,
k+1

=D Ji(m C(k+1)C(k+1)

m<n

(k réel >1, neN").

La démonstration du théoreme 2 est similaire a celle du théoreme 1 : on
distingue encore k > 3 et k € [2,3[. Pour k£ > 3 on calcule explicitement,
avec (26), un entier Ly, tel que n € N, n > Ly = Ei(n~) < 0, notamment,

k¢(k—1)¢(k) ,
- {s | 1—<<k>/zJ o

puis on établit que la suite (Ex(n™))1<n<r,—1 est strictement décroissante.

Pour k € [2, 3] on prouve plus directement Ey(n~) < 0 pour tout n € N* en
utilisant des résultats, notamment numériques, de [4].

3. Comportement de s; au voisinage a droite de k =1

3.1. Une preuve de limy_,1 k>1 Sx = +00. On a I’analogue du théoreme
3.3 de [1] pour k =1:
= s
n=n L P (5 {i}) row
qui entraine

N pd) fn
(30) Ei(n) = _n; d{d} + O(n).

D’autre part, pour tout k réel > 1,

o S5 {5) = 2 AE 25

d=1 d=n+1 d=1
et
“+o00o
1 u(d) 3

2 — — < -

(32) 'QC(k) noy FH| =5
d=n+1

Soit M réel > 0. Puisque E;(n) = 24 (nlog,n), (30) entraine qu’il existe

mas, entier > 0, tel que
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il existe ks, réel > 1, tel que

s 4(d) f ma
1<k<kM:>—de{d}>M.
d=1

Ainsi, avec (31) et (32),
mn
wu(d) (1 mar 3
1<k <ky=) k(— M) > M-t
= db \2 d 2

Le lemme 1 de [4] étant encore valable, il suit que s > M — 3/2 pour
1 < k < kpr. D’ou le résultat annoncé.

Conséquences : 1) Avec (19) :

(33) 111311 I, = —o0.
k>1

2) Avec (33) : le théoreme C n’admet pas de prolongement au voisinage
de 1 (et a fortiori le théoréme 1 non plus).

3) Toujours avec (19) : le théoreme 2 n’admet pas de prolongement au
voisinage de 1 : pour k£ > 1 suffisamment proche de 1, E(n ™) est strictement
positif pour une infinité de valeurs de l’entier n.

3.2. Esquisse de la preuve du théoréme 3. Nous employons la méthode
des moyennes sur des progressions arithmétiques. Nous posons, pour z € R™
et k réel > 1,

Ji(n T
Ri(@) =3 I;L(k) D)

n<zx

- 4243

Nous définissons s par

s(0) =0, s(z):=1/2—zpour 0 <z <1,
s périodique de période 1.

En adaptant les démonstrations de [3] nous avons obtenu :

LEMME 4. Pour ¢ € N*, N € N*, ¢ < exp(cey/IogN), et a € R\N,
0<a<yqg,

N
> Rung+a) = Cula. )N = 55+ O(N exp(—ea/log ),

ol co est une constante strictement positive et

1 11 s(a/d
Cr(q,a) :== Mg(l_p—k— ) diju(d) (dlé )

n=1
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LEMME 5. Pour tout x € Rt on a

Preuve du résultat annoncé. Soit k réel > 1, la relation (13)
étant en fait valable pour tout k réel > 1, on a

sk = limsup hg(z).
r—+00

Soit z réel > 0 vérifiant card{p < z : p premier, p =3 (mod p)} pair, et
q, = Hp<z7p53 (mod 4) P; 4= est congru a 1 modulo 4 et, facilement,

Ch <qz, %f) = 4C(k1+1)<pl|_q[z(1 _p—k—l)—l) % dflk

Par le lemme 4 (en choisissant o = ¢,/4) et par le lemme 5, on obtient, en
faisant tendre N, puis z, vers 'infini,

(L om0 ()

p=3 (mod 4) p=3 (mod 4)

ce qui prouve que ’on peut choisir ¢ inférieure a

o, E)C(K1+1)( [ a-rH7)

p=3(mod 4)
X I a-p2% ( 11 (1—p‘K)) II a+r %
p=3 (mod 4) p=1 (mod 4) p=3 (mod 4)
1
> inf —— ( 1—p XK 1 —K).,
—11<n>15C(K+1)\/ [[ a-pm) T[ @ep)
p=1 (mod 4) p=3(mod4)

Nous avons

( II a-»%) II a+p™

p=1 (mod 4) p=3 (mod 4)
> exp ( D e e D D p_%))
p=1 (mod 4) p=3 (mod 4)
N N e )]
p>3 p=3 (mod 4) p=1 (mod4)

Reste a minorer }-, s (1,044 pk— 2p=1 (mod 4) p~F.
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Soient xo et x1 les deux caractéres modulo 4, xo étant le caractere prin-
cipal. x1 est défini par

—1 sin=3 (mod 4),
x1(n)=4¢1 sin=1 (mod4),
0 sin=0 (mod 2).

Pour / € {1,3} on a

+oo
Z Z voipvk = (142 )log L(k, x),
X

v=1pv=l (mod 4) ¥
d’ou
> vt > v
p=3 (mod 4) p=1 (mod 4)
—log L(k,x1) + Z ( Z vipvk — Z Vﬁlpf”k).
v=2 pv=1(mod4) p¥=3 (mod 4)

Par définition

+oo Y1 (n)
L(ka Xl) = nk
n=1

donc 0 < L(k,x1) < 1 (cf. expression de x1(n) : L(k, x1) est une série
alternée). Ainsi

O S

p=3(mod4) p=1(mod4)
(X e Sy
= p¥=l (mod 4) p¥=3 (mod 4)
+oo 1
-1, —vk
S S SIS SRR D
v=2pv=3 (mod 4) v>2,p=3(mod 4)
1
>= ). mooT
p=3(mod4) 227(]3 B 1)

Cela acheve la démonstration du théoreme 3.

4. Preuve du théoreme 4. Pour montrer la croissance de la suite
(Ix)k>2, Pétermann s’est appuyé sur un encadrement de Ij,. Notre démon-
stration repose sur une estimation exacte de I. Nous utiliserons a nouveau
des résultats de [4].

LEMME 6. Pour tout k > 1 on a s = sup,,cy hi(n).
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LEMME 7. s, est dérivable a droite sur |1, +00].

Remarque. si et Iy sont donc continues sur cet intervalle et I y est
dérivable a droite.

LEMME 8. Si D(k) := j;xi ca/d* < 0 pour k = K et sicq <0 pour
d< A, etcg>0 pourd> A, alors D(k) <0 pour tout k > K.

Le lemme 6 est une conséquence immédiate de la démonstration de
[4](2.4) : sp = sup,,cz hi(n); celle-ci est, en fait, valable pour tout k réel
> 1.

Le lemme 8 est une légere variante du lemme 3 de [4].

Preuve du lemme 7. Nous nous inspirons du travail de Pétermann.
Pour n entier > 1 nous notons p,, le n-ieme nombre premier; pour r entier

> 1 nous posons P, := Hp<pr et, pour k réel > 1,

k_~§mw| y !
mo(k) := — odk + gL
d=1 p(d)=1

Pour r > 1, les différentes classes de congruence m(P,) (m = 0,1,...
..., P, — 1) correspondent chacune & un systeme de congruences Sy, :=
{ma(d) : d| P} (ou par convention 0 < mg —1). Si n =m (mod P,) alors,
pour tout k réel > 1,

hio(n) = Hﬁ)(; B nf) *d; Hogf)@ B {ZD

d|P, "
et 'on a
(34) (1) = Mo (k) + € (k) + e (k)
ou
aq
5r,m(k) = Z dk+1’
d| P,
avec
- _fmg sip(d) = -1,
aq = aq,r(m) := {d—l—md sip(d) =1
et
1 (n 1 1 n
rn = gk ) d #\'Ta
(35) 0 < dpn(k) Z dk{d}+ Z d"“< d {d}>
a{ P, d1 P,
w(d)y=—1 p(d)=-1
1
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Soient

Ery (k) == " sup 715T7m(k) et ep(k):= Tginoo Erpy (K)

(qui existe dans N puisque la suite (e;,, (k))ren+ est croissante et majorée

par ((k)/C(2k) — ¢(k +1)/C(2k + 2)).
Par (34), (35) et le lemme 6 nous avons s = no(k) + epr(k), ce qui

équivaut a

¢(k) . Ck+1) 1
36 = — k).
(36) = "ocm ety T e MW
Or, pour r > 1 et m € {0,1,...,P. — 1}, k — &, ,,(k) étant convexe, il en

est de méme de k — e)7(k). D’ou, avec (36), le lemme 7.

Soit K > 1 tel que sk > 1/2. Pour tout n € N on a, par le lemme 6,

B 3 1 +Z°o |u(d)
hacn) < s1c = (SK " 2K> - 5d:g ¥
okl +ZOO [p(d)| _

Par conséquent, par le lemme 8§,

—_

kZKih/Aﬂ)S(SK—i- > 5

d’ou

BY 1N |u(d)]

Il suit de cela que la dérivée a droite de s en K est majorée par

g2+ - Z lgd

Ceci équivaut a

C’(K—i—l log2 \
C(K+1) Z

ou [ }{d désigne la dérivée a droite de Iy au pomt K. Posons

0< Iy, + logd

(K +1) 10g2 |
)= C(K+1)2 Z

Avec la calculette du logiciel de calcul arlthmethue PARI, nous avons
obtenu F'(1.961...) = 0. Nous allons établir F'(K) < 0 pour tout K > 1.97.

F(K log d.
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Nous commencons par prouver cette inégalité pour K > 3. Pour tout K > 1,
F(K) est majoré par

log 2 log 3 log 5 =

9K+l 3K+l 5K+l Z dK+1
log2
(e e+, L) )
1/log3 logh 1 1
= log5
2<3K LTS +<°g +K—1)(K—1)5K1>

log2 1 1 1 1
= (_ 2K+ +2<log5+K—1>K—l ' 5K1>

N <10g (3/8) |, log (125/32) ) *f < logd B log2>’

2. 3K+1 2. 5K+1 d 2

qui est < 0 pour K > 3.

Nous écrivons maintenant F'(K') sous forme d’une somme de deux séries
de Dirichlet, I'une a coefficients positifs, 'autre a coefficients négatifs :
F(K) = f(K) +g(K) ou

X u(d logd 1 log d
N ]
d=5

log 2 1 [(log3 log?2
oK) = ~gicrt 3K( T >

f et g sont respectivement croissantes et décroissantes sur |1, +00[; un calcul

machine similaire & celui effectué a la fin de la démonstration du théoreme

1, avec cette fois des pas de 1/80, permet d’aboutir & la majoration de F'(K)

recherchée pour 1.97 < K < 3.

Pour terminer la démonstration du théoreme 4, il reste & verifier s, > 1/2
pour tout £ > 1.97. Nous montrons que cette inégalité est vraie pour tout
k> 1.

Le point (2.2) de [4] s’étend aux k réels > 1 :

1 1 1 1 1

_ > Z 4 _
C(k+1) 2¢(k) =2 2-3kt1 2(k—1)5k—1’
qui est > 1/2 pour k > 3. Les fonctions k +— 1/{(k+ 1) et k — 1/(2¢(k))
sont croissantes sur |1, +o00[. Nous avons vérifié que

1 1

— Z —
C(2+ 1000) 2c(1+1gﬁ) 2
ce qui acheve la démonstration de ce théoréeme.

sk > hi(—1) =

pour tout n € N, 1 < n <2000,
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Nous conjecturons que I, est strictement croissante sur |1, +o00].

L’auteur remercie vivement Y.-F. S. Pétermann pour les remarques et
commentaires qu’il a apporté a ce travail.
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