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Introduction. L’algorithme d’Euclide, étroitement lié a celui des frac-
tions continues, est un des plus anciens algorithmes existant. Son étude
emprunte trois directions relativement distinctes.

(i) La premiere direction, la plus ancienne, remonte a 1800. Gauss [Ga]
a alors posé le probleme de I’évolution de la distribution des données au
cours de I'algorithme des fractions continues; c’est ce que 'on appelle main-
tenant [’analyse dynamique de [’algorithme : on débute ’algorithme avec
une densité initiale f sur [0,1]; quelle est la densité apres k itérations de
l’algorithme? Gauss a conjecturé 'existence d’une densité-limite solution
d’une équation fonctionnelle; il restait a prouver l’existence de cette li-
mite et a mesurer la vitesse de convergence. Les premiers résultats dans
ce sens ont été obtenus un siécle plus tard par Kuz’'min [Ku] (1928) et Lévy
[Le] (1929). Finalement Babenko [Ba] et Wirsing [Wi], autour de 1975, ont
completement résolu le probléme en utilisant des méthodes d’analyse fonc-
tionnelle nouvelles dans le domaine : ils ont introduit une famille particu-
liere d’opérateurs qu’on appelle depuis les opérateurs de Ruelle-Mayer. Ces
opérateurs G dépendent d’un parametre s, et Babenko et Wirsing les uti-
lisent en s = 2.

(ii) La deuxiéme direction est celle de l'analyse de la complexité de
I’algorithme, c’est-a-dire I’étude du nombre d’itérations. L’analyse de la com-
plexité dans le pire des cas a été effectuée des 1850 par Lamé [Lam|, mais
I’analyse en moyenne, c’est-a-dire ’étude de la variable aléatoire L “nombre
d’itérations” a seulement débuté vers 1970; les méthodes ont été tres vite
diverses, puisque Heilbronn et Dixon ont évalué a peu pres en méme temps
I'espérance F[L] du nombre d’itérations par deux méthodes différentes :
la méthode d’Heilbronn [Hei] est purement combinatoire, tandis que celle
de Dixon [Di] s’appuie sur le modele continu associé et utilise les résultats
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de Philipp. En 1994, Hensley [He] a effectué une percée en démontrant le
caractere asymptotiquement gaussien de cette variable L; il a obtenu ce
résultat en utilisant fortement les propriétés des opérateurs de Ruelle-Mayer
lorsque le parametre s est proche de 2. En simplifiant cette preuve, tres tech-
nique, on obtient un résultat plus faible qui donne une preuve alternative
tout a fait naturelle des résultats d’Heilbronn et Dixon [FV].

(iii) Le troisieme axe releve de la théorie probabiliste des nombres; on
y étudie les propriétés métriques des continuants Qi et en particulier la
convergence de la loi des variables aléatoires log Qi vers la loi normale. Les
méthodes employées jusqu’a une date récente étaient essentiellement proba-
bilistes, avec des interventions assez fortes de la théorie ergodique. C’est ainsi
que Philipp [Ph], en assimilant la variable log Q) & une somme de variables
presque indépendantes, a obtenu en 1970 un théoréeme central-limite, avec
une vitesse de convergence en O(k~!/®). Cette vitesse de convergence a
été améliorée depuis par Misyavichyus [Mi] (1987), jusqu’en O(logk/V'k).
Tres récemment, Morita [Mo] (1994) démontre un théoreme central-limite
dans un cadre général en utilisant les opérateurs de Ruelle liés aux systemes
dynamiques. En particularisant ensuite les opérateurs — qui deviennent alors
les opérateurs de Ruelle-Mayer — et en introduisant la méme approximation
que celle de Philipp sur les variables log Qy, il atteint la borne conjecturée
sur la vitesse de convergence, égale & O(1/Vk). Cependant, la généralité de
la méthode et 'approximation faite sur les variables ne lui permettent ni de
préciser d’autres phénomemes caractérisant le comportement asymptotique
des variables log Qr, ni de travailler avec une densité quelconque.

Ainsi, un des problémes non complétement résolus autour de ’algorithme
d’Euclide est du troisieme type (iii). C’est aussi la seule direction ot 'on
n’a pas cherché a utiliser directement les opérateurs de Ruelle-Mayer. Le
premier azre de ce travail consiste donc a utiliser directement les opérateurs
de Ruelle-Mayer pour l’étude de la loi limite de log Qy, et ce, dans le cas
d’une densité quelconque : cette utilisation directe permettra de travailler
effectivement avec la variable log @ sans recours a des approximations.

L’algorithme de Gauss, qui effectue la réduction des réseaux de dimension
2, se présente, dans un modele complexe adapté, comme la généralisation
formelle et naturelle de I’algorithme des fractions continues [DFV]. L’analyse
de la complexité de l'algorithme de Gauss est importante, car cet algo-
rithme sert comme procédure essentielle dans tous les algorithmes de ré-
duction des réseaux de dimension supérieure. Par ailleurs, la réduction des
réseaux est extrémement utile dans des domaines tres divers, tels la pro-
grammation linéaire en nombres entiers, la factorisation des polynomes a
coefficients entiers ou la cryptographie. L’algorithme LLL [LLL], qui est le
plus célebre parmi les algorithmes de réduction, a un comportement algo-
rithmique encore mal compris, malgré quelques résultats partiels [DV], et
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toute entreprise d’analyse de complexité de cet algorithme doit bien siir
commencer par ’analyse de ’algorithme de Gauss : analyse dans le pire des
cas, analyse en moyenne. On peut chercher a effectuer dans le méme temps
I’analyse dynamique de I’algorithme, intéressante en elle-méme et suscepti-
ble de conséquences importantes sur I’analyse en moyenne.

La complexité dans le pire des cas a été étudiée de maniere précise [Lag],
[Val], [KS] : on démontre que c’est essentiellement la méme que celle de
I’algorithme d’Euclide. Vis a vis des deux autres analyses — analyse en
moyenne, analyse dynamique —, les comportements des deux algorithmes
sont vraiment différents. Ces deux analyses ont déja été effectuées, lorsque
la densité initiale est uniforme, dans [DFV]; les méthodes d’analyse fonc-
tionnelle employées font intervenir la famille d’opérateurs de Ruelle-Mayer
déja utilisée dans 'algorithme d’Euclide; on utilise alors ces opérateurs G
pour s = 4.

Le deuziéme axe de ce travail consiste ainsi o effectuer l’analyse en
moyenne et l’analyse dynamique de l’algorithme de Gauss, dans le cas d’une
densité quelconque, a l'aide de méthodes d’analyse fonctionnelle similaires
a celles déja utilisées.

Pourtant, dans le cas ou la densité initiale n’est plus uniforme, les opéra-
teurs de Ruelle-Mayer classiques ne paraissent pas adaptés, dans aucune des
deux problématiques. On introduit donc une nouvelle famille d’opérateurs,
appelée opérateurs de Ruelle-Mayer généralisés, qui permettent de traiter le
cas général d’une densité quelconque.

Ces opérateurs operent sur des fonctions holomorphes a deux variables.
Contrairement aux opérateurs classiques de Ruelle-Mayer, étudiés de
maniere extensive par Mayer [Mal], [Mad], [MR], les opérateurs a deux
variables semblent nouveaux. Méme si on peut les étudier en utilisant des
résultats plus généraux dus également & Mayer [Ma2], [Ma3], nous adoptons
ici un autre point de vue : nous les étudions en liaison avec les opérateurs
usuels. En particulier, nous relions les propriétés spectrales dominantes des
opérateurs généralisés a celles des opérateurs usuels et nous montrons qu’il
y a un héritage tres fort des propriétés spectrales dominantes.

Les résultats obtenus sont les suivants :

(i) En ce qui concerne I’algorithme des fractions continues, nous étudions
directement la variable aléatoire log Qx (ou @ est le continuant). Nous
démontrons la convergence de la loi de log @ vers la loi normale avec
un reste en O(1/ \/E), et ce pour une densité analytique quelconque. Nous
décrivons aussi le comportement asymptotique de ’espérance et de la va-
riance de log @), qui fait intervenir les propriétés spectrales dominantes et
sous-dominantes des opérateurs au voisinage de s = 2, et nous précisons la
maniere dont I’espérance et la variance dépendent de la densité considérée.
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Nous étudions également la convergence vers la loi normale de la variable
log(Qr + yQr—_1) et nous obtenons, pour elle, essentiellement le méme type
de résultats. La méthode est fondée sur 'utilisation de la série génératrice
des moments et permet d’obtenir aussi des résultats de grandes déviations.

(ii) Dans I’étude de l’algorithme de Gauss, nous prouvons les deux résul-
tats suivants, valables pour une classe tres générale de densités :

e le nombre d’itérations de I'algorithme possede une distribution asymp-
totiquement géométrique,

e la dynamique de 'algorithme tend vers une configuration limite. Ce
dernier résultat constitue, pour l'algorithme de Gauss, un résultat analogue
a celui de Gauss—Kuz'min—Lévy pour 'algorithme des fractions continues.

Ces deux derniers résultats sont de méme type que les résultats précé-
demment obtenus dans [DFV] dans le cas d’une densité uniforme. Contraire-
ment a ceux-ci, qui utilisaient les comportements spectraux dominants des
opérateurs en s = 4, les résultats de ce travail dépendent de la “valuation”
de la densité initiale : pour une densité initiale de valuation r, ce sont les
propriétés spectrales des opérateurs en s = 4 + 2r qui interviennent. Cette
étude de 'algorithme de Gauss, qui est une généralisation 2-dimensionnelle
de I'algorithme des fractions continues, est & comparer avec d’autres études
concernant des généralisations différentes de I’algorithme des fractions conti-
nues, telle ’étude de Broise [Br] concernant 1’algorithme de Jacobi—Perron
ou celles de Mayer [Ma5]. Signalons aussi une autre généralisation 2-dimen-
sionnelle de l'algorithme des fractions continues utilisée dans la détermina-
tion du signe du déterminant; ’algorithme correspondant a déja été analysé
[Va2] pour une classe plus restreinte de densités ou le recours aux opérateurs
de Ruelle-Mayer usuels est suffisant.

Le travail comprend trois parties; dans la premiére partie, nous défi-
nissons les opérateurs de Ruelle-Mayer généralisés et nous montrons com-
ment ils interviennent naturellement dans les probléemes posés. Ensuite, nous
étudions les propriétés spectrales de ces opérateurs généralisés (section 3), en
référence constante avec les propriétés analogues des opérateurs classiques
rappelées en section 2. Enfin, en utilisant les trois premieres sections, nous
obtenons les résultats énoncés, d’abord pour I’algorithme d’Euclide (section
4) et enfin pour l'algorithme de Gauss (section 5). Une version abrégée de
ces résultats est parue dans les CRAS, novembre 1995. Il existe aussi un
article général [FV] qui décrit le role des opérateurs de Ruelle-Mayer usuels
dans ’analyse des algorithmes liés aux fractions continues.

1. Opérateurs de Ruelle-Mayer et analyse en moyenne. Les
opérateurs de Ruelle-Mayer sont liés de maniere étroite a 'opérateur de
décalage des fractions continues, et servent a 1’étudier. On en rappelle les
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propriétés formelles, puis on introduit les opérateurs généralisés. On mon-
tre ensuite comment ces opérateurs interviennent dans ’expression des trois
objets ici étudiés : (i) la série génératrice des moments de la variable log Q
pour Dalgorithme des fractions continues, (ii) la distribution du nombre
d’itérations de l’algorithme de Gauss, (iii) la densité des données apres k
itérations de l'algorithme de Gauss.

1.1. Opérateur des fractions continues et continuants. L’ opérateur de
décalage U des fractions continues est défini pour un réel x de Z =]0, 1] par

(1) Ux) =1/x—[1/x]
ou [z] désigne la partie entiere du réel x. Cet opérateur est a la base de
l’algorithme des fractions continues :

Entrée : un réel x de 7
Tant que z # 0 faire z := U(x).

A un réel z, on associe la suite zg = x,x1,Z2,..., Tk, ... des itérés de z. Si le
k-éme itéré existe, I'algorithme des fractions continues construit sur ’entrée
zo un développement en fraction continue

1
(2) Lo = 1 )
mi + T
mo +

mg + Tk

ot les entiers m; sont supérieurs ou égaux a 1. La relation xg = h(xy) définit
une homographie de hauteur k, associée & un k-uplet m = (myq,...,myg)
d’entiers m; > 1,

hm(z) - hm17m27--'7mk (Z) = n 1 .
m A+ 1
ma +

mg + 2
Toutes ces homographies de hauteur k constituent ainsi toutes les branches
inverses possibles du k-eéme itéré de U. Une telle homographie h, de hauteur
k, s’exprime alors a ’aide des continuants
Pk + ZPk,1
hm(z) = ——F+—,

m(2) Qk + 2Qk—1
ol

Qr = Qr(ma, ..., my), Qr—1= Qr_1(m1,...,mp_1),

Py = Qr—_1(ma,...,mg), Pro1=Qr2(ma,...,mp_1).
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Les polynomes continuants sont définis par récurrence

(3) Qr(mi,...,mp) =mpQr_1(my,...,mr_1) + Qr—2(my,...,mr_2),

avec Qo = 1, Q1(my) = my. Il est bien connu [RS] que le polynéme continu-
ant Q(m) est aussi la somme de tous les monomes obtenus en barrant deux
variables consécutives m;m;11 dans le produit m;ms ... my. Les continuants
vérifient une propriété de symétrie

(4) Qk(mla"‘7mk):Qk(mk7"'7m1)7
et l'identité du déterminant
(5) QrPi-1 — Qu1P. = (-1,

Pour une homographie h de hauteur k, le transformé par h du segment
7 est appelé intervalle fondamental de rang k. L’intervalle Z lui-méme est,
a un ensemble de rationnels pres, réunion disjointe de tous les intervalles
fondamentaux de rang k :

(6) S U h(Z) pour chaque k > 0.
|h|=k
L’intervalle fondamental h(Z) s’exprime en fonction des continuants :
P, Py_1+P
h(T) = } L B+
Qr Qr—1+ Qk

(les bornes de l'intervalle étant ordonnées ou non suivant la parité de k) et
est de longueur égale a

1
T Qr(Qk+ Qi)

1.2. Opérateurs usuels. Les opérateurs de Ruelle-Mayer usuels G ser-
vent a “inverser” 'opérateur de décalage U des fractions continues. Ils sont
définis pour un complexe s vérifiant R(s) > 1 par la relation

Gilf(:) = (mizyf(miz)'

m>1

(7) |h(Z)]

Les itérés d’ordre k de ces opérateurs engendrent alors les continuants
d’ordre k dans le sens suivant

N B 1 Py_1z+ Py
G [fl(z) = Z (Qk_lz—FCQk;)Sf(Qk—lz‘FQk>7

mq.. Mg

et, en particulier

o ano= 2 gla)- 2 a(a)

my...Mg
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la seconde égalité étant due aux propriétés de symétrie (4). Une homographie
h de hauteur k a une dérivée qui, sur le segment Z, et grace a (5), a le signe de

(—1)*. Cela justifie I'introduction de la fonction h qui est I'unique fonction
holomorphe qui coincide avec

/ _ _ / — 1
©) VIR = /(-0 W) = 5— o

sur le segment Z. On obtient ainsi un opérateur Cgh) défini par

(10) CM[f](2) = h(2)* f o h(2),

et une forme alternative pour G, et ses itérés, comme une somme de tels

opérateurs :
ge=> ¢,
|h|=k

ou la somme est étendue a toutes les homographies A de hauteur k.
1.3. Introduction des opérateurs de Ruelle-Mayer généralisés. Ils dé-

pendent de deux parametres s et ¢, vérifiant R(s + t) > 1, opeérent sur des
fonctions F' holomorphes de deux variables et sont définis formellement par

1 1 1
G t[F)(u,v) = Z (m+u)8(m+v)tF<m+U7 m—l—v>‘

m>1

Leurs itérés vérifient
G [F)(u,v) = Y h(w)*h(v)' F(h(u), h(v)),
|h|=k

oll, comme précédemment, la somme est étendue aux homographies h de
hauteur k£ et h définie comme en (9). Ainsi, I'opérateur G et ses itérés
s’écrivent comme une somme d’opérateurs

h
G’;,t = Z Cg,t)
|h|=k

ol les opérateurs Cglft) sont définis par
(1) CL[F)(,v) = h(u)*h(0) F(h(u), h(v)).

Les opérateurs G, ; généralisent les opérateurs usuels G, en deux sens dif-
férents. D’une part, la restriction a la “diagonale” u = v permet de retrouver
les Csy+ a partir des C,; et donc les Go44 a partir des G, dans le sens
suivant :
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(12)  ColF(u,u) = Coylfl(u),  GELIF](u,w) = Gyl f)(w),

ou f est 'application diagonale associée a F' par la relation f(u) = F(u,u).
D’autre part, lorsque G ; est appliqué a la fonction constante 1, il s’exprime
également en fonction de Gy,

(13) Gy [1(u,v) = G2 [vi21(0),

a l'aide de la fonction Vq(f;f) qui dépend des parametres u et v,

1

v (2) =
(14) (2) (14 uz)%(1 4+ vz)t’

u,v

comme on le voit aisément en utilisant I’égalité (8). Cette derniere expression
(13) est d’ailleurs largement utilisée dans [DFV].

1.4. Les opérateurs de Ruelle-Mayer et la loi-limite de log Q). La va-
riable aléatoire Q) joue un role fondamental dans I’étude de 'algorithme
des fractions continues. Pour un réel x = xy de 'intervalle Z, on considere
le k-eme itéré x, = U¥(xq), s'il existe, et I’homographie h de hauteur k
vérifiant ¢ = h(zy), associée & un k-uplet m = (my,...,my) par (2). On
pose alors, avec un abus de notation habituel,

Qr(z) == Qr(ma,...,my).

La variable @Qj représente ainsi le dénominateur de la k-eéme réduite du
réel x; elle est définie presque partout et est constante sur chaque intervalle
fondamental de rang & : c’est le continuant associé a 'intervalle fondamen-
tal, et il est lié de maniere étroite a la longueur de lintervalle fon-
damental (7).

La proposition suivante constitue le fondement du premier axe de ce
travail : elle relie, de maniere tres simple et nouvelle, la série génératrice des
moments de la variable Q et les opérateurs de Ruelle-Mayer généralisés,
ou non, pour des parametres pris au voisinage de s = 2.

PROPOSITION 1. La série génératrice des moments de la variable log Q,
My(s) == Elexp(slog Qx)| = E[Qy]
s’exprime en fonction des k-émes itérés des opérateurs de Ruelle—Mayer :
(i) lorsque la densité sur I est uniforme, en fonction des opérateurs

usuels,

1

My (s) = gg—s [1+u

o,
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(ii) pour une densité f quelconque intégrable sur I, en fonction des
opérateurs généralisés,
1
(15) Mi[f)(s) = | G5 [F)(2,0) do,
0
ot F est définie a partir de f par la relation F(u,v) = f(u).

Preuve. Lavariable Qj est constante sur chaque intervalle fondamental
de rang k; les intervalles fondamentaux de rang k forment, a un ensemble
de rationnels pres, une partition de Z (6).

Dans le cas de la densité uniforme, on utilise I’expression de la longueur
de cet intervalle (7) et on obtient

My(s) = E[Q;] = Z

mi...m

s 1
. Qk Qr(Qr + Qr—-1)

1 1
- Z 25 1+ Qr1/Q’

mi... Mg k

ce qui équivaut, grace a (8), a la forme proposée.
Dans le cas d’une densité f, avec la notation définie en (9), on obtient

Mi(s) = E[Qi] = Y hO0)™ | f(u)du,

|h|=k h(T)

qui se transforme par le changement de variables h(v) = u effectué dans
chaque intervalle fondamental,

My(s)= Y h(0)~* S%(v)%foh(v) dv.

|h|=k 7
L’interversion des sommations conduit alors a I’expression proposée. m

Remarque. Soit y un réel de I'intervalle [0, 1]. La variable Qy +yQx—1
est également intéressante, car elle contient des informations sur la dépen-
dance entre les variables Qi et QQr_1. La série génératrice de cette variable
aléatoire admet, pour une densité f quelconque, ’expression plus générale

1

(16)  My[f,yl(s) := Elexp(slog(Qr +yQk-1))] = SGIS,_S[F](ZE,Z/) dr,
0

ou F' est encore définie a partir de f par la relation F'(u,v) = f(u).

1.5. Opérateurs de Ruelle—Mayer et analyse en moyenne de [’algo-
rithme de Gauss. L’algorithme de Gauss est un algorithme de réduction
des réseaux en dimension 2. A partir d’'une base quelconque d’un réseau
de dimension 2, il construit une base minimale. Dans un modele complexe
adapté, il se présente comme une généralisation formelle de 'algorithme
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d’Euclide [DFV] : il utilise une extension de l'opérateur de décalage U réel
des fractions continues défini en (1) en un opérateur complexe

U(z) = (1/2) = [R(1/2)].
Cet opérateur est ainsi le composé d’une inversion-symétrie et d’une trans-
lation entiere. Appliqué a un complexe z situé a lintérieur du disque D
de diametre Z = |0, 1], I'inversion le “sort” du disque et la translation le
“rameéne” dans la bande B = {z | 0 < R(z) < 1}. L’algorithme de Gauss se
présente alors comme une suite d’applications de 'opérateur U.

Entrée : un complexe z de D
Tant que z € D faire z := U(z).
Sortie : un complexe z de B\ D.

L’analyse en moyenne de I’algorithme consiste a étudier la variable aléa-
toire L ‘“nombre d’itérations”, lorsque les entrées z sont distribuées dans
D suivant une densité initiale f. Il s’agit en particulier d’étudier le com-
portement asymptotique de la distribution de la variable L définie par la
suite

o = Pr[L > k+1].

Mais il est aussi fondamental de faire ’analyse “dynamique” de ’algorithme :
si Fy = f désigne la densité initiale des entrées dans le disque D, on introduit
la densité Fy qui s’établit sur D apres k itérations de I'algorithme, et il s’agit
d’étudier le comportement asymptotique de la suite Fj. C’est ’analogue du
probleme qu’avait posé Gauss pour l'algorithme d’Euclide. Contrairement &
I’algorithme d’Euclide, I’algorithme de Gauss est un algorithme qui termine
au bout d’un nombre fini d’itérations, sauf sur ’ensemble de mesure nulle
constitué par les réels irrationnels. Ainsi la densité F tend nécessairement
vers 0 en tout point du disque D, car les données non réelles finissent toujours
par “sortir” du disque D. C’est donc la densité “conditionnelle” limitée au
disque D qui a un comportement asymptotique significatif (voir [DFV] pour
plus de détails). On ne s’intéresse qu’aux points zo dont le k-éme itéré zj
appartient encore au disque D et on cherche a évaluer la répartition de ces
itérés dans le disque D. Tout ceci revient a étudier la densité conditionnelle
Fy, := F}./or que nous nommerons tout simplement densité d’ordre k.

L’éveénement [L > k + 1] est formé des éléments zy de D pour lesquels
les k premiers itérés z; = U’(2q) (1 < j < k) appartiennent tous au disque
D. On a donc

(17) [L>k+1]=Ul3"D) = |J nD),
|h|=k

d’apres la définition méme des homographies de hauteur k. Par analogie avec
la terminologie d’intervalles fondamentaux, les disques h(D), construits sur
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les intervalles fondamentaux h(Z), s’appellent les disques fondamentaux.
Ils sont disjoints. Voici une figure représentant les disques fondamentaux
correspondant & des homographies de hauteur k& < 4 (coloriés suivant la
parité de k).

La distribution g et la densité Fj, dépendent toutes deux de la densité
initiale f, et on les désignera respectivement par o[f] et Fi|[f], les notations
or. et Fy, étant réservées au cas ou la densité initiale est uniforme. On remar-
que d’ailleurs, en observant la figure, que c’est le comportement de la densité
initiale au voisinage de 'axe réel qui va avoir une influence importante sur
I'asymptotique des grandeurs étudiées.

On va donc travailler avec des densités f qui, considérées comme fonction
de deux variables réelles = et y, sont non nécessairement analytiques, et on
introduit la notion de valuation au voisinage de I'axe réel.

DEFINITION. Une fonction f définie sur D \ Z est dite de wvaluation
(r > —1) au voisinage de 'axe réel s'il existe une fonction g définie sur D,
analytique en z et g, continue sur D, positive sur D et strictement positive
sur Z pour laquelle

(18) f(z,y) =ly|"g(x,y) pour tout point z = = + iy de D\ Z.

La proposition suivante constitue le fondement du deuxieme axe de ce
travail : Elle montre que, pour une densité initiale quelconque, les deux
objets étudiés (densité dynamique et distribution du nombre d’itérations)
s’expriment en fonction des itérés des opérateurs de Ruelle-Mayer généra-
lisés, ou non, pour des parametres pris en s = 4 ou en (s,t) = (2,2) ou
encore en (s,t) = (24,2 + r) pour une densité de valuation r.
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PROPOSITION 2. La distribution de probabilités on et la densité Fj
d’ordre k s’expriment en fonction des itérés d’ordre k des opérateurs de

Ruelle-Mayer.

(1) Pour une densité uniforme, en fonction de l'opérateur usuel G4 [DFV],

4 2,2 1
Fi(z,y) = rgkgff[Vi,z )](O) avec o, = G |:(1_’_u)2:| (0),
et
1
Vi?g) (t) = (ici, z =x + 1y, Z =z — iy).

(14 2t)2(1 + zt)?
(ii) Pour une densité intégrable f sur D, en fonction de l'opérateur
généralisé Ga o,

Fulf](z,y) = ijcszm (@ + iy, — iy)

avec
(19) orlf] =\ GL,[Fl(@ + iy,x — iy) du dy,
D

ot la fonction F de deux variables complexes est définie a partir de la fonc-
tion f de deux variables réelles par la relation F(x + iy, z —iy) = f(x,y).

(iii) Pour une densité f de valuation r de la forme f(z,y) = |y|"g(z,y),
en fonction de l'opérateur généralisé Gayr oir,

Fylf)(,y) =

4
"GE Gy, —
m[f]lyl 5+r040r Gl(T + 1y Y)

avec
(20> Ok [f] = X ’y‘TGl2€+r,2+T[G} (.%' + iy7 T — Zy) dx dya
D

ot la fonction G de deux variables complexes est définie a partir de la fonc-
tion g de deuzx variables réelles par la relation G(z + iy, x — iy) = g(z,y).

Preuve. La preuve de (i) se trouve dans [DFV]. Dans le cas d’une
mesure p associée a une densité f(z,y), en vertu de (17), la probabilité
ok [f] est donc égale a

PrL>k+1]= Y ulh(D)]= ) | flzy)dedy.
|h|=F |h|=k h(D)
On effectue le changement de variable z = h(Z) dans chaque disque h(D),
ou plus exactement le changement de variable (z,y) = /E(X ,Y') associé a
I'interprétation h:R?2 — R? de I’homographie h : C — C. Il intervient
alors le jacobien de la transformation h, égal a |h/(Z)|?> = |h(Z)|*, avec la
fonction h définie en (9), et, apres interversion de la somme et de l'intégrale,
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on obtient
alf1=\ > |h(z + iy)|* f o h(z,y) dz dy.
D |h|=k

La fonction a intégrer s’exprime en fonction du k-éme itéré de 'opérateur
‘H défini par la relation

Holfl(w,y) = D hle +iy)|*f o h(z.y),
|h|=1
qui donne par itération

HEf)(@,y) = > (bl +iy|* f o h(=,y),

|R|=Fk

et on obtient une expression de gi[f] faisant intervenir le k-éme itéré de
l'opérateur Hy,

orlf] = \ Hilfl(.y) dudy.
D
Dans le cas ou la densité est de valuation r, définie en (18), de la forme
flx,y) = |y|"g(z,y), on remarque la relation

(21) HEfl(z,y) = ly|"He o [9](2,y)  pour tout k > 0,

ce qui permet d’exprimer dans ce cas gg[f]| en fonction du k-eéme itéré de
lopérateur Hyyo-. Le module intervenant dans la définition de Hg sem-
ble poser un probleme, car les espaces sur lesquels on peut travailler com-
modément sont des espaces de fonctions holomorphes. On résout cette dif-
ficulté en travaillant dans C x C avec les opérateurs généralisés : On utilise
la fonction F' définie par f(z,y) = F(x+iy,x—iy) et la relation |h(x+iy)|?®
= ?L(CL‘ + 1y)si~z(m — 4y)®. On remarque de plus D'égalité f o ﬁ(aj,y) =
F(h(z+1iy), h(z—1iy)) et finalement on obtient une relation entre I’'opérateur
Has et I'opérateur généralisé Gy s :

(22) Mo fl(x,y) = GLL[F)(z + iy, @ — iy).

La méme démonstration prouve aussi que la densité Fi[f](z,y) d’ordre k
est proportionnelle a

Hy )2, y) = G5 o[F(x + iy, x — iy)

= > h(z+iy)*h(z — iy)*F(h(z + iy), h(z — iy)),
|h|=k

dans le cas d’une densité quelconque et a

Hi:+2’l’ [f] (.’E, y) = G12€+r72+r[G] («T + Zy, T — Zy)
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dans le cas d’une densité de valuation r, le coefficient de proportionnalité
assurant que

\ Fulf](z,y) dudy =1,
D
et constituant aussi le facteur de “conditionnement” de la densité. m

Ainsi, les Propositions 1 et 2 montrent que les objets étudiés ici s’expri-
ment en fonction des itérés des opérateurs de Ruelle-Mayer, généralisés ou
non. C’est essentiellement une étude asymptotique que nous menons, et elle
va donc dépendre des propriétés spectrales de ces opérateurs : les propriétés
spectrales dominantes permettent alors de déterminer le terme principal,
tandis que la vitesse de convergence ou le terme d’erreur vont dépendre des
propriétés spectrales sous-dominantes.

On étudie donc ces opérateurs G ; qui se présentent comme des exten-
sions formelles et naturelles des opérateurs G,,;. L’idée n’est pas d’en faire
une étude directe, mais de décrire comment les propriétés essentielles des
opérateurs a une variable se transmettent aux opérateurs a deux variables.
C’est pourquoi on décrit, dans la section suivante, les principales propriétés
des opérateurs de Ruelle-Mayer a une variable.

2. Propriétés des opérateurs de Ruelle-Mayer a une variable.
Apres avoir rappelé les notions de nucléarité et de ug-positivité, on décrit les
propriétés des opérateurs classiques afin de montrer par la suite 'héritage
de ces propriétés par les opérateurs généralisés.

2.1. Rappels sur les opérateurs nucléaires d’ordre 0. Soit B un espace
de Banach et B* son espace dual. Un opérateur £ : B — B est nucléaire
d’ordre 0 s’il admet la représentation

L= Zuief ®e; ou encore L[f]= Zuief(f)ei pour tout f € B,
i€l icl
avec e; € B, ef € B* vérifiant |le;|| = |lef|| = 1 et p; p-sommable pour tout
p >0 (ie. Y |pi|? < 00).
De tels opérateurs ont été introduits et étudiés par Grothendieck [Grl],
[Gr2]. Ils sont compacts. Mieux, on peut justifier sur cette classe la plupart
des calculs matriciels classiques. On définit ainsi la trace d’un tel opérateur,

(23) Tr L = Z wie;(e;), égale aussia TrL = Z Ais

il iel
ou les \; sont les valeurs propres de £ comptées avec leur multiplicité
algébrique. Les traces des itérés de £ sont également bien définis. Le déter-
minant de Fredholm de L, qui représente ’analogue du polynéme caractéris-
tique,
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(24) det(I — z2L) := H(l — Ai%),

iel
ou les A; sont les valeurs propres de £ comptées avec leur multiplicité
algébrique, admet alors I’expression

X _m
(25)  det(I — 2£) = exp|— Trlog(I — 2L)] = exp [ -y % Imm] .
m=1

Ainsi, les opérateurs nucléaires d’ordre 0 ont toutes les bonnes propriétés
qui justifient un calcul matriciel sur des matrices infinies. Certains espaces
de Banach sont spécialement intéressants car tout opérateur borné y est
nucléaire d’ordre 0. C’est le cas [Grl], [Gr2] des espaces de fonctions holo-
morphes A (V) ou B (V) qui seront largement utilisés dans la suite.

2.2. Rappels sur les opérateurs ug-positifs. Ces opérateurs ont été in-
troduits par Krasnosel’skii [Kr]; ils généralisent les opérateurs positifs de la
dimension finie et possedent des propriétés spectrales dominantes.

Un ensemble K d’un espace de Banach réel B est appelé un céne propre
si

(i) pour tout réel o > 0 et tout f de K, of € K,

(ii) K n—K = {0}.

Un cone propre est appelé reproductif si B = K — K, i.e. tout élément f de
B g’écrit comme la différence de deux éléments de K.

Soit K un cone propre, reproductif et d’intérieur K non vide. On dit que
L : B — B est positif (par rapport au cone K) si L(K) est inclus dans K.
Soit ug un élément de K ; on dit que l'opérateur positif £ est ug-positif par
rapport au cone K si pour tout élément f non nul de K, il existe un entier
p et deux réels « et § strictement positifs pour lesquels

(26) Bug < LP[f] < aug,

ou l'ordre est défini en relation avec K : f < g si et seulement si g— f € K.

Alors, d’aprés un théoréeme di & Krasnosel’skii [Kr|, un opérateur L
compact et ug-positif satisfait a une propriété de type Perron—Frobenius :
il a un unique vecteur propre g dans K et la valeur propre associée A est
simple, et strictement plus grande en valeur absolue que les autres valeurs
propres.

Nous décrivons maintenant les principales propriétés dont jouissent les
opérateurs de Ruelle-Mayer & une variable : Sur un espace de Banach adapté,
ils sont nucléaires d’ordre 0, et leur spectre est donc discret. Sur un espace
de Hilbert convenable, ils sont isomorphes a des opérateurs intégraux, et
sont donc diagonalisables. De plus, ces deux espaces de définition, espace de
Banach et espace de Hilbert, sont tres fortement liés. Enfin, si le parametre s
est réel, ces opérateurs possedent un spectre réel et satisfont a une propriété
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de positivité de type Perron—Frobenius, qui prouve I'existence d’objets spec-
traux dominants, qui se prolongent lorsque le parametre s reste au voisinage
de I'axe réel.

2.3. Propriétés des opérateurs de Ruelle-Mayer usuels : nucléarité. On
désigne par P, le demi-plan {z | (z) > o}, et on pose P := P_;/5. On
considere un intervalle ouvert borné J qui contient strictement le segment
[0, 1], et on désigne par V le disque ouvert de diametre 7. On exige de plus
que V soit inclus dans P et que le demi-plan P soit envoyé dans le disque V
par toutes les homographies de hauteur 1, i.e.

h(P)CV pour |h|=1.
Ceci entralne en particulier que le disque V est strictement conservé par
toutes les homographies de hauteur 1,

h(V)CV pour |h| = 1.

Une configuration-type est fondée sur un intervalle 75 de la forme |—9,2 44|
(0 < § <1/2), et Mayer ou Hensley choisissent § = 1/2. Ici, nous travaillons
avec un parametre § vérifiant 0 < § < 1/4 et nous utilisons communément
d = 1/4 : Dans la suite, J et V désignent respectivement le segment et le
disque ouvert de centre 1 et de rayon 5/4. Cependant, tous les résultats de
la section s’adaptent a un rayon de la forme 14§ avec 0 < § < 1/4.

On définit les opérateurs G, pour un parametre s vérifiant (s) > 1, sur
I'ensemble A (V) formé par les fonctions f holomorphes dans V et continues
sur V. Muni de la norme sup || - || définie par

If1l = sup{[f(2)| | = € V},

cet ensemble est un espace de Banach.

Chaque opérateur G, s’exprime, ainsi que ses itérés, comme la somme
d’opérateurs ¢ définis en (10). Chacun de ces opérateurs est borné sur
Ax(V) et y est donc nucléaire d’ordre 0. D’apres des résultats classiques
repris dans ce contexte par Mayer [Mal], son spectre, formé de valeurs pro-
pres simples, est égal a la progression géométrique de premier terme pg =
h(z*)% et de raison p = (—1)Fh(z*)2, ot k est la hauteur de 'homographie
et z* est 'unique point fixe de h situé dans V. On a donc

(27)  SpCM = (i = pop™ = h(=")*(=1)""R(z)*" | n € N}.
De plus, le vecteur propre correspondant a p,, vérifie les conditions
fD(z*) =0 pouri<mn et fM(z*)#0.

Puisque Gs est lui-méme borné, comme série convergente d’opérateurs
bornés, il est également nucléaire d’ordre 0 et ce qui précede permet de
donner une expression de sa trace et de celle de ses itérés, et, via le deter-
minant de Fredholm, d’avoir acces au spectre de 'opérateur Gs.
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2.4. Représentation intégrale des opérateurs de Ruelle—-Mayer usuels.
Les opérateurs de Ruelle-Mayer jouissent de propriétés plus fortes quand
ils operent sur des espaces de fonctions plus restreints, qui sont des espaces
de Hilbert appelés les espaces de Hardy. Cette structure permet de mon-
trer que ces opérateurs sont diagonalisables, et que leur spectre est réel des
que le parametre s 'est. On peut alors évaluer précisément la norme de ces
opérateurs. Comme, de plus, ces espaces de Hilbert sont fortement compa-
rables aux espaces de Banach initiaux, on peut “transporter” la plupart des
résultats obtenus dans les espaces de Banach initiaux.

Ce point de vue a été adopté d’abord par Babenko [Bal, puis généralisé
dans [Mal], [Ma4]. On consideére les demi-plans P, = {z | R(z) > o},
P = {z | R(z) > —1/2} et lespace de Hilbert H; formé des fonctions
f holomorphes sur P, bornées sur tout P, (¢p > —1/2) et admettant une
représentation intégrale de la forme

o0
f(z) = | e g(w)wsD/2

0

dw
ew — 1’

ou ¢ est de carré intégrable par rapport a la mesure dm(w) de densité
1/(e" —1). La norme associée | - [, est définie par

oo

1By = | o) 22
0

ew —1°

THEOREME 1 [Babenko, Mayer]. Soit s un paramétre complexe vérifiant
R(s) > 1.

(i) L'opérateur Gs : Hy — Hy est isomorphe a un opérateur intégral,
c’est un opérateur normal, qui est donc diagonalisable sur ’espace Hy dans
une base orthonormale; de plus, pour s réel, s > 1, l'opérateur G, est auto-
adjoint et son spectre est réel.

(ii) Les deur normes || - || et |- | sont quasi-équivalentes dans le sens
suivant : La fonction Gs[f] est élément de Hy dés que la fonction f est
élément de As (V) et il existe deuzr constantes A(s) et B(s) pour lesquelles
on a la double inégalité

(28) Il < A(s)[flsy  pour f € Hy,
(29) 1Gslfllis) < B)IfII - pour f e Ass(V).

(iii) 1l y a coincidence entre les deuz spectres, le spectre de Gy dans le
Banach Ax (V) et le spectre de Gs dans le Hilbert Hy.

Preuve. Nous donnons les grandes lignes; les preuves détaillées se trou-
vent dans [Mal].
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(i) Sur 'espace Hy, l'opérateur G, s’exprime sous la forme

G,If1(=) = | e Kolal(wpwts /2,
0

ou s est un opérateur intégral faisant intervenir la fonction de Bessel Js_1
d’indice s — 1,

00 2k+s—1 k
B u (—1)
w=3(5) ey

sous la forme

Kslol(w) =

T dv
X Js—l(QM)QS(U)eU 1
0
Ainsi, dans cet espace Hg, G, est isomorphe a un opérateur intégral dont le
noyau est la fonction de Bessel d’indice s — 1. Ceci prouve (i).

(ii) On prouve (28) avec I'inégalité de Cauchy—Schwarz : pour tout s
vérifiant R(s) > 1 et toute fonction f € Hj, il existe une constante A(s)
pour laquelle

|f(z)] < A(s)|flsy pour tout z € V.

Pour R(s) > 2, 'espace H est identique [Mal] & ’espace H, formé des
fonctions holomorphes sur P, bornées sur tout P, (o > —1/2), et telles que

[l () drdy < o

B
Ici, on pose 0 = R(s),z = = + iy, et B désigne la bande B = {z | —1/2 <
R(z) < 0}. En utilisant le théoreme de Plancherel, on exprime la norme
|f|(s) en fonction de I'intégrale ci-dessus, sous la forme

20—2

(30) [fIfy = (o —2)

{2721/ ()P dedy (o =R(s), 2= +iy).

B

Ceci permet de prouver que, pour R(s) > 2, la fonction G[f] est élément de
H, des que la fonction f est élément de Ao (V). On utilise pour cela deux

inégalités : la premiere se déduit de (30) pour R(s) > 2 :

(31) Gl < IS |—

m>1

(m+2)° |y

et la seconde s’obtient en calculant directement 1’élément ¢ associé a chaque
fonction de Hy, de la forme z — 1/(m+2)® lorsque o := R(s) et o := R(so)
vérifient 20 — og > 1. On a alors

(32) S

= (m+u)s

D(20 — 0y)
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avec

D(e) = lar @2 *5).

ou Z représente la somme des termes d’indice impair de la fonction (. Cette
inégalité s’applique en particulier pour s = sg, et 0 := R(s) > 1, et en
remplagant alors (32) dans (31), on obtient (29) dans le cas R(s) > 2.

Lorsque s vérifie 1 < R(s) < 2, espace Hj est identique a ’espace formé
par les fonctions f holomorphes sur P, bornées sur tout P, (¢ > —1/2),
s’annulant pour R(z) — oo, dont la dérivée f’ appartient & ’espace IA{S+2.
En utilisant la relation

(33) LGA1) = ~sGsalA)(2) — Gural1(2),

et les relations (31), (32), appliquées aux fonctions du second membre, on
démontre alors que, pour s vérifiant 1 < R(s) < 2, la fonction Gs[f] est
également élément de Hy deés que la fonction f est élément de A, (V). On
en déduit finalement (ii), puis (iii). m

2.5. Propriétés spectrales dominantes des opérateurs de Ruelle—Mayer
usuels pour une valeur réelle du parameétre s. Si s est réel, Uopérateur G5 est
ug-positif et satisfait donc une propriété de Perron—Frobenius, qui montre
I'existence de propriétés spectrales dominantes.

THEOREME 2 [Mayer]. (i) Pour un réel s > 1, l'opérateur Gy : Ao (V) —
A (V) a une valeur propre dominante \(s) qui est simple, positive, et
strictement plus grande que toutes les autres valeurs propres en valeur ab-
solue. Le wvecteur propre correspondant fs est strictement positif sur J.
L’opérateur adjoint GF = A5 (V) — A% (V) a un vecteur propre dominant f}
correspondant a A(s) qui vérifie fX[f] > 0 pour f >0 sur J. Si Ps désigne
la projection sur le sous-espace dominant définie par Ps = fI ® fs, alors G
admet la représentation

gs = A(S)Ps +Nsa
ot PsoNs =NsoPs=0. Si f est une fonction de Ax(V), on a

(34) Ge[f)(2) = M) fE 1] (=) + NEf)(=)
pour tout k > 1 et tout z dans V.
(ii) Le rapport spectral o(s), égal au rapport entre le rayon spectral u(s)

de N et celui de G, est strictement plus petit que 1.
(iii) Pour une fonction f de Hy et pour tout k > 0, on a

Gilfl
)\(S)k - fs [f]fs

(35) < |flisyo(s)*.

(s)
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(iv) Pour toute fonction f de Ax(V) strictement positive sur J, on a

k z
(36) EU G0+ 0ts))

pour tout entier k. La constante du O est uniforme surV et dépend de f et
de s.

Preuve. (i) et (ii) : Si s est réel (s > 1), 'opérateur G, a un spectre réel
et laisse stable espace A% (V) formé par les éléments de A, (V) qui sont
réels sur J; c’est un espace de Banach réel, et I’ensemble K des fonctions
de As (V) dont la restriction & J est positive ou nulle y forme un cone
propre, reproductif et d’intérieur K non vide. La fonction constante ug = 1
est un élément de K et I opérateur G, ou plutot sa restriction a A% (V) est
ug-positif par rapport au cone K [Mal].

Alors on peut appliquer le théoréme de Krasnosel’skii, et comme le spec-
tre de G, est réel, les spectres de G, et de sa restriction & A% (V) coincident.

(iii) Puisque I'opérateur N est auto-adjoint dans Hy, sa norme [N
dans H; est égale au rayon spectral u(s).

(iv) Remarquons d’abord que si on travaille uniquement dans ’espace
de Banach, on peut obtenir une version plus faible de (iv), ou la quantité
O(o(s)¥) est remplacée par un terme de la forme O(a*) ot I'on peut choisir
pour « tout nombre inférieur a 1 et majorant strictement le rapport spectral
o(s). En effet, le théoreme du rayon spectral compare de maniére asymp-
totique la norme ||N|| de Vopérateur N dans 'espace de Banach avec le
rayon spectral u(s) de cet opérateur puisqu’il montre ’égalité

(37) p(s) = lim [INTM/.

Pour tout a > p(s), il existe donc une constante A (dépendant de «) pour
laquelle, pour tout £ > 1,

(38) F IVl <

( )"

ce qui ne permet pas d’atteindre la véritable vitesse de convergence.

En utilisant les espaces de Hilbert Hg et en les “comparant” avec les
espaces de Banach A, (V) grace au Théoreéme 1, on obtient le résultat plus
fort annoncé : Pour tout f dans l'espace de Banach A (V), Gs[f] est dans
'espace de Hilbert Hy, et donc N¥[f] = NF71[G,[f]] a une norme dans
lespace de Hilbert qui vérifie, grace a (iii),

INETHGs [l < p(s)* 711G [y

Comme les normes || - || et |- [5) sont presque équivalentes, en vertu de (28)
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et (29), on déduit donc, pour k > 1, la majoration

VI < Cals) A1,

ou C' est une constante qui dépend de s mais non de f. m

(39)

Pour un réel s > 1, la valeur propre dominante A(s) peut alors étre

définie par
1\ Mk
A(s) = lim .
= (Sa)

Il suffit d’appliquer ce qui précede a la fonction 1 qui est un élément de
A (V). Le plus petit des continuants Q) est obtenu, grace a (3), quand
tous les m; sont égaux a 1; c’est donc le k-eme nombre de Fibonacci ¢
qui vérifie limy, qb,lc/k = ¢ ol ¢ est le nombre d’or égal & (14 v/5)/2, ce qui
montre que s — A(s) vérifie, pour tout u > 0,

(40) As+u) < (ﬁlu)\(s),

et définit donc une fonction strictement décroissante de s.

2.6. Propriétés spectrales dominantes au voisinage de s = 2. La Proposi-
tion 1 fait intervenir les opérateurs G, lorsque s est au voisinage de 2. Il faut
donc utiliser les propriétés spectrales dominantes de G, qui vont s’obtenir
par perturbation de celles de 'opérateur G-.

Pour s = 2, 'opérateur G, a des propriétés spectrales dominantes bien
connues; la valeur propre dominante A(2) est égale a 1, le rayon spectral de
N3, déterminé d’abord par Wirsing [Wi], vaut

(41) 11(2) ~ 0.303663,

et est appelée communément la constante de Gauss—Kuz’min—Wirsing. Le
vecteur propre dominant fs, correspondant a la densité-limite de l'algo-
rithme des fractions continues, et le vecteur propre dominant f5 de ’opéra-
teur adjoint sont tous deux explicites et égaux respectivement a

1
et f3[f1=\f(z)da.

0

1 1
Clog2 14z

(42) fa(2)

Sur un voisinage de s = 2, 'opérateur G, définit une application analy-
tique s — G,. En utilisant la théorie des perturbations sur l'espace A (V),
Faivre [Fa] montre que les propriétés spectrales dominantes de G se prolon-
gent sur un voisinage complexe de s = 2.

THEOREME 3. Soit o un nombre réel strictement supérieur a la constante
w(2) dite de Gauss—Kuz'min—Wirsing. Il existe un voisinage complexe §2 de
2 pour lequel les propriétés spectrales dominantes de Gy : Ax(V) — Ase (V)
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se prolongent & G : les quatre quantités \(s), fs, f¥ (et donc Ps), Ns y sont
bien définies, y représentent les objets spectraur dominants de G5 et sont
analytiques en s. De plus, sur le méme voisinage {2, et pour toute fonction
f de A (V) strictement positive sur J, on a

(43) Gf1(z) = M) fs(2) £ [f1(1 + O(a))

pour tout k > 1, et pour tout point z de V. La constante du O est uniforme
sur {2 x V. Elle dépend de f et de «.

Preuve. C’est une application simple de la théorie des perturbations.
Contrairement a la preuve précédente, on peut travailler seulement dans
I’espace de Banach, puisque, de toute fagon, I’argument de continuité obli-
gera & choisir « strictement plus grand que le rayon spectral ANa, qui est lui
égal a la constante de Gauss—Kuz'min—Wirsing. La preuve est omise, elle
sera faite dans un cadre plus général pour le Théoreme 6. m

3. Propriétés des opérateurs de Ruelle-Mayer a deux varia-
bles. On montre ici que la famille des opérateurs G ; hérite des princi-
pales propriétés des opérateurs usuels, dues pour une part importante a
leur nucléarité et a leur positivité : I'opérateur G, ; a essentiellement les
mémes propriétés spectrales dominantes que G4+ On peut donc étudier
le comportement asymptotique des principaux objets liés a l'analyse des
algorithmes de Gauss et d’Euclide. Par ailleurs, on peut définir une struc-
ture d’espace de Hilbert qui généralise celle qui existe pour les opérateurs
usuels. Cette structure va permettre d’évaluer les termes-reste en fonction
des propriétés spectrales subdominantes.

On définit G, pour deux parametres s et ¢ vérifiant R(s +¢) > 1.
Certaines des propriétés qui vont étre énoncées sont valables pour tout cou-
ple de complexes (s,t) vérifiant (s 4+ t) > 1. Nous supposerons cependant
dans toute la suite que le couple (s,t) vérifie les conditions plus restrictives
suivantes :

(44) R(s+t)>1, R(s)>1, Rt)> 1.

On conserve par ailleurs les notations de la section 2 : On désigne par
P, le demi-plan {z | R(z) > o}, et on pose P := P_; 5. Les symboles J et
V désignent respectivement le segment et le disque ouvert de centre 1 et de
rayon 5/4.

La famille G, ; est définie sur I'ensemble Bo, (V) formé par les fonctions
F holomorphes dans V x V et continues sur ¥ x V. Muni de la norme sup
|| - || définie par

I1F]] = sup{|F'(u, v)| | (u,v) € V x V},

cet ensemble est un espace de Banach.



Opérateurs de Ruelle-Mayer 123

Chaque opérateur G, ; s’exprime, ainsi que ses itérés, comme une somme

convergente d’opérateurs Cg}ft) définis en (10). Chacun d’entre eux est borné
sur Boo(V) et y est donc nucléaire d’ordre 0, de sorte que l'opérateur Gy ;
lui-méme est nucléaire d’ordre 0.

3.1. Les valeurs propres de Gg ;. On relie ici, grace au résultat suivant,
le spectre de G a celui des opérateurs Gg 1o :

THEOREME 4. Les traces des opérateurs Gy : Boo(V) — Boo(V) et
de leurs itérés s’expriment en fonction des traces des opérateurs classiques
agissant sur A (V) :

(45) TrG’;t = Z(—l)kl TrGY .o pour tout k > 0.
1>0
1l s’ensuit une égalité entre les déterminants de Fredholm
(46) det(I — 2Gy) = [ [ det(I — (—=1)'2Gasr421)
1>0
et lidentité des spectres
Sp Gs,t - U (_1)l Sp gs+t+2l7
1>0

ot la multiplicité algébrique d’une valeur propre A de Gg; est égale a la
somme des multiplicités algébriques de la valeur propre (—1)'\ pour chacun
des opérateurs Gsyiyar-

Remarque. Le spectre de G, ne dépend donc que de la somme s +¢
et il est réel des que la somme s + ¢ lest.

Preuve du Théoréme 4. On adapte un théoreme de Mayer [Ma2]
afin de déterminer, pour toute homographie h, le spectre de Cs ;. Le théo-
reme de Mayer décrit le spectre d’'un opérateur R de la forme

R[f1(z) = ¢(2)f o ¥(2)
défini sur I'espace des fonctions holomorphes f sur §2 et continues sur {2
pour un ouvert {2 de C™. La fonction 1 est une fonction du méme espace
qui envoie strictement (2 sur lui-méme. Elle a alors un seul point fixe z*
a l'intérieur de {2 en lequel les valeurs propres de v’(z*) sont strictement
inférieures a 1 en valeur absolue. Le spectre de R est égal a I’ensemble

SpR = J ¢(z")[Sp ' ()],
>0

avec la convention suivante : Pour A = {a; | 1 < i < m}, 'ensemble A!
désigne ’ensemble des produits commutatifs ordonnés sous la forme

Al ={a;, .. .a; |1<iy < ... <dp <m}.



124 B. Vallée

En appliquant le théoreme de Mayer, on déduit que, pour toute homogra-
phie h, le spectre de C,; sur Boo (V) est formé des mémes valeurs propres
que le spectre de lopérateur Cqyy sur Ao (V), qui est égal, selon (22), a
la progression géométrique de premier terme pg = ﬁ(z*)sﬂ et de raison
1= (=1)*h(z*)2, ot k est la hauteur de I'homographie et z* est I'unique
point fixe de h situé dans V. Cependant, dans le spectre de Cj , les valeurs
propres sont multiples, et la valeur propre p, = pop” indicée par n a une
multiplicité algébrique exactement égale a n 4+ 1. On remarque aussi que ce
spectre peut étre défini comme la réunion de spectres

h h
(47) Sp Cg,t) = U (—1)* Sp C£+)t+2l7
>0

ou la réunion est prise au sens des multi-ensembles, en préservant les mul-
tiplicités. C’est ce que montre le tableau suivant, ou la référence a h est
omise :

SpCs: = {wo,  h1, T 1 Y

mult=1 mult=2 mult=3 ... mult=Il+1
SpCott = {po,  pop, pop®, . pop', ...},
(—=1)*SpCayira = {pop,  pop®, o popt, )
(—1)?*SpCostpa = {pop®, ... wopt, .o}
(—1)"*SpCotigar = {popt, ...}

L’identité (46) permet d’obtenir la formule de la trace de l'opérateur
Cgft) associé a une homographie h de hauteur k,

h h
Tr Cg,t) = Z(_l)kl T‘rC§+)t+2l,
1>0

et donc par linéarité 1'égalité (45), puis, en utilisant la définition (19) et
la relation (20), l'identité (46) sur les déterminants de Fredholm, et enfin
I'identité des spectres annoncée. m

3.2. Les propriétés spectrales dominantes de Gg; pour un couple (s,t)
de somme réelle. Dans le cas ou les parametres s et t ont une somme réelle,
lopérateur G, a des propriétés spectrales dominantes qui sont essentielle-
ment les mémes que ceux de Gg 4.

On montre d’abord directement pour l'opérateur G ; une propriété du
type Perron—Frobenius, car il est de type ug-positif. On désigne par BX (V)
les fonctions F' de B (V) dont I'application diagonale f est réelle sur 7,
et par K’ I'ensemble formé de la fonction nulle et des fonctions de B (V)
dont 'application diagonale f est positive mais non identiquement nulle sur
J. Le cone K’ contient la fonction constante ug égale & 1; il est propre,
reproductif, et d’intérieur non vide. L’'opérateur Gy ; laisse stable BX (V).
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PROPOSITION 3. Soit ug = 1 la fonction constante égale a 1. Pour s et t
de somme réelle vérifiant s +t > 1, lopérateur G restreint @ B (V) est
ug-positif par rapport au cone K'.

Preuve. On adapte aisément la preuve par ’absurde que Mayer donne
pour les opérateurs usuels, en utilisant la définition (26). Soit une fonc-
tion F' de K’ pour laquelle pour tout entier k, il existe u € J pour lequel
G% [F](u,u) = 0. Alors, pour toute homographie de hauteur k, on a
F(h(u),h(u)) = f(h(u)) = 0, ce qui entraine, par continuité, que la restric-
tion de f a J est identiquement nulle. Donc F' est nécessairement nulle. m

On peut donc appliquer le théoreme de Krasnosel’skii [Kr|, et conclure
en utilisant la réalité du spectre de G, qui démontre I’égalité des spectres
de G ; et de sa restriction & BE (V). Cette preuve n’est pas constructive car
elle ne permet pas de relier directement les propriétés spectrales dominantes
de G, a celles de Gyyy. C'est ce qui est établi dans le résultat suivant,
qui constitue une généralisation presque compléte du Théoreme 2. Seule
lassertion (iii) du Théoreme 5 est plus faible que 'assertion analogue (iv)
du Théoréme 2, et le recours aux espaces de Hilbert va permettre de renforcer
cette assertion. Ce sera fait en 3.4, dans 'assertion (iii) du Théoreme 7.

THEOREME 5. Soient s et t deux complexes de somme réelle, vérifiant
de plus

s+t>1, R(s)>1, R(t)>-1

(i) L'opérateur Gs; : Boo(V) — Boo(V) a une unique valeur propre
dominante, égale a la valeur propre dominante \(s+t) de lopérateur Gg¢.
Le vecteur propre dominant Fs ¢ de G+ prolonge le vecteur propre dominant
fstt de Goiy dans le sens suivant : Fs 4 est définie par

(48) FS,t(ua U) = S ﬁt,S(y)fS—l-t(u + (v - u)y) dy,
0

ot Bs est la densité 3 classique,

I(s+1t) 1 —1
s = TN 1- s )
Bi.s(y) T’ (1-y)
et Py vérifie Fs(u,u) = foyi(u). Le vecteur propre dominant F7, de

Vopérateur adjoint G, est égal au vecteur propre dominant fy,, de Gi,,
dans le sens suivant : pour une fonction F' de B (V) dont la restriction
a la diagonale est f, on a F;[F] = fi,[f]. Si Py désigne la projection
sur le sous-espace dominant définie par Py = fi,, ® Fi, alors Gg; a la
représentation Gsp = A(s +t)Ps; + Ny, 0t Py oNgy =Ng, 0Py =0.
Pour une fonction F' € Boo(V), on a
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(49)  GLIF)(u,v) = (s + )" F2[f] Foa(u,v) + NI [F] (u, v)

pour tout k > 1 et tout (u,v) dansV x V.

(ii) Le rapport spectral égal au rapport entre le rayon spectral de Ny 4 et
celui de Gy est strictement inférieur a 1 et ne dépend que de s + t; il est
€gal a

(50) v(is+t) = max(A(s +t+2),pu(s+1))

1
A(s+1)
ot (s +t) est le rayon spectral de Niq.

(iii) Pour toute constante o vérifiant v(s +1t) < a <1, on a
G5 F(u,0)
A(s+t)F
pour tout entier k et pour toute fonction F de Bo (V) strictement positive

sur la diagonale de J x J. La constante du O est uniforme surV x V et
dépend de o.

(51) = [Ltlf) Foe(u,0) (1 + O(|| F[|a®))

Remarque. L’intégrale dans (48) n’est bien définie que pour R(¢) > 0.
Sur un voisinage de t = 0, on peut prolonger cette égalité en posant

1

X Br1,5(Y)gs+t(u + (v — u)y) dy,

t

(52)  Fit(u,v) = foye(u) + (v — u)m

ol gsy¢ est définie en fonction de fsiy par foii(2) = fore(u)+(z—u)gse(2).

Preuve du Théoreme 5. (i) et (ii) : Le fait que \(s+t) soit la valeur
propre dominante et que v(s + t) satisfasse (50) résulte de la décroissance
stricte (40) de I'application s — A(s).

En faisant le changement de variable z = u + (v — u)y dans l'intégrale
de (48), on obtient une autre expression de Fj ¢,

I'(s+1t) (z—u)t_l(v—z)s_l

e Ve g

(53) Fs(u,v) = dz,

ou vy est le segment de droite [u, v]. La fonction a intégrer étant une fonction
holomorphe de z, on remarque qu’on peut remplacer v par tout chemin
simple reliant u & v. On vérifie maintenant que 1’égalité (53) définit plus
généralement, a partir d’un vecteur propre f de G,y relatif & A, un vecteur
propre F' de G relatif & A. Si F' est définie par (53), le calcul de G +[F] se
ramene a évaluer l'expression de chaque C, ([F] associé & une homographie
de hauteur 1, qui fait intervenir

R(u)*h(v)! Ao — b= h(e) — 2151 ds
[h(v) — h(u)]s+t-1 §f( )z = h(u)])"h(v) — 2" d

(54)
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pour un chemin ¢ simple reliant h(u) a h(v). Comme l'intégrale ne dépend
que des extrémités de &, on peut choisir pour § 'image par h d’un chemin
7 reliant simplement u & v. Le changement de variable z = h(w) dans (54),
et les relations

dz = I (w)dw = —h(w)?dw;  h(a) — h(b) = —h(a)h(b)(a — b)
valables pour a et b quelconques, permettent de réécrire (54) sous la forme

1

(O Sﬁ(w)sﬂf o h(w)(w — u)t~ (v — w)* ! dw

B <—u1>+—1 Vol Fl(w)(w = w)™ (v — w)" " du.

Pour F' définie a partir de f par (53), on a donc établi la relation

I'(s+1t) h (w—u)"" v —w)s?

cMip _ (h) d

(55) s,t [ ](u) ’U) F(S)F(t) §Cs+t[f](w) (U . u)5+t_1 w,
valable pour toute homographie de hauteur 1, et en sommant sur ces homo-

graphies, on obtient la relation

I'(s+1)
F(s)]—‘(t)§gs+t[f] (w)

(w—u)" v —w)s1

Gs,t[F] = (v _ u)s+t—1

dw.

Si donc f est vecteur propre de G,y avec la valeur propre A, alors F' est
vecteur propre de Gy ; relatif a A.

L’identité (12) de prolongement entre G, ; et G54, permet alors d’obtenir
I'expression de Fy, en fonction de f7,,.

(iii) 11 reste & évaluer alors la norme |[N% ||, ce qui se fait & l'aide du
théoreme du rayon spectral, par une preuve analogue a celle de la version
faible du Théoreme 2. m

3.3. Propriétés spectrales dominantes de l'opérateur Go s au voisinage
de s = 0. Comme pour les opérateurs de Ruelle-Mayer usuels, les propriétés
spectrales dominantes se prolongent au voisinage de parametres ou elles
sont bien définies, et ce, grace a la théorie des perturbations. L’analyse de
I'algorithme d’Euclide fait intervenir, via la Proposition 1, les opérateurs
G2, _5. On va donc perturber 'opérateur G o en G, _ sur l'espace B (V),
afin d’obtenir des propriétés spectrales dominantes de 'opérateur G, _, au
voisinage de s = 0. L’opérateur Gz, : Boo(V) — Bs(V) a comme valeur
propre dominante A\(2) = 1. Le projecteur Ny ¢ a un rayon spectral égal ici
au rapport spectral v(2) de Gz, qui compte tenu de (50), vérifie

(56) v(2) = max(u(2), A(4)) = u(2) ~ 0.303663
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et est donc égal & la constante de Gauss—Kuz'min-Wirsing, puisque A(4) ~
0.1994 (voir [DFV]).

Les conditions pour pouvoir perturber l'opérateur Go o dans ’espace
B (V) sont remplies : Il existe un voisinage complexe {2 de s = 0 sur
lequel (i) Ga,s : Boo(V) — Boo(V) est un opérateur borné, (ii) I’application
s — Gg s définit une fonction analytique de s. La preuve de ces dernieres as-
sertions s’adapte facilement de la preuve de Faivre [Fa]. On peut alors utiliser
les principes de la théorie de la perturbation pour décrire le comportement
asymptotique des itérés de Go _s au voisinage de s = 0. Le résultat suivant
constitue ainsi une généralisation du Théoreme 3, et va permettre d’utiliser
la Proposition 1.

THEOREME 6. I eziste un voisinage complexe 2 de s = 0 ou les pro-
priétés spectrales dominantes de lopérateur Ga @ Boo(V) — Bso(V) se
prolongent : sur ce voisinage, lopérateur Go _s : Bso(V) — Boo(V) a une
valeur propre dominante N\(2 — s) et un vecteur propre dominant Fo _g qui
définissent des fonctions analytiques de s ne s’annulant pas sur §2. Soit a
une constante strictement inférieure a 1 et strictement supérieure a la cons-
tante de Gauss—Kuz’min-Wirsing 1(2). Il existe un voisinage 2, de s =0
pour lesquels on a

G _[F](u,0)
A2 — s)k
pour tout entier k et pour toute fonction F' de By (V) strictement positive

sur la diagonale de J x J. La constante du O est uniforme surV xV x 2,
et dépend de a.

(57) = f3_olf] F2ms(u,0) (1 + O(| Fl|a"))

Preuve. La premiere assertion provient de la théorie des perturbations.
En particulier, I'opérateur Ny _, est bien défini sur le voisinage {2 et y définit
une fonction analytique s — Ny _; de s. La norme || Ny _;|| définit alors une
fonction continue de s au voisinage de s = 0. En s = 0, d’apres (56), le rayon
spectral de v(2) de Ng o est égal a la constante de Wirsing p(2). Le théoreme
du rayon spectral, rappelé en (37), affirme alors que pour tout nombre réel
B vérifiant p(2) < 8 < 1, il existe un entier ky pour lequel la norme HN’;OOH
de I'itéré de I'opérateur Ny o dans By (V) vérifie ||N§f’0 | < gk, Par ailleurs,
on pose

B = max{ N} |0 < j < ko — 1}

Alors, par continuité, si on choisit v et C vérifiant <y < 1let C > B, il
existe un voisinage {2 de s = 0 pour lequel on a

ING_ [ < 7™ et max{|[Ng,|l [0<j<hko—1}<C
pour tout s dans 2. Sur ce méme voisinage et pour tout indice k, on déduit
ING || < Cyfoli/kol < ay*
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ou la constante A dépend de v mais est indépendante de k et de s € {2. Par
ailleurs, en s = 0, la valeur propre dominante A(2 — s) est égale a 1. Si on
choisit alors « vérifiant v < a < 1 et si on restreint au besoin le voisinage
{2 de s = 0, on obtient sur ce voisinage 'inégalité
NS, |

— 250 < Aok

Ae(2—3s) —
pour tout s de {2. Finalement, sur {2, pour toute fonction F' de B (V), et
pour tout entier k, on a
Gg —S [F] *
—2mst 4 j2 o
)\(Q—S)k f2—s[f] 2,—s

3.4. Représentation intégrale des opérateurs de Ruelle-Mayer a deux
variables. La structure d’espace de Hilbert introduite par Babenko puis
Mayer s’adapte bien aux opérateurs G, ;, du moins lorsque s et ¢ vérifient
les conditions

(58) R(s) >0, R({t)>0, R(s+t)>1.

Cette structure joue le méme role que dans la section précédente; elle permet
de montrer que ces opérateurs sont diagonalisables, et d’évaluer précisément
leur norme. Comme précédemment, ces espaces de Hilbert sont fortement
comparables aux espaces de Banach initiaux, on peut “transporter” la plu-
part des résultats obtenus dans les espaces de Banach initiaux, ce qui permet
une évaluation fine des termes-reste.

On considere les demi-plans P, = {z | R(z) > o}, P := P_;, et I'espace
de Hilbert H, ; formé des fonctions F' holomorphes sur P x P, bornées sur
P, x P, pour tout o > —1/2 et admettant une représentation intégrale de
la forme

< A|F|la". =

F — (s—=1)/2,,(t—1)/2 —(ux+vy)
(1) = | § 200720002, )
00
ou @ est de carré intégrable par rapport a la mesure dm(z,y) de densité
1/(e**t¥—1). Compte tenu de la relation valable quand o := R(s) et 7 := R(¢)
vérifient (58),
o0 o0
o1 +—1 dzdy
S 833 'y 1m:F(U)F(7)C(U+T),
00
la fonction z(*~1/2y(t=1)/2 est, de carré intégrable par rapport & la mesure

dm(z,y) de densité 1/(e*T¥ — 1). Il est alors légitime de définir la norme
| - |(s,1) sur cet espace Hy; par

FE = | | 0 g2 -
<S,t>_S S 7y em_;'_y_l'
00
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Le résultat suivant constitue une généralisation du Théoreme 1, et de la
relation (iv) du Théoreme 2, dont on n’avait obtenu jusqu’a présent qu’'une
forme faible. Il permet d’évaluer les vitesses de convergence en fonction du
rapport spectral.

THEOREME 7. Soient s et t deux paramétres complexes vérifiant
R(s) >0, R(t)>0, R(s+t)>1.

(i) L'opérateur G4 : Hg y — Hg 4 est isomorphe a un opérateur intégral;
il est normal et est donc diagonalisable sur l’espace Hg; dans une base
orthonormale. De plus, pour s et t réels, l'opérateur G+ est auto-adjoint.

(i) Si s et t vérifient R(s) > 1, R(t) > 1, les deux normes || - | et
| [(s,ty sont quasi-équivalentes dans le sens suivant : La fonction G [F]
est élément de Hy ; dés que la fonction F' est élément de Boo (V) et il existe
deuzx constantes A(s,t) et B(s,t) pour lesquelles on a la double inégalité

(59) |F|| < A(s,t)|Flsy  pour F € Hyy,
(60) |Gt [Fllisey < B(s,t)[|[F||  pour F € Boo(V).

(iii) Sis ett sont réels et vérifient s > 1,t > 1, et si F' est une fonction
de Boo (V) strictement positive sur la diagonale de J x J, on a

Glg,t[F](uvv) _ px F 1 O F k
(61) YT crtl /1 Fsp(u,0)(1+ O([|Fllv(s +1)7))
pour tout entier k. La constante du O est uniforme surV x V et dépend de
a et de s,t.

Preuve. (i) Sur 'espace Hy 4, 'opérateur G ; s’exprime sous la forme

TT e 9 (uX e dX dY
G [Fl(u,v) = S SX(S N2y (=072~ (X K L [0)(X, Y)m
00

ou K ; est un opérateur intégral faisant intervenir le produit des fonctions
de Bessel d’indice s — 1 et d’indice ¢t — 1,

[eeNe e}

Ko [@](X,Y) = | | Joo1(2VaX)Jeoa(2V/yY)(x,y)

dx dy
erty — 1

Ainsi, restreint a cet espace H, ;, I'opérateur G ; est isomorphe a un opéra-
teur intégral dont le noyau est le produit des fonctions de Bessel d’indice
s —1et t—1. Ceci prouve (i).

(ii) On peut généraliser (28) en (59) : grace a l'inégalité de Cauchy—
Schwarz, pour tout couple (s,t) vérifiant R(s) > 0,R(¢) > 0, il existe une
constante A(s,t) pour laquelle

|F(u,v)| < A(s,1)|F|(s,ry pour tout (u,v) € V x V.
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Pour deux nombres complexes s et ¢ vérifiant R(s) > 2 et R(t) > 2,
I'espace H, ; est identique a ’espace H, ; formé des fonctions holomorphes
sur P x P, bornées sur tout P, x P, (0 > —1/2), et vérifiant

S |Z0|” 2|20 |” 2| F (u, v)|? diy dyy dz, dy, < oo.

B
Ici, on pose o0 = R(s), 7 = R(t), u = Xy + 1Yy, v = Ty + iy, et on désigne
par B la réunion des deux domaines

B = {(u,v) | =1/2 < R(u) < 0} U {(u,v) | =1/2 < R(v) < 0}.
Le théoreme de Plancherel permet de généraliser (30) en
(62)  |FI7
207227—72

T mI(c-2)I(r-2) ZS;

\J:u|”_2‘a:v]7_2\F(u, U)|2 dxy dy,, dz, dy,.

Ceci permet de prouver que, pour £(s) > 2, R(t) > 2, la fonction Gy ;[F]
est élément de Hj ; des que la fonction F' est élément de B, (V). On utilise
pour cela deux relations qui généralisent (31) et (32) : la premiere se déduit
de (62), pour R(s) > 2 et R(t) > 2,

1
(m + u)s(m +v)t <s,t>’

(63) G t[Fll sy < I

m>1

et la seconde s’obtient en calculant directement 1’élément @ associé a chaque
fonction de Hg, 4, de la forme (u,v) — 1/((m + u)*(m + v)') lorsque o :=
R(s), o0 := R(s0), 7 := R(t) et 79 := R(to) vérifient 26 —o¢ > 0, 27 —79 > 0,
et 2(c +7) — (09 + 79) > 1. On a alors

! 1
ngl (m +w)s(m +v)t orto) < WD(20—00,27_7—0>
(64) D(a,B) = (a+ ﬁ)F(a)F(ﬁ)1/25<a+§+1>’

ou Z représente la somme des termes d’indice impair de la fonction (. Cette
inégalité s’applique en particulier pour s = sg, t = tg et s et ¢ vérifiant (58).

Pour les autres valeurs de s et ¢ considérées ici, 1 < R(s) < 2 et
1 < R(t) < 2, on peut redéfinir I'espace H, ; en fonction des espaces ﬁsyt :
I'espace H,; est identique a l’espace formé par les fonctions F' holomor-
phes sur P, bornées sur tout P, (¢ > —1/2), s’annulant ainsi que leur
dérivée OF /Ov pour R(v) — oo, et dont la dérivée 0?F/Gvdu appartient
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Pespace IszJrg,Hz. En utilisant I'expression de (9?2 /0vdu)G [ F] en fonction
d’opérateurs Gy 1 généralisant (28),

82
—— G [F] = stGs F
5ogg CotlE] = 8tGsr1a41[F]

oF oF
+1Ggq2,641 L{)U] +5Gg11,642 {av] + G242 [

O*’F
8u8v]’
et les relations (63) et (64), on démontre alors que, pour une fonction F' de
B (V), la fonction G +[F] est élément de H ;.

(iii) On fait une démonstration analogue a celle de 'assertion (iv) du
Théoréme 2. =

La premiere section a montré comment les objets centraux dans I’analyse
en moyenne des deux algorithmes étudiés s’expriment en fonction des itérés
des opérateurs G, ;. Dans les sections 2 et 3, nous avons étudié les propriétés
spectrales dominantes de ces opérateurs. Il reste donc a utiliser les résultats
des sections précédentes afin de décrire le comportement asymptotique des
deux algorithmes étudiés.

4. Opérateurs de Ruelle-Mayer généralisés et convergence de
la loi de logQ; vers la loi normale. Ordinairement, ’étude de cette
convergence se fait a ’aide de la fonction caractéristique. C’est la démarche
utilisée par Philipp et Morita; ils observent que la fonction log () est peu
différente de la somme des k variables log U! pour [ < k, ot U' est le I-eme
itéré de l'opérateur de décalage U. Cette démarche présente un inconvénient
majeur : comme on travaille seulement avec une approximation de log Q,
on ne parvient & préciser compléetement le comportement asymptotique de
la variable log Q. Par ailleurs, ces techniques ne permettent pas de traiter
a priori le cas d’une densité quelconque.

Nous proposons de travailler directement avec la variable log Qy, et,
suite a des travaux récents de Hwang, nous choisissons 'outil de la série
génératrice des moments M. La these de Hwang toute entiere montre
I’application d’un tel outil, lorsque la distribution-limite est gaussienne, avec
une moyenne et une variance ayant le méme ordre de grandeur. Nous uti-
lisons ici deux principaux ingrédients :

(a) Un théoreme du a Hwang [Hw]|, rappelé ci-dessous en Théoreme 8,
qui donne des conditions suffisantes sur la suite M} sous lesquelles il y a
convergence vers la loi normale. Ces conditions consistent essentiellement en
I’approximation de Mj(s) par une grande puissance, avec l'existence d’un
reste uniforme au voisinage de 1’origine.

(b) Via I’expression de Mj(s) obtenue dans la Proposition 1, ces condi-
tions sont remplies grace au comportement spectral dominant des opérateurs
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G2, _s au voisinage de s = 0, que nous avons établi dans le Théoreme 6, et
que nous adaptons au cadre précis dans la Proposition 4.

4.1. Conditions suffisantes de convergence vers la loi normale. Soit &(x)
= (2m)~! SI_OO e~t*/2 dt 1a fonction de répartition gaussienne. Le théoreme
de Hwang sur les séries génératrices des moments est le suivant :

THEOREME 8 [Hwang]. Soit une suite §2), de variables aléatoires, dont
les séries génératrices des moments admettent [’expression asymptotique sui-
vante :

My (s) := Elexp(s £2x)] = exp Vi(s)(1 + O(1/Wy)),
le O étant uniforme sur un disque complexe fermé |s| < sg,s9 > 0 ot :
(i) Vi(s) = U(s)pr + V(s), avec U(s) et V(s) analytiques pour |s| < s
(U(0) = V(0) =0) et indépendantes de k; de plus, U"(0) # 0,
(i) ¢r et Wy tendent vers oo quand k tend vers co.
On pose px = U'(0)¢y, o2 = U"(0)¢y, et Sk = min(yv/¢r, Wi), et on con-
sidere la série entiere R(t) := ), <3 Tmt™ ou le coefficient rp, est le coeffi-
cient de w™ 2 dans l’expression
-1 U(w) —U'(0)\ ™
7U” e R .
m (w)< U"(0)w
Alors, la moyenne et la variance de §2;, vérifient :
1 1
Wk Wk

De plus, la distribution de §2), est asymptotiquement gaussienne : la fonction
de répartition
1 — Ak
Py(zx) :=Pr [Ong < CL’:|
f v Bk
converge vers la fonction de répartition gaussienne @(x) sous la forme
Pk(l’) = @(.T) + O(l/Sk)

uniformément en x décrivant R, quand k tend vers oo. Enfin, il y a un
résultat de grandes déviations : les deux fonctions de répartition vérifient
pour x >0, x = o(Sk), et t = x/oy, les deuz relations

11__];5((3? — exp[rR(t)] (1 +0 (Sxk) )
Puo(—2)

B(—a) = OPIOR(-1) (1 + 0(51))

Preuve. Elle est adaptée de la preuve de Hwang et utilise essentielle-
ment l'inégalité de Berry—Esseen qui permet de majorer I'écart entre les
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fonctions de répartition F' et G en fonction de I’écart entre les fonctions
caractéristiques ¢ et v :
T

sup |F(2) — G(x)| < b
z€eR

T

So(t) ;’Y(t) ' dt + T(b)A

ou T est un nombre positif quelconque, b vérifie b > 1/(27) et r(b) est une
fonction de b.

Ici, on considere la fonction caractéristique ¢y de la variable (2, —
tk)/ok, et on choisit T = coy, pour une constante ¢ > 0 suffisamment
petite. On va prouver que

Tk 2
1 —t 1 1
= iw\”(”‘exp (2 )\dt:o(aﬁm)’
— Lk

ce qui permettra de montrer la premiere partie du théoreme. La fonction
caractéristique @ s’exprime en fonction de M

it
oK (t) = exp ( - ituk> My, <Z>>
Ok Ok

et on réécrit My, sous la forme My (s) = Ri(s)(1 + ax(s)), avec
Ry (s) :=exp[U(s)pr + V(s)], ar(s) =O0(1/Wy).

Comme les dérivées |U"| et |V'| sont bornées au voisinage de ’origine,

o )n (L) e () e

avec

1) < <ot h

pour des constantes a, 3,0 et pour |t| < Ty. D’autre part, la fonction aj, est
analytique sur un voisinage de 0 et y est un O(1/W},). Alors, en utilisant la
formule de Cauchy dans un voisinage de l'origine, on déduit que a(s) est
elle-méme un O(1/W},) sur un voisinage de 0; comme de plus ag(s) est nulle
en s = 0, on déduit

0
(66) la(s)| < WkISI

alt] + B3| t?
Ok

pour une constante g sur un petit voisinage |s| < v de 0. Finalement,

il -e ()

t2 —t2 1 it it
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En intégrant le premier terme, on obtient un terme en

o<01k> S:c(l + t*) exp (‘4’52> dt = 0<Ulk).

Pour le second terme, on met a part le segment [—voy,vox| pour lequel,
grace a (65) et (66), I'intégrale donne un terme en O(1/Wy). Sur les deux
autres segments [—T}, —voy] et [vog, T, la fonction a intégrer est majorée,

grace a (65), par
1 —t?
O(Uka> o <4>’

et l'intégrale donne un terme en O(1/(0;Wy)). Finalement, l'intégrale de
Berry—FEsseen a bien la forme cherchée.

La deuxiéme partie du théoreme utilise la fonction génératrice des cu-
mulants

Ci(s) = log Mi(s) = U(s)éx + V(s) + log[L + ax(s)).

En effet, E[f2;] et Var[f2;] sont respectivement égaux a C}(0) et C}/(0). Par
ailleurs, la formule de Cauchy appliquée a la fonction analytique log[1+ag/(s)]
permet de montrer que les deux premieres dérivées de cette fonction en 0
sont des O(1/W},). On obtient ainsi 'expression de E[f2;] et de Var[(2].

La preuve de la derniere assertion sur les grandes déviations est plus
technique et est ici omise. m

4.2. Comportement asymptotique des itérés de Go _s au voisinage de
s = 0. On peut immédiatement utiliser ce théoreme des qu’on obtient un
comportement dominant de l'opérateur Gg _4 sur un voisinage de s = 0.
Les Théoremes 3 et 6 nous fournissent un tel résultat pour les opérateurs
Gao—s ou Ga _g, et la Proposition 1 permet de conclure, pourvu que I'on ait
préalablement adapté 1’espace des fonctions sur lequel on travaille. C’est ce
qu’on fait maintenant :

PRrROPOSITION 4. Soit o une constante strictement inférieure a 1 et
strictement supérieure a la constante de Gauss—Kuz'min—Wirsing u(2).
Pour toute fonction f analytique et strictement positive sur T = [0,1], il
existe un voisinage complexe {2y C {2 et une fonction p analytique sur §2y,
et ne s’annulant pas sur §2; pour lesquels on a la relation suivante faisant
intervenir F définie par F(u,v) := f(u) :

(67) G _[F(u,v) = M2 — )" p(s) Fo,—s (u,v) (1 + O(a¥)),

pour tout k suffisamment grand, uniformément en (u,v) € I x T et en
s € Qf.
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Preuve. Il s'agit d’adapter le résultat du Théoreme 6 au probléeme.
Dans le cas ot f est analytique sur Z, elle se prolonge & une fonction analy-
tique, notée encore f, sur un rectangle ouvert de la forme R :=|—p, 1+ o[ X
|—0, 0] avec ¢ > 0. Or, & tout ¢ > 0, on peut associer un entier k; pour
lequel

(68) U h(V) C R, pour tout k > k.
|h|=k

En effet, pour une hauteur k fixée, le disque h(V) de plus grand rayon
est celui qui est lié a 'homographie hy, avec tous les m; égaux a 1. Les
continuants associés sont alors les nombres de Fibonacci ¢g. On en déduit
donc, par un calcul facile, que tous les disques h(V) de hauteur k sont situés
dans le rectangle R, dés que ¢ > 4/¢%, ce qui démontre (68). On consideére
alors, pour F' définie & partir de f par F(u,v) := f(u), la fonction

L, = G§'_[F];
c’est un élément de Boo(V), d’application diagonale I, := G5 [f], & qui on
peut appliquer le Théoreme 6 :
G12€ —s [LS] k
(69) HW = [3_s[ls] P —s || < Al Ls|ex
sur le voisinage {2 de s = 0. Posant alors, par définition,
1 *
p(s) == sz,s[ls],

on obtient une fonction p analytique sur ce méme voisinage. Cette fonction
p n'est pas nulle en s = 0, puisque, d’apres (42),

p(0) = f3llo] = £33 [f) = £51f] = { f () do,

qui est strictement positive par hypothese. Quitte a restreindre {2 en (2,
la fonction p est minorée en module par une constante strictement positive.
Puisque F5o(u,v) = f2(u), il existe aussi un voisinage de s = 0 pour lequel
F5 _s(u,v) est minorée en module par une constante strictement positive,
uniformément en (u,v) € J x J. Par ailleurs, sur ce méme voisinage, puisque
Go s est borné sur B (V), la norme ||Lg|| définit une fonction continue de
s, qui est donc bornée. En remplagant alors L, par sa valeur, on déduit
finalement de (69) la relation cherchée pour tout £ > k;. m

4.3. La convergence de log Q. vers la loi normale. Les deux résultats
précédents permettent alors de déduire aisément le résultat suivant, qui
constitue la conclusion du premier axe de notre travail.
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B THEOREME 9. Soit f une densité analytique et strictement positive sur
Z. La moyenne et la variance de la variable aléatoire log Q. par rapport a
la mesure de densité f vérifient les deux relations

Etllog Qi) = Ak + Cp + O(a®) et Vars[log Qx] = Bk + Dy + O(aF).

Ici, les constantes A et B sont indépendantes de la densité f et s’expriment
en fonction des dérivées de la fonction U(s) :=logA(2 —s) en s =10

A= g A2 — 9)]{u_g) = ~X(2),

(70) )
B = [log A2 — )Jf\_g) = \(2) — N(2)%,

tandis que les constantes C et D, tout comme les constantes des O, dé-
pendent de f. On peut choisir pour a, tout nombre strictement inférieur a
1, et majorant strictement la constante de Gauss—Kuz'min-Wirsing 1(2) ~
0.303663. La distribution de la variable aléatoire log Qr par rapport a la
mesure de densité [ est asymptotiquement gaussienne : la fonction de répar-
tition
lo — Ak
Py(z) :=Pr log @ — Ak <z
f v Bk

converge vers la fonction de répartition gaussienne ®(x) dans le sens sui-
vant :

Py(z) = &(x) + O(1/VE)

uniformément en x décrivant R, quand k tend vers oco. Enfin, les deux fonc-
tions de répartition vérifient pour x > 0, x = o(Sk), et t = x /oy,

11__1;((3 — explkR(?)) (1 + O<5E)>
Po(—a)

D) = CPIER(-0)] (1 + 0(&%))

ou la série entiére R(t) == Y . rmt™ a pour coefficient 1, le coefficient
de w™ 2 dans Uexpression
-1 Uw)—-U'"(0)\" "
m U"(0)w
avec U(s) :=log A\(2 — s).
Preuve. On applique le Théoreme 8 de Hwang en utilisant ’expression
(15), donnée dans la Proposition 1, de la série génératrice des moments en

fonction de l'opérateur Go _ et le comportement spectral dominant de cet
opérateur G, _s au voisinage de s = 0 obtenu en (67) dans la Proposition 4.
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Les Propositions 1 et 4 permettent d’écrire
1
My[f](s) = | Gh _, [F](2.0) dx
0
1
= A2~ 8)*p(s) | Fo,—s(,0) dz (14 O(a")),
0
uniformément sur un voisinage de s = 0, et pour k suffisamment grand. Les
hypotheses du Théoreme 8 de Hwang s’appliquent donc, puisque

1
U(s) =logA(2—3s) et V(s)=logp(s)+ log (SFQ,_S(I',()) dx)
0

définissent deux fonctions analytiques sur ce voisinage de s = 0. Il est clair
que U’(0) et U”(0) ont les formes annoncées dans (70). De plus, Hensley
[He] a démontré que U”(0) est non nul.

La preuve s’adapte sans probleme a 1’étude de la série génératrice
My[f,y] des moments de la variable aléatoire log(Qx + yQk—1). Dans ce
cas, on a, grace a (16),

1
V(s) =logp(s) + log (SFQ’,s(x, Y) dx). "
0

L’ensemble des résultats obtenus ici améliore donc les résultats connus
tant par I'obtention de la convergence vers la loi normale dans le cadre
général d’une densité de référence quelconque, que par 'obtention d’un com-
portement asymptotique précis ou il apparait une indépendance quantifiée
par rapport a la densité de référence.

5. Les opérateurs de Ruelle-Mayer généralisés et ’analyse dy-
namique de DPalgorithme de Gauss. Il s’agit d’étudier maintenant le
comportement asymptotique de deux objets : la distribution de probabilités
de la variable L représentant le nombre d’itérations et la densité obtenue
apres k itérations.
Lorsque la densité initiale f est uniforme, le comportement asymptotique
de ces deux objets a déja été étudié [DFV]; il fait intervenir les objets spec-
traux dominants de 'opérateur G4. La distribution de probabilités du nom-
bre d’itérations est asymptotiquement géométrique, avec une raison-limite
égale & A(4) ~ 0.1994. La densité des données apres k itérations admet une
limite pour £ — oo proportionnelle a
1
| (1= w) (e + iyw) du
-1

ou f4 est la fonction propre dominante de G,.
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Les opérateurs généralisés permettent d’étendre ces résultats quand la
densité initiale n’est plus uniforme, en particulier quand elle a une valuation,
définie en (18). La Proposition 2 exprime les deux objets étudiés en fonction
des itérés G¥ ,[F](x + iy, x —iy) des opérateurs Gy s, ou encore, de maniére
alternative, en fonction des itérés H5,[f](x, y) des opérateurs Ha,. Rappelons
ici que ces derniers opérateurs sont définis, pour un complexe s vérifiant
R(s) > 1/2, par la relation

1
Haslf Z |m+x+zy|25f<m+x+iy>'

Ces opérateurs ne sont autres que les opérateurs G, s qu'on applique a la
fonction F' de deux variables définie a partir de la densité initiale f par la
relation f(x,y) = F(x + iy,z — iy) :

(71) Hos[fl(x,y) = G s[Fl(x + iy, x — iy).

11 est alors équivalent de travailler avec des fonctions f(z,y) qui sont ana-
lytiques comme fonction de deux variables réelles x et y ou avec des fonc-
tions F' holomorphes par rapport aux deux variables z = =z + iy et z =
x — iy. L’opérateur H; se définit naturellement, pour un nombre complexe
s vérifiant R(s) > 1/2, sur 'ensemble C, (V) des fonctions g(z,y) définies
pour x + ¢y appartenant a V et qui sont analytiques par rapport aux deux
variables = et y.

5.1. Comportement asymptotique des itérés de l'opérateur Hs. Le résul-
tat suivant adapte les résultats de la section 3 a cet espace de fonctions
particulier intervenant dans ’algorithme de Gauss. Il décrit le comportement
asymptotique des itérés de Iopérateur H, en fonction des objets spectraux
dominants de 'opérateur H,, qui sont essentiellement les mémes que ceux
de l'opérateur G.

PROPOSITION 5. Soient un réel s > 1 et une fonction g analytique (en
x et y), positive sur D et strictement positive sur Z. Alors on a, pour tout
k suffisamment grand et tout (x,y) € V,

(712) Mo, lgl(z,y) = N(28) ps[g] Fys(z + iy, @ — iy) (1 + O(v(25)")).

Ici, X\(2s) est la valeur propre dominante de Gas, Fs s est un vecteur propre
dominant de G s et v(2s) est le rapport spectral de G s. La quantité ps[g]
est strictement positive et généralise la notion de projection sur le sous-
espace dominant. La constante du O dépend de s et de g.

Preuve. On applique le Théoreme 7 a 'opérateur G s, avec un para-
metre s réel vérifiant s > 1 : Pour une fonction ' de By (V), il existe une
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constante A dépendant de F' pour laquelle on a

GS o [Fl(u,v)
=5
pour tout k > 1 et pour tout (u,v) € V x V.

(73) - f;s[f]Fs,s(uvv) < A||FHV(2S)k

On revient alors au probléeme particulier. A partir d’une fonction g ana-
lytique en (z,y) sur D, on définit F par F(z + iy, z — iy) = g(x,y). Alors,
F est analytique et strictement positive sur la diagonale de Z x Z, et se pro-
longe en une fonction analytique sur un voisinage ouvert VW de la diagonale
de |—po,1+ o[ X ]—0,1 + o[. Reprenant un argument similaire & celui utilisé
dans la preuve de la relation (68) de la Proposition 4, on montre qu’il existe
un entier kg pour lequel

U h(V) x h(V) CW  pour tout k > k.
|h|=k

Ainsi L := G¥[F] est une fonction de B, (V) et son application diagonale
l= gg [f], ou f est 'application diagonale de F', est strictement positive sur
J. La projection f3.[l] est donc non nulle. Par ailleurs, la fonction propre
1
(74)  Jila,y) = Fos(a i,z —iy) = | (1= 0V fos (2 + iyw) dw
-1

de H est réelle et strictement positive pour x4ty € V; ceci provient du fait
que I'opérateur G s est up-positif, avec une notion plus forte de positivité
que dans le cas général (s et t quelconques de somme réelle) : On considere
en effet Pespace Boo(V) des fonctions F de Boo(V) pour lesquelles F(z +
iy, x — 1y) est réelle pour x + iy € V, et I'ensemble K" formé de la fonction
nulle et des fonctions de EOO(V) pour lesquelles F'(x +1iy, z —iy) est positive
pour x + iy € V mais non identiquement nulle sur J. Le cone K’ contient
la fonction constante ug égale a 1; il est propre, reproductif, et d’intérieur
non vide. L’opérateur G; ; laisse stable Boo()). On montre alors par une
preuve analogue a celle de la Proposition 3 que pour s réel vérifiant s > 1,
Vopérateur Gy s restreint a Boo (V) est ug-positif par rapport au cone K”.
La fonction propre Fj 5 est donc un élément de l'intérieur du cone K” et la
fonction f,(z,y) définie en (74) est donc strictement positive pour z+iy € V.

On a alors, en appliquant le résultat (73) a L, et en utilisant la positivité
des objets,

G’;’S[L](m +iy,x —iy) = /\(2s)kf2*s [Fs s(x + iy, x —iy)(1 + O(l/(?s)k)),
et donc, en remplagant L par sa valeur et en posant

Sl
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on obtient, pour tout k£ > kg et tout x + iy de V,
Hsslg)(2,y) = GE [F)(x + iy, « — iy)
= A(25)*pilg]Fo (@ + iy, 3 — i) (1 + O(v(25)%)),
qui est le résultat cherché. m

5.2. L’analyse dynamique de ’algorithme de Gauss. Le résultat suivant
constitue alors la conclusion du deuxieme axe du travail. Il montre que les
objets limites décrivant le comportement asymptotique de ’algorithme de
Gauss (raison-limite ¢ de la distribution de probabilités, densité limite Fl)
dépendent de la valuation r de la densité initiale et correspondent exacte-
ment aux objets spectraux dominants de 'opérateur Hy 2., et s’expriment
donc en fonction des objets spectraux dominants de l'opérateur Gyyo,. Les
vitesses de convergence vers les objets limite sont exponentielles et font in-
tervenir le rapport spectral v(4 + 2r).

THEOREME 10. On considére une densité initiale f de valuation r (r >
—1). Alors :

(i) La distribution de probabilités du nombre d’itérations est asympto-
tiquement géométrique, avec une raison-limite égale a la valeur propre domi-
nante A(4 + 2r) de Gaiar. La probabilité ox[f] de l’événement [L > k + 1]
vérifie

ok[f] = cp M4+ 2r) (1 + O(v(4 + 2r)7)),
ot la constante cy et la constante des O dépendent de f.

(ii) La suite Fy[f] des densités dans D aprés k itérations admet une
limite Fx[f], de valuation r, qui s’exprime en fonction du vecteur propre
dominant fyyo, de Gator. Au point (x,y), Fx|f] est proportionnelle

1
lyl” | (1= w®)™ fapep (@ + iyw) dw
-1

et le rapport spectral v(4 4 2r) intervient dans la convergence de Fy[f] vers
Foo[f]

| [f)(2,y) = Fo[f)(z,y)| = ly]"O(v(4 + 2r)"),
ot la constante du O dépend de f.

Preuve. La preuve est fondée sur la relation (20) de la Proposition 2
et la relation (72) de la Proposition 5. m

On retrouve en particulier le résultat de [DFV] si la densité initiale est
uniforme, ce qui correspond & une valuation nulle. Mais, de fait, contraire-
ment a ce qui se passe dans un certain nombre de problemes en analyse en
moyenne d’algorithmes, la densité uniforme n’est pas toujours la plus na-
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turelle dans le contexte étudié. Il y a deux cas intéressants : le cas d’une
valuation r tendant vers —1, et celui d’une valuation r entiere.

(i) Si la densité initiale f a une valuation r qui se rapproche de —1, les
données ont alors tendance a se concentrer sur Z et le comportement de
I’algorithme de Gauss va se rapprocher du comportement de 'algorithme
d’Euclide, et en particulier la raison-limite g tend vers A(2) = 1. Les opéra-
teurs de Ruelle-Mayer généralisés proposent ainsi un cadre commun ou ’on
peut analyser les deux algorithmes, celui de Gauss et celui d’Euclide.

Ces opérateurs jouent aussi un role central dans 'analyse d’un algorithme
qui évalue le signe d’un déterminant 2 x 2 [FV], [Va2], et qui est utilisé en
géométrie algorithmique.

(ii) Dans lalgorithme LLL, si 'on part d’'un modele naturel uniforme,
les appels a 'algorithme de Gauss ont lieu sur des réseaux de dimension 2
sur lesquels la densité n’est pas uniforme. Plus précisément, le i-eme réseau
considéré dans un algorithme LLL fonctionnant en dimension n est dis-
tribué selon une densité de valuation n — ¢ — 1. Les opérateurs de Ruelle—
Mayer généralisés fournissent aussi un outil qui permet d’aborder ’analyse
en moyenne et ’analyse dynamique de l'algorithme LLL.

CONCLUSION. Le cadre choisi ici est celui des fonctions holomorphes, a
une ou a deux variables, et permet d’obtenir & la fois 'existence d’objets
spectraux dominants, qui donne la partie principale du comportement
asymptotique des objets étudiés, aussi bien que I’évaluation précise du terme
d’erreur en fonction des objets spectraux sous-dominants. Comme le fait re-
marquer le referee de ce papier, on peut se placer dans un cadre plus général
de fonctions (seulement Lipschitziennes par exemple ou méme a variation
bornée) et obtenir également 'existence d’objets spectraux dominants, et
donc la partie principale du comportement asymptotique des objets étudiés.
Dans ce cadre plus général, il semble alors plus difficile d’obtenir I’évaluation
précise du terme d’erreur.
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