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Espaces BMO, inégalités de Paley et
multiplicateurs idempotents

par

HUBERT LELIEVRE (Paris)

Abgtract, Generalizing the classical BMO spaces defined on the unit circle T with
vector or scalar values, we define the spaces BMO, (T) and BMOy,_ (T, B), where 2, (2) =

e*' — 1 for z > 0 and g & [1,00], and where B is a Banach space. Note that BMOy, (T) =
BMO(T) and BMGy, (T, B) = BMO(T, B) by the John—Nirenberg theorem.

Firstly, we study a generalization of the classical Paley inequality and improve the
Blasco--Pelezyfiski theorem in the vector cage. Secondly, we compute the idempotent mul-
tipliers of BMOs, (T). Pisier conjectured that the supports of idempotent multipliers of

L*a(T) form a Boolean algebra generated by the periodic parts and the finite parts for
2 « q < oo, We confirm this conjecture with L¥%(T) replaced by BMO,, (T).

I. Introduction. Notons N ensemble des entiers naturels, N* = N\ {0},
ot Z celui des entiers relatifs. Généralisons d’abord briévement les espaces
de Hardy atomiques et BMO classiques définis sur le cercle unité T & valeurs
scalaires ou vectorielles. Rappelons leur définition dans le cas scalaire.

Soit T la famille des arcs de T, et ms la mesure de Lebesgue normalisée
sur I € Z. Pour f € L*(T) et I € T, on pose fr = {; f dmy. Alors BMO(T)
se définit comme suit :

Fe BMO(T) & f & LMT) et || f|l« = sup I = frllza(zmyy < oo

Ou pose || fllemoery = |Fo] + | £]l«. Alors BMO(T) muni de cette norme est
un espace de Banach.

Si on remplace la norme || - [z2 par la norme || - [|zo avec 1 < p < o0,
voire par ||| s , norme d'Orlicz associée & Ja fonction d”Young 91 {ol pour
tout 2 2 0 ob pour tout g € [1,00], Pe(z) = e=* — 1), alors par le théoréme
de Jobn- Nivenberg on obtient le méme espace.

Rappelons que Uespace de Hardy classique H (T} peut &tre défini comme
sous-espace de L' (T) de la fagon suivante :

HY(T) = {f € L}T) : ¥n <0, f(n) =0},
1001 Mathernatics Subject Clossification: 42A45, 42455, 43A46, 46B20, 46E30.

[249]



®
950 H. Leliévre Im“

—~

ot (F(n))nez est la suite des coefficients de Fourier de f- Maintenant, il est
devenu classique que les fonctions dans H™(T) admettent des “décomposi-
tions atomiques”. On dit qu'une fonction a € L*(T) est un atome si et
seulement si ou bien @ = 1 ou bien a posséde les propriétés suivantes :

Tl existe I € T contenant le support de a tel que @(0) = 0 et ||la|[ze <
1/|1] ot |1} est la mesure de Lebesgue de I. Par définition,

F e HL(T) & H(ai)22, atomes, (A)2y €44, F=D Aty

[E=N)

On norme H2,(T) en posant
o0 [=.e]
lFll1at = inf{ Z il s f= Z)ua,-, (a:)52; atomes, (A;)fa; € El}.
=1 i=1

Alors HY(T) c HL(T) et la norme de H*(T) est équivalente a celle induite
par HL(T), qui est un espace de Banach.

Remarquons qu’on peut remplacer la norme || - ||z par la norme ||« ||z
avec 1 < p < oo en remplagant la troisiéme condition par l|all, < |[I}V/P~1
On obtient alors le méme espace.

Le célébre théoréme de dualité de Fefferman nous dit que HL(T)" =
BMO(T) avec des normes équivalentes.

On considére aussi les analogues de ces espaces pour des fonctions a
valeurs dans un espace de Banach. Si B est un espace de Banach, les es-
paces résultants sont notés respectivement BMO(T, B) et HL (T, B}. Alors
BMO(T, B*) s'identifie & un sous-espace vectoriel fermé de H, (T, B)".

Nous généralisons les définitions ci-dessus en remplagant les normes LF
par des normes d’Orlicz. Soit ¢ une fonction d"Young, L’ espace BMO généra-
lisé associé i & est défini de la fagon suivante :

f € BMOg(T) & f € LX(T) et || f]l40 = Sup If = f1l

L®{Imy) < 00,

On pose || fllemoscry = frl + | fllv2. Alors BMOg(T) est un espace de
Banach.

Soit M®(T) la fermeture dans L¥(T) des fonctions simples. Un (1, P)-
atome a est un élément de MP(T) tel que ou bien a = 1, ou bien il existe
I € T contenant le support de o tel que

@(0) =0 et |afpegm,) <1/
I’ espace de Hardy atomique généralisé agsocié & ¢ est défini par

feHy T < Ha;)32, (1,P)-atomes, (M)2, € £, f= Z)\mi.

i=l
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On norme HL(T) en posant

[ £lle = inf{ZI/\,-I FF=3" Nai, (a2 atomes, ()2, € el}.
je=l

i=1
Alors H}(T) est un espace de Banach.

Si B est un espace de Banach, on définit similairement BMOg(T, B} et
HE(T, B), cspaces de fonctions & valeurs vectorielles.

On meontre encore par la méme méthode que celle dans le cas classique
que HL(T)* = BMOy(T), ol ¥ est la fonction complémentaire de ¢, avec
des normes équivalentes.

Rappelons que, pour 1 < ¢ < oo, 9, est équivalente & la fonction
complémentaire de @, au sens d’Orlicz (ol 4(z) == zflog(z + 1) + 1]/9); on
en déduit en particulier que HJ, (T)* == BMOy, (T).

Si B est un espace de Banach, BMOy (T, B*) s’identifie & un sous-espace
fermé de Hy(T, B)* (pour plus de détails voir thase [L]).

Nous généralisons l'inégalité classique de Paley. Sip > 1 et si {ng)52.; est
unc suite g-lacunaire a la Hadamard, alors il existe une constante Cp, > 0
telle que pour toute fonction f € HY(T),

(3 Fme) " <l
k=1

Cette inégalité reste encore vraie pour des fonctions dans Hy, (T). Il existe
une constante C, > 0 telle que pour toute fonction f & HL(T),

o /2
(T 1Fms)R) " < Cull
k=1

Par dualité, il existe C, > 0 telle que pour toute suite (ax)§2; dans £2,

oo
” Z akemp,.ﬁ'
==l

Remarquant que Pinégalité inverse est triviale (car la norme de BMO(T)
domine la norme de L2(T)), on en déduit qu'une suite lacunaire est équi-
valente dans BMO(T) & la base canonigue de €2 (en abrégé engendre £° dans
BMO{T}). '

On renforce ces résultats classiques en considérant les fonctions g et g,
pour 1 < ¢ < 00. On a BMO(T) = BMOy, (T) et Hy(T) = H, (T) avec des
normes équivalentes (théoréme de John~Nirenberg). On a aussi les inclusions
BMOy, (T) ¢ BMOy,(T) et H, (T) C H (T) pour 1< p<g<oo.

< 2.
e Coll(an)lle
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Notre renforcement de 'inégalité de Paley ci-dessus est le suivant :
Tl existe une constante C', > 0 telle que pour tout f € H,,(T),

S /
(S 1Fnr) " < Cul Al
k=1

Par dualité, on voit qu'une suite lacunaire engendre £% dans BMOy, (T).
11 faut 51gnaler que l'indice 2 est optimal, c’est--dire, qu’on ne peut pas
remplacer H},(T) ou BMOy,(T) par H, +.(T) ou BMOy, (T) avec ¢ > 2
(pour ces dermers espaces, on a des resultats analogues en remplagant £2
par des espaces convenables).

Blasco et Pelczyniski ont étudié la version vectorielle de I'inégalité de
Paley ci-dessus en relation avec la géométrie des espaces de Banach. Si B
un espace de Banach, alors il est démontré qu'il existe une constante C telle
que pour tout f € HL (T, B},

(3 1Fm )™ < Oy e
k=1

si et seulement si B* est de type 2.

On amséliore ce résultat, c’est-d-dire que si B* est de type 2, on montre
que l'inégalité ci-dessus reste vraie avec Hy, (T, B) au lieu de H, LT, B) (qui
est H, (T, B)).

Notre approche de ces résultats est fondée sur le schéma suivant, lequel
apparait un peu surprenant dans le sens qu’aucune condition n’est supposée
sur l'espace de Banach pris en considération.

Soient B un espace de Banach, ¥ une fonction d’Young, et (ny )5, une

suite g-lacunaire. Alors, pour toute suite finie () dans B,

o0 6o
” Zwkemkﬂ - ]l kaemhﬁ'
o) BMOg(T,B} o1

ol les constantes d’équivalence ne dépendent que de ¢ et de ¥,
Désignons par P, la projection de Paley associée & A = (ng)5e, telle
que pour tout f € L2(T) et pour tout 6 € R,

PA(f)(8 Z ke
k=

alors on démontre & partir du théoréme ci-dessus que si B est un espace de
Banach de type p > 1, alors P4 ®Idg se prolonge en une projection continue
dans BMOy, (T, B) (la réciproque est aussi vraie). Par dualité, on en déduit

L¥(T,8)
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que si B est de type > 1, alors pour tout f € H.,(T,B), ona

“ 5‘; Fees]

ceci implique Pamélioration du théoréme de Blaseo-Pelczyriski citée plus
haut. Remarquons que Pisier a obtenu Vinégalité ci-dessus avec H ('IT, B)

au lieu de H,, (T, B).

La (1(‘[‘111010 partie est consacrée aux multiplicateurs idempotents de
BMOy, (T). Pisier a conjecturé que les supports des multiplicateurs idem-
potents de L% (T) forment une algdbre de Boole engendrée par les parties

périndiques et les parties finies pour 2 < ¢ < 0o, Si on remplace L¥e (T} par
BMOy, (T} alors on démontre que la conjecture est vraie.

IL. Inegalités de Paley, sous-espaces engendrés par des suites
lacupaires. Dans tout ce paragraphe, C, (resp. Cp,, Cg) désignera par
défaut une constante ne dépendant que de p (resp. de ¥ et g, de ¥), ot
¢ > 1 et ¥ est une fonction d"Young.

Soit ¢ > 1. On appelle suite p-lacunadre une suite {(Ag)ren de nombres
réels pogitifs ou nuls telle que pour tout k € N*, Apyq > phs.

Si A désigne une telle suite, et si ses termes sont des entiers naturels on
pose pour tout f & L*(T),

A=Y fmn

AEA

ot pour tout ¢ € T, . (¢) = ¢*; c'est le caractére correspondant & A. Comme
on ’a rappelé en introduction, on a pour toute suite a = (az)5, € £2(N*),

[$5 e
Fee=1 .

On va considérer ces résultats dans le cadre de nos espaces generahses
ot aussi pour des fonctions A valeurs vectorielles,

L résultat swivant apparait surprenant dans le sens qu’aucune condition
n'est imposde & Uespace de Banach en question. -

2 ||al| g

BMO(T)

TrRoREME 1. Soient {ni}ren- une suite o-lacunaire avec o > 1, et ¥
wne fonction d*'Young, Pour tout espace de Banach B et tout N € N*,

H Z IO
=54

les constantes d’équivalence des normes ne dépendant que de g et de &.

N
~ H > wvn
BMOy (T,B) k=1

L¥(1,B)



@
954 H. Leligvre Im“

On désigne par G = {—1, 1}V le groupe de Cantor muni de la mesure
de Haar normalisée p. Soit =, la néme gpplication coordonnée de G. Nous
avons besoin du lemme suivant qui provient de l'article [Pe].

LEMME 2. Soient d > 0, (M) une suile g-lacunaire de nombres réels
positifs ou nuls telle que infeyo(Art1 — M) 2 d avec d > 0. Alors pour
tout intervalle la,b] avec —00 < @ < b < oo il existe une constanie ' =
C(b— a,0,d) telle que pour toute fonction d’Young W et toute suite (wy)
d’éléments d'un espace arbitraire B,

: | |32 e
— ERL < ety
C’”Z Kk L¥(@,B) — Z k

<c| e

Remarque. Soit {Ax)pen une suite g-lacunaire dans R avec ¢ > 1.
Soient a < b dans R. Posons pour tout £ € [a,b], gr(t) = e***%. D’apres les
inégalités de Khintchine-Kahane (cf. {Pil]) et le lemme 2, on en déduit pour
tout 1 < p < oo qu’il existe une constante Cp ne dépendant que de (Mg )pew
et de b — a telle que pour tous z1,...,z5 € B,

: N
% H H < H ‘
P gmkgk L¥2([a,b],dt/(b—a),B) ~ kzﬂmkgk

N
= OpH ;mkykuﬂ’ﬂ([a.b],dt/(b"“"’)’ﬁ).

LY ([ab) dt/ (b-a),3)

L¥(G.B)

Lr([a0],dt/(b—a)B)

Preuve du théoréme 1. On a toujours

“Z kT L‘Z’(']E‘B) HZ Pk

ou Cy > 0 ne dépend que de V.

Soit I un arc de T de représentation curviligne [—m§ - g, 76 + 8] avec
0 < 8 < 1. Soit f € LY(T, B) avec f = Ef___i T Yny-

Comme 'ont remarqué Pelczyriski et Blasco dans [BP], on découpe la

somme définissant f en deux morceaux. Soit kg le plus petit entier tel que
0Ny < 1 < 6ngge1. On pose

g= zmk%:« et h= Z T Yn, -

k=kn+1

BMCy (T,.B)

On a, pour tout ¢ € I,
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{9900 ZM"* 1Sa:kS”’“d'n"b(&)
k=1

I
= Z«m 77 )™ = €74 dm(e)

On en déduit, pour tout 8 € [~ + g, 76 + 8y], que

546
Iltg = g} < ZilmkH ﬂ § et g 92
k=1 27
= —’lré'-’rﬂu
ko 1 xé48y
SZHmkH'ﬁ S ngll — ol dy
= "*"7I'6+9(]
ky
= Z llzkl| - 2nnp < Co| fll Lo (r,m) Zﬁnk
k=1 k1

kg—k
Ty o P Tl Tho—1 < (1) 0
kg Tkl Tkra kg~ \0

Donc, pour tout { € I,

(g = g ) (Ol £ Collfllze, 3)529’“" g, < Ca
==l

1] e

Donc,
lg = g1l oo (gme,my < CWﬁHf”LW(T,By
D’autre part,
I = Bellye rne,y S NRllzemesy + 1B oo rmn, By < 20l 22 (2,5, 8)-

Noug avons

N
- irfo
L¥ (L, B) = “ Z Trpe Tnpb8
k=kgf-1

[|A L¥ ([~m,r],d8/(27),B)

On pose pour tout k > kg, Ay = dng. On a pour tout & = 1,

2\.@;1- = Dl >o>1 et inf Mppa—M) = e—1=4d
)\k n ks ko
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Done, par le lemme 2 utilisé deux fois et le principe de contraction,

N N
o~ i‘nkﬁo o e
HhHLW(r,m:,B)NH > ™R g “ D ke L¥(6,B)
k=ko+1 ke==ko+1
N
S o = |7l z# (v,m)-
H (YTH‘, L‘F(T,B) “ (: )
k=ko-+1

D’autre part, par le principe de contraction et le lemme 2, on a

N
E LRER
k=1

< Crp

L¥(G,B)

v
Hh“L‘F(T,B)SC‘F»Q“ > mke \Lﬂf(c;‘za)

k=kg1
< OW,QHJCHL‘P(T,B)-
Dore, en combinant toutes les inégalités obtenues, on a
7 = Frleecrmem) < Coell fller,a),
d’olr
£ lemos (r.8) < Co el flizeirm-

COROLLAIRE 3. Soient 2 < ¢ < oo et {ny} une suile g-lacunaire avec
o > 1. Alors il eziste une constante C qui ne dépend que de q et de p telle
que:

1) 8i g =2 alors pour tout ()32, & £2(N*),

(o) klle2 ree ys

CH(ar)ullezeney < HZO‘”M EMOL (T <
k=1 M( )

2) Si g > 2 alors pour tout (@), € £peo(N°),

< i L]
BMOy, (T) Cli(r)lley, i

oG
C™Hl(amdkllgy ey < ” > ey,
k=1
ot p vérifie 1/p+ 1/g = 1.

Preuve. 1) D’aprés le théordme 1 et le lemume 2, les normes BMOy, et
L? sont équivalentes. La relation de Parseval permet de conclure.
2) Si g €12, cof alors on écrit

o0 o0
H Z A Yny, "2 H Z Gk Yy
k=1 BMO'M (T) k=1

d'apres [Pi2) et le théordme 1. m

Lnm [l (an) k|l oo ()

On a donc construit une famille de sous-espaces vectoriels fermés de
BMOy, (T) (resp. BMOy, (T)) isomorphes & £2 (resp. £p,00(N"}).

Espoces BMO 95T

On va ‘app]iquer le théordme 1 qui améliore Vinégalité de Paley dans le
cas VE!C'l}f:Jl“l(El obtenue dans [BP]. On aura besoin de quelques notions de la
géomdtrie des espaces de Banach. Nos références sont {Pil—4}.

Soit B3 un espace de Banach. On dit que B est de type p avec p € [1,2]

si et seulement 'l existe C' > 0 tel que, pour toute suite finie 51 ., de
; e
points de B, on a ’

> . 1/p
L& < e )
H 22:1 4 LY(G,B) T C[%__Zl |]931“ ] ;

o note Ty, (13) la plus petite constante C vérifiant Pinégalité ci-dessus.

On dit que B3 est de colype q avec ¢ € [2, 00| si et seulement il existe
C > 0 tel que pour toute suite finie 21,..., 2, de points de B, on a

{; ||931‘||q] e < CH iXZ;ﬂS@Ei

on note Cy(B) la plus petite constante C vérifiant 1'inégalité ci-dessus.

Soit £y : L3(G) =+ L*G) la projection orthogonale définie pour tout
f € L*{@) par

ra, By

Ri(f) =Y Jlealen

nef*

Ou dit que 3 est K-convese si et seulement si By ®Idg défini sur L*(G)® B
s'étend coutinfunent & L*(@, B). On note K (B) sa norme.

Les propriétés principales qui nous intéressent sont les suivantes :

(1) B et B*™ ont mémes type et cotype.

(ii) B est de type p > 1 = B* est de cotype g avec 1/p+ 1/¢ = 1.

(ili) Si B est K-convexe alors : B* est de cotype ¢ = B est de type p
avec 1/p-1/g=1. .

(iv) B est K-convexe = B* est K-convexe & B aun type p > 1.

COROLLAIRE 4. Soit B un espace de Banach. Si B est de type p, alors
pour fout p > 0, il existe Cy > 1 telle que pour toute suite ¢-lacunaire
(Ni )1 eb bout a € £(N*, B),

o od P\ P
< ( Ak ) .
BMOy, (BA) = ¢ ;“ el

Preuve Soit a ¢ £P(N*, B). D’aprés le théoreme 1,

) oC
“ ;tik%w P < OQ” kzlak')fm

%3
H 21 (TN
ke |

[= o}
<C H 3 avm '
BMOy, (1,8) ~  © b1 ’ :
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Alors par le lemme 2, la remarque qui suit et hypothése,

|5 e, < oS tanl?) " o
k=1 =1

Remarque. Il est évident que la réciproque est vraie car BMQy, (T, B)
s'injecte continfiment dans L2(T, B).

THHEOREME 5. Soit B un espoce de Banach. Les propositions suiventes
sont équivalentes :
(i) B est K-conveze.
(ii) Pour tout g > 1, il existe une constante C, > 0 telle que pour toute
suite p-lacunaire A = (nx)kz1, P4 @ Idp est bornée de I"I;},Q(’l[‘,B) dans
lui-méme et on a pour tout f € Hy, (T, B),

I3 For
k=1

(iil) Pour tout g > 1, il eziste une constante O, > 0 telle que pour toute
suite o-lacunaire A = (ng)k>1, Pa ® Idp est bornée de BMOy, (T, B) dans
lui-méme et on a pour tout f € BMOy, (T, B),

H i f(nk)’?'nm
k=1

Dans ce cas, les normes | Pa®1dz|imz, my, , [|Pa ®Ids|Bmo,, ~BMO,, €

K(B) = |Ry ® ldg||p2—12 sont équivalentes & un facteur dépendant de g
pres.

<C .
Ay, (nE) ell Al cr,m

< .
BMOu, (1,3) = ol fllemoy, or.5)

Pour la démonstration, on aura besoin du lemme suivant qui est bien
connu oralement.

LEMME 6. Soit A = {ng}3>, un ensemble p-lacunaire. Alors B est K-
conveze < il eviste p € |1,00[ tel que (de maniére équivalente, pour tout
p € |1,00[) Py ®Idp se prolonge contindment en un opérateur borné de
L?(T, B) dans L*(T, B).

Preuve Nécessité. Soient f € (IP(T)NLYT) @ B et g € (LYG) N
L*(@)) ® B* avec 1/p+ 1/q == 1; {-,") éant le crochet de dualité entre
I*G,B) et L*(G,B*) on a

(e8] - [» o ~ o0 -~
< flnwdex, 9> = (Flru)er,g) =D _(Flne), §ler))-
k=1 =1 k=1
Posons

/

¢ = Fer)v-n, € LXT) @ B".

£s

icm
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Alors

(;fm)-sk,g) = [ (7(0),5/(0)) dm(0).
. T

D’aprés le lemune 2, et la K-convexité de B* ona

o= | Y stenyn ], < > atwn],

< CollRs @ Tda | zasrallglly.
Done, par le lemnme 2,

(3.4] [ o]
< iy
Lo, By " GQ“ Z i)z

H Z ft”'*kw)T'rl-h
k=

=, Hup{K i,?(nk)sk,g>L 19 € (LAG)NLUAG) ® B, |glly < 1}

kol

"
!

i

Cysp {

(o) am| g € Z(G)NIAG) 8 B, |l < 1}
!

< Coll R @ Idpe [ pa-ars Sup{‘ §(rm) dm‘ the LG, BY), |Ally < 1}
T

= Ol Ry @ Mg | perr ]| Fllp-

Done Py ldp est continue pour la norme LP sur LP(T, B}, Cela dé-
montre que la condition est nécessaire.

La suffisance se démontre d'une fagon analogue en observant que si Py ®
Idz est borné sur LP(T, B) alors P 4®Idp» est borné sur L4(T, B*) puisque
P_s®ldg. est le transposé de Py @ Idg.

Pour conclure, remarquons d’aprés la démonstration ci-dessus qu’il existe
C' > 0 ne dépendant que de p telle que pour tout p € |1, col,

GNPy L | poorr < ||Ba ®1d5 | zr—pe £ C||Pa®Tds |

LEMME 7. Soit & une fonction d'Young de fonetion complémentaire ¥.
Alorg pour toul [ & HL(T, B),

Lr—Lp. W

l{g, F)i

FIb it o iy sup
et en, ) U,

gl pmo g or,amy S1
lea constandes d’équivalence ne dépendant que de ®.
Preuve. I est clair que pour tout f € H3(T, B),

Bup g, 1| < ClF Nl ey nmy-
FEBMOR(T,B8%}
lallamoy, o a0 &8
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L'étude du dual topologique de HX(T,B) nécessite lintroduction de
Vespace suivant (voir [L] pour plus de détails) :
Soient W une fonction d”Young, m la mesure de Lebesgue sur T, B un

espace de Banach.

Soient I un arc de T, Br la tribu des boréliens de I, my la mesure de
Lebesgue normalisée sur By et @G une mesure vectorielle sur (T, By, m) &
valeurs dans B* s'annulant sur les ensembles de mesure nulle. On pose

1
W[GI — G(Iymy]

oft Gy est la restriction de G & B;. On pose pour tout I arc de T,
ki *
U)oy s ) G5 (Eq)| 2R
N;'(G}) =inf {k >0: sup{ ;=1 W(————-—-——ka(Ei) my(E;) :

{B\?_, disjoints, m;(E;) >0, B; € By pouri=1,...,m, n€E N*} < 1}-

G =

On pose
1Glle.2.5 = sup{ N (G},
Izxr
G € BMOy(T, B) < ||G|«e.5 < o0,

|CllsrmowmB) = 1G] + |Gl w5

Muni de cette norme, BMOg(T, B) est un espace de Banach de mesures

vectorielles.
Daprés le théoréme de dualité, H3(T, B)* = BMOg(T, B*). Dong, il
existe G € BMOg(T, B*) de norme 1 telle que

ez v,y = G, £

Alors par un argument standard, on peut lui associer une suite (gn)nen
d’éléments de BMOy (T, B*) telle que pour tout ensernble borélien I,

Jim i gn(8) dt = G(E).
De plus, pour tout n € N*,

llgnllBMOw (T, B+) < GGl BMOS (T,87)-
Alors,

Jim §gn(6)f(2) dt = (G, f).
T
D’ol immédiatement,

Wl zyery < Ceo sup g, £ =
9€BMO (T,B*)

HellBmog o,z &1
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Preuve du théoréme 5 Montrons que (i)=>(iii). Soient B un

espace de Bamnach K-convexe, A une suite p- i *
) g-lacunaire dans N* et
BMO,, (T, B). On a wre

P4 ®Ids(f)l|BMmo,, (r.8) < ColiPa® Ida{f)||Lescr.m
< Col|Pa®@Tdp(f)2
S CollR @ Idp | p2mr2|fllz (lemme 6)
< Coll R ® Idp |12 2|l BMoy, r,5)

(théorgme 1)

¢’est-a~dire,
|Pa ® Idg HBMoqu*-‘BMogt,g S Cpo|lR1 ®1ds ||p2re-
Dol (iii).

Montrons que (i)=-(ii). Si (i) est vrai alors (iii) est vrai avec —A et B*
et on a

P-4 ® Idp~ ||Bmoy, —BMO,, < CpllR1 ®Idps |[z2o 12
= CQ”Rl ®Idg “L,Z_,,LZ.

Soit f € H} (T, B). Par le lemme 7 (d’ott provient C dans ce qui suit), nous
pouvons écrive

1(Pa @ Idg)(f)llmg, v
< Csup{[{Ps @ 1dp(f), 9)| : g € BMO, (T, B*), |lglBmoy, (1,8 < 1}
= C'sup{|{f, P-a @IdB*(Q’)H : g € BMOy, (’]F’ B*)v ”.GHBMOM(T,B*) <1}
< ClP- 2 ® Idp- [[Bmo,, +BMOy, | f |, (r,5)
< Coll By ®1dp [|pawze | Fllma, r,5)-
Donc
HPA ® Idp ”Htjzza'”ﬁl}zn < OQHR]_ ® Idg HLz_,Lz. :
Dod (if).
Moutrons que (ii)=+(i). Supposons (ii). Alors, par les inégalités de Khin-

tchine -Kahane (et le lemme 2), il existe Cp, > 0 telle que pour tout f €
LA & B,

|3 Foudm|, < Coll Pa® 1 |y, -z, 112

k=l
Donc Pr®ldp est borné de L2(T, B) dans lui-méme. Alors B est K-convexe
ot on &
IRy ® 1z lza-za < Coll P4 @ Tdp 3~z
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Montrons que (iii)=(i). Soit ¥ un sous-espace de dimension finie de B
Alors (iii) reste vraie pour ¥ & la place de B avec la méme constante

Cy = [P ® 1dp ||BMO,, ~BMO,, -

Par un argument de dualité comme ci-dessus, on montre que (if) est vraie
pour ¥* et —A avec la constante C, indépendante de Y. Done, Y* est
K-convexe de constante indépendante de Y™, donc ¥ aussi. On en déduit
que B est K-convexe et qu’il existe C, > 0 tel que

(Ry ®1dg || g2-z2 < Cl|Pa ®1d5 lBMoO,,, »BMO,, -
Dot (i).
Les équivalences des normes des applications sont immédiates. w

COROLLAIRE 8. Soit B un espace de Bunach. Les proposilions suivarnies
sont équivalenies -

(i) B est K-conveze et de cotype gq.
(ii) Pour tout p >1, il exisie une constante C, > 0 telle que pour toute
suite g-lacunaire (nk)k>1 et pour tout f € H (T B},

Z IFm)lle < O3l iz, r,5
k=1
Preuve. Supposons (i). Soit f € L*(T) ® B. Comme B* cst de type

pavec 1/p+ 1/g =1, on a d’aprés le lemme 2 et le fait que HJ LT, B) —
LT, B,

(S 1Fele) <ccq(B)ng*(nkmk 2

< C,Go(B)| - Flram,

Par densité de L*(T) @ B dans H (T, B), on obtient l’inég;alité demandée

puisqu’on a, a fortiori, pour tout M € N et f e LT @ B, d’aprés le
théoréme 5(11)

He, (T,8)

M
~ /
(D 1FeIe) " < CoCu(B) iy,
K==l

Réciproguement, supposons (ii) et soient ay,...,ay € B*. Alors par
dualité, on a (C' désignant dans chaque inégalité une coustante et 1/p-+1/g
= 1)

N N
H D o = Hzak%,ﬁ
k=1 k=1

N
o3
L¥a(T,B*) kzﬂ T BMOy, (T,5*)
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S C sup i a |
fGHl (T B) ”f“H1 ['l‘ B) <Z k"f’nkaf>
N
¢ | i)

1
jeH,, (T,B), ||f\|a¢,2(w,a)51 P

N N

<C ~ e q 1
<O ey na e o (3 lanl) " (3 171

k=1 k=1
< GOQ(Z Jael?) "

Par le lemme 2, on peut définir le type & I'aide de la suite (7, Jren. On en

déduit donc que B* est de type p; par suite, B est K-convexe et de cotype gq.
Dot (i). =

III. Multiplicateurs de Fourier sur BMO¢ (T). La stabilité par
convolution et décalage (shift) sur BMO(T) et H} (’ﬂ‘) est bien connue. Elle
s’étend sans difficulté & nos espaces généralisés [L]

PROPOSITION 1. Sodent D une fonction d’Young, B un espace de Banach,
et u € M(T). Pour tout f € H(T, B),
frpeHy(T,B) e |f*plmymsy < lel- | Fleyms):
Pour tout f € BMOg(T, B),
px [ € BMOg(T, B) et [u* fllemos(r,z) < 2|l - Ifllsmosr,B)-

DEFINITION 1. Les décalages (shifts) & droite Iy et 4 gauche X sont
les opérations définies par, pour tout f € L*(T) et z € T,

Zo(f)z) = 2f(2) et Z_(£)(z) =2""f(2).
L7étude de la stabilité par décalage repose sur le lemme suivant issu de
[Pei :

LEMME 2. Sotent ¢ une fonction d’Young, et o un (1, ®)-atome non
congtont & support inclus dans I. Alors, W étant la fonction complémentaire
de &, pour tout j € Z,

@) < 2nlg] - 1]~ 1 ipeery-

ProrosrrioN 3. Svient & une fonction d'Young, et B un espace de Ba-
nach. Alors H3(T, B) et BMOg(T, B) sont stable par décalage (shift).

Définissons maintenant un multiplicateur de Fourier :
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DEFINITION 2. Soit F un espace de Banach de fonctions intégrables sur T.
Un multiplicateur sur F est une application M de F dans F telle qu'il
existe une fonction ¢ : Z — C vérifiant, pour tout f € F et tout n € Z,
g=Mf =7G(n) = ¢(n)f(n).

Un multiplicateur est tdempotent lorsque M ¢ M = M. Cela sc traduit
par ¢{n) =0 ou 1 pour tout n € Z. Le support du multiplicateur est A =
suppd = {n € Z: ¢(n) = 1}. .

¢ satisfaisant & f €e F > ¢of e FFouFF = {§:Z — C:g¢ F}
est dite mudtiplicateur de Fourter de type (F, F'}. On écrit symboliquement
¢ & (F,F).

Remarque. Tout multiplicateur idempotent ¢ de support 4 détermine
une projection orthogonale Py de L*(T) sur le sous-espace fermé L% (T) =
{Fe L) :¥Yng A, f(n) =10} de la forme

pour tout f € L2(T),  Pa(f) = Z f(n)'yﬂ,
ngA
avec pour tout { € T, v.(() = (™.

Dans ce qui suit, F désigne BMOy, (T) ou H}, (T) avee g € [1, 00, Nous
allons caractériser tous les multiplicateurs idempotents de F'.

La transformation de Fourier donne le résultat suivant

PrROPOSITION 4. Toute mesure u € M(T) détermine un multiplicateur
sur I de la facon suivante :
Pourtout f e F,  M(f)=pxf
Iei la fonction multiplicatrice ¢ est telle que pour tout n € Z, ¢(n) = fi(n).

COROLLAIRE 5. L’algébre engendrée par les parties périodiques et les
parties finies sur Z. détermine des multiplicateurs idempotents sur F.

Preuve. Helson a montré dans [H| que cette algtbre n’est autre que
celle des transformées de Fourier-Stieltjes de mesures idempotentes sur T,
Ces mesures sont de la forme

N
pe=fadm+v ot f= % Fin)y

ne=-— N

et otl v est une mesure de transformée de Fourier périodique, idexnpotente. w

Rappelons aussi que pour un groupe abélien compact guelconque, la

caractérisation des supports des mesures idempotentes de L' est due 4 Paul
Cohen. [GM].

icm

Espaces BMO 265

Si A est une partie périodique sur Z de période 7' > 0, alors la mesure u
de support de transformée de Fourier-Stieltjes A est de la, forme

T-1
= Z a-kéwk

k=0
ollw = /T g oy - - -, 0 sont déterminés par le systéme de Vandermonde :
(o +a1+...+ar, = x4(0),
ap + orw ™t 4 L apogw™ T = x4(1),
ag + arw™ + .+ aT—l(w‘"(T“l))z = x4(2),
(a0 + agw™ ™V o e (W™ @01 g (1 — 1),

Nous avons pour tout n € Z,
T-1
ﬁ('ﬂ.) = Z akw"nk.
k=0

Comme w ¢st une racine 7% de l'unité, on a bien i T-périodique et on
reconnail x4(n) pourn=1,...,T — 1, d’oit I'égalité pour tout n € Z. Donc
A détermine une mesure idempotente.

Remarquons aussi que ensemble des supports des multiplicateurs idem-
potents est une algébre contenant les parties finies et périodiques.

Nous aurcns besocin des résultats préliminaires suivants :

PROPOSITION 6. Soient A C Z et q € [1, 00[. Alors

1) Pa : BMOy,(T) — BMOy (T) est continue & P_y Hy (T) —
H (T) est continue.

2) Py: F - F est continue & P_y: F — F est continue.

3) 83 Py est continue si N € N alors Z‘;N o Pyo LY est continue. On a

Z‘IN oPyo Eff = PN

Remarque. La preuve repose sur les deux assertions suivantes :

Pour 1}, si Py : F — F alors le transposé 'Py + F* — F™* est égal
(modulo les identifications) & P..4.

Pour 2), pour tout f & B, P-ao(f) = Pa(f).

Par conséguent, st A définit un multiplicateur continu sur F comme
précédemnent, il en est de méme de =4 4= N pour tout N € N. Etudier
les multiplicateurs idempotents sur BMOy, (T) équivaut donc & ébudier les
multiplicateurs idempotents sur H, (T). Nous avons besoin de définir les
engernbles de Sidon :
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DEFINITION 3. A est un ensemble de Sidon si et seulement s’il existe une
constante K telle que pour chaque fonction continue f dont le support du
spectre de la transformée de Fourier est dans A

> 1Fm) S K| flleo-
neZ
La plus petite constante K notée S(A) est appelée la constante de sidonicité.

On sait qu’une réunion finie de suites lacunaires & la Hadamard est un
ensemble de Sidon.

THEOREME 7. Soit A une réunion finie de suites lacunadres. Sil ¢ <2
alors Py est bornde de BMOy, (T) dans lui-méme. 512 < g < o0 alars Py
n’est pas bornée de BMOy, (T) dans lui-méme.

Preuve. On peut supposer sans perte de généralité que les suites lacu-
naires constituant A sont deux & deux disjointes.

e 1 < g < 2. Dans ce cas, il suffit de le montrer pour chaque suite

lacunaire. Nous savons que BMOy, (T) — BMOy (T) — LA(T) et d’aprés
le paragraphe III qu’il existe C(A) > 0 telle que pour tout f € L*(T),

|1 Pa(f)BMOy, 1y < C(D|Fl2:
Donc, il existe C'(A) telle que pour tout f &€ BMOy, (T),

1Pa(f)llBMoy, ) < C' (D fllemo,, -

e 2 < ¢ < oc. Aest la réunion de N suites lacunaires 4; deux & deux
disjointes. A étant dénombrable est en bijection avec N*, on définit £, oo (4)
comme au paragraphe II & l'aide d’une telle bijection pour renuméroter la
suite (ax)aea- On a

N
IS ol 3] S ol
< [ic (Ax ]ll (@a)realley i)
k=1

ClA)[[(@x)realle, ()
D’auntre part, d’aprés [Pi2],

f
lex)seally.in) < C'@ll(e2)reallzoocr < C"(4) ||ZW?~HBM0“ y

Les constantes C'(A), C'(A), C"(A) ne dépendent que de 4. Donc pour tout
a € £p00(4),

lalle oo (A) P “ flA’Y;\” .
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Nous avons aussi, puisque A est un ensemble de Sidon,
L3(T) — L5(T) — Hy 4(T) <= LY(T) « L3(T).

Maintenant, supposons que P4 soit continue sur BMOy, (T). Alors, d’aprés
la proposition 9, P_ 4 est continue de H, ! ,(T) dans lul—meme

Soit {(¢x)aca une suite dont un nombre fini de termes ne sont pas nuls.

Jonsidérons
F=Y an.
Aed

Alors, d'aprés la discussion ci-dessus, on a

[(@x)rcalle, mtay & 1 f]lBroy, ()
~ sup{[(Paf,g)] 1 g € Hy (T), llgllmz ey <1}
= sup{|(f, P.a9)|: g € H; (T), lglley, my <1}
< sup{|(f, )]+ h &€ ZA(T), ||Mllzry ey < 13IP-4

msup{;;la,\z(/\’ he LA(T), HZh, 'yA‘Hl e 1}
&/
A sup {’ Y, (L,\ba‘ (ba)aca € £2(4), [[(ba)realleia) < 1}

AEA

= H(GA)AeAHeZ(A)-

Finalement, il existc une constante ¢, > 0 telle que pour toute suite (a))rea
dont un nombre fini de termes est non nul,

(@) realle, ooty < cqll(@n)realleca)-

Cela est fanx puisque p < 2. Ceci montre que P4 n’est pas borné sur
BMO,, (T). =

Gilles Pisier a émis la conjecture selon lagquelle le support d’un multi-
plicateur idempotent de L¥«(T) dans lui-méme est dans l’algébre de Boole
engendrée par les parties finies ou périodiques s g > 2 car on démontre que
les suites lacunaives n'interviennent pas dans ce cas. On démontre que la
conjecture est vraie st l'on remplace L¥e (T) par BMOy, (T).

Rappelous d'abord lespace de Hardy H*(T) classique :

HYT) = {f € L}(T) : ¥n < 0, f(n) =0}

I est bien connu que H*(T) — H}(T). Dans la démonstration du
théoréme 9, on va se servir de la caractérisation des multiplicateurs idem-
potents due & Ivo Klemes :
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P, est continue sur H*(T) si et seulement si A appartient a 'algébre de
Boole engendrée par les suites arithmétiques et lacunaires; précisément {vair
annexes), A est de la forme A = IT A L o1 II est une suite arithmétique, L
une réunion finie de suites lacunaires dans N, et A la différence symétrique
sur les ensembles.

Rappelons aussi que la transformée de Riesz est la projection orthogonale
sur L2(T) définie par

o0
R LAT) - LA(T),  fr 3 F(n)yn.
n=0
Il est bien connu que R est continu sur LP(T) pour 1 < p < oo, sur
HL(T) et sur BMO(T).
Remarquons que BMO(T) = BMOy, (T). Le théoréme 9 montre qu’an
dela de l'indice 1, R n’est plus borné sur BMOy, (T) pour g > 1.

THEOREME 8. Soient ¢ € [1,00[ et Py un multiplicateur idermpotent
continu sur BMOy, (T) ou H (T).

1) Si q = 1, Q.IOT'SA = A+UA,... O'L‘LA.|. = H_|. AL+, A._ = IT_ AL..,
II, (resp. II_) est une partie périodigue dans N (resp. Z%, ensemble des
entiers strictement négatifs), Ly (resp. L) est une réunion finie de suites
lacunaires dans N (resp. Z*).

2)8il<qg<2 alors A=IIAL o IT est une partie périodique et L une
réunion finie de suites lacunaires sur les entiers soit positifs soil négatifs.

3 Si2<g<oo, alors A=IT AL ot IT est une partie périodique et L
une partie finie.

Autremnent dit, dans les deuz derniers cas, le support A de tout mul-
tiplicateur Py de BMOy, (T) ou Hy (T) dans lui méme est un élément de
Ualgebre de Boole engendrée par les parties périodiques et lacunaires ¢ droite
et & gauche de l'origine si 1 < g < 2, et por les parties périodiques et finies
812 < g < oo.

Preuve. Démontrons 1). Remarquons gue c'est essentiellement le théo-
reme de Klemes. Notons

HY(T) = {f € L}(T) : ¥n > 0, F(n) =0},

SiAr=ANNet A_ = ANE*, alors Py, est borné sur HYT) et Py est

borné sur HF(T). Alors A est de la forme indiquée dans ’énoncé grice 3 la

caractérisation due & Ivo Klemes. Il reste & voir qu’un tel ensemble convient.
On écrit pour tout f € HI (T),

Pa(f) = PAR(N) + (F ~R(F) = P4 (R(f)) + Pa_(f — R(S)).
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Par suite,

[PA(N et < CUPAR | + [Pa_(f ~ R(n
< CURW s+ 11F = R(A)
< ClRnae + 11F = R
S Cllfliae,

C désignant dans chaque cas une constante. Donc A convient.

Prouvons 2) et 3). Soit Py un multiplicateur continu de H #,(T) dans lui-
méme avee 1 < ¢ < oo, Comme HL (T) < Hy (T) et H (T) — L}T), Py
ext continu de H'(T) dans L'(T). Mais alors en examinant les coefRicients de
Fourier, on remarque que 'image de cet opérateur est encore contenue dans
HMT). On v'est donc ramené & un multiplicateur idempotent sur H1(T).

D’aprés un résultat de Tvo Klemes [KI], on sait alors décrire Ay = ANN.
QOn a

l,at]

A+=ﬂ+ AL+

ou [l cst une partie périodique (4 droite) de N et, L, une réunion (dis-
jointe) de suites finies ou lacunaires. En remplagant dans le raisonnement A
par —A - 1 on aboutit

A-=ANZ =O_AL_

ot I1.. est une partie périodique (3 gauche) et L_ une réunion finie de suites
finies ou lacunaires sur Z* .

On note £y la période de I, ¢- celle de IT_; £y et t_ sont des entiers
strictement positifs.

L’étape suivante, c'est de démontrer qu’en fait une seule partie pério-
dique IT intervient dans A, i.e. INN= Il , IINZ* = II_ et que les suites
lacunaires infinies n’interviennent pas si ¢ > 2. Le raisonnement consiste
d’abord & se ramener au cas 1 < ¢ < 2 ol l'on sait déja que les suites
lacunaires conviennent, a retirer celles-ci, et & voir qu’en les retirant, on
obticnt une partic péricdique. 8i 1 < ¢ < 2 alors le résultat est démontré.
Sinon on “remonte” :

Suchant qu'une partie périodique donne un multiplicateur borné, retirer
celbbe partic & A pour g > 2 et obienir un ensemble A’ formé de suites lacu-
naires. On montre enfin que ces suites lacunaires sont finies. Cela achévera
la preuve.

Siq > 2 alors Hy, (N) < M, (T); dans tous les cas Hy, (T) — L*(T). Si
g > 2 alors P4 est un multiplicateur continu de H;n(’ll") dans L!(T), sinon
1 < g < 2 alors Py est un multiplicateur continu de Hy (T) dans L*(T).

On ge ramdne done au second cas comme annoncé. Montrons d’abord
que by = £,



270 H. Lelitvre im“

Ayant cette situation, puisque 1 < ¢ < 2, nous savons que lorsque 4’ est
Jacunaire, Py : HL (T) — HZ (T} est un multiplicateur idempotent borné.
i Pq P
Comme

Pr,um. =Pa— Prom, — Poog. + Paypney + Prenn.,

si A= IT_ UIl alors Py : H;q(’ﬂ‘) ~ LM(T) est un multiplicateur idempo-
tent borné (1 < ¢ < 2). Il nous reste & montrer d'abord que I et T, ontla
méme péricde et ensuite que ce sont les deux morceaux d'une méme partie
périodique. On suppose £4. # t—.. On va se ramener a un multiplicateur dont
“la. partie gauche” de son ensemble associé est nulle.

Annulation de la partie gauche, Nous avons xr_ {n—1.) = x . (n) pour
tout n < 0. Donge, pour tout n < —it...,

xiln + 1) =xa((n+t.) —t.) = x4(n).

Posons pour tout n € Z, ¢o(n} = xz(n) — x;z(n+ t-). Pour tout n <
~t_, ¢g(n)=10; pour tout n > 0,

do(n+ty) = xz{n+ts) —xz(n+ bty +1-)
=x(n) = x4(n+t-) = do(n).

Soit My = P; ~ P;_, . Alors, My est un multiplicateur agsocié d la
fonction ¢g. Nous savons que P; est borné. Nous savons aussi d’aprés la
proposition 10 que Pz, est continu. Donc, My est continu.

Annulons le “morceau” ¢o(—~t—),..., ¢o(—1); notons A’ Pensemble as-
socié dans 7. Le multiplicateur Py, est continu car A" est une partie finie.
Soit ¢ la fonction multiplicatrice associée & M = P; — Py..

Pour tout j < 0, ¢(5) = 0; pour tout j > 0, (5 +t4) = ¢(4).

Sit. #£t. alors ¢ # 0; ol dans chaque intervalle [jt.., (7 + 1)i4[ N7,
1 <3< n,iyaun édément non nul pour ¢. Pour en déduire une contra-

diction, nous allons nous servir de 'inégalité de Hardy. Il existe ' > 0 telle
que pour tout f € HY(T),

> B < oy,

o K

Soit Vs, le noyau de la Vallée-Poussin d’ordre nt... Alors il existe ¢ > 0
telle que pour tout ¢ € |1, 2],

| Vo llnes (my < C'log(nt. )] 2.

Pour tout j tel que |j| < nty, on a Vi +(7) = 1. Nous avons pour tout j € Z,
|é(4)] € {0,1}. D'aprés l'inégalité de Hardy, on a

Espaces BMO -
Then ), 1
; T S CIMVae, i < O 1M1 W, Y e

S CYNM - Vo | noaeny

N rE . YH - \ 1 3
ot O et C" sont des constantes. Donc il existe une constante ¢ > 0 telle
que

tyLog(n -+ 1) < ¢(Log(nts))Ye,

ce qui est impossible quand n tend vers oo (car ¢ > 1). On aboutit & une
absurdité. Donc, &, =1t

Nous avons encore & montrer que II, et [7_ sont les deux morceaux
d'une méme partie périodique. On note désormais ¢ = £, = t_. Pour ce
faire, on construit A" {-périodique coincidant avec IT.. sur Z*; xar est
la gomme d'an plus ¢ transformées de Fourier-Stieltjes. Donc Pyr est un
multiplicateur borné de Hy, (T) dans HL (T) = L}(T). On retire A” & A
On obtient un multiplicateur noté P; — Py~ dont la fonction multiplicatrice
¢! vérifie :

Pour tout 7 < 0, ¢'(n) = 0; pour tout n > 0, ¢'(n-+1t) = ¢'(n) puisque
IT,. et A” sont -périodiques.

Si I, # A" NN alors on refait le raisonnement précédent puisqu’alors
é'(n) 0 pour un n € [0,¢{ N N. On aboutit, en prenant Vy; avecn > 1, &
une absurdité,

Done IT, = A"NN, II. = A"NZ*, et par suite A = A, UA_ =
Hy ALy U AL

Soit L= L,y UL .OnalnN=1L e LNZ = L_. Donc en posant
I = L,"%Uﬂ- == A”, 011 & IIAL = H+AL+UH_AL; avec H+AL+ C N
et J..OL.CZt.

Done, A = ITAL avec IT périodique et L réunion finie de suites lacunaires
A gauche et & droite.

Le cas olt 1 < ¢ € 2 est done complétement traité car I et L définissent
bien des multiplicateurs idempotents bornés (on a vu que les supports des
mltiplicateurs forment une algébre de Boole).

Pour le cas 2 < ¢ < oo, on retire & A la partie périodique IT; A = I7 AL,
a1 oxaaninant les différents cas possibles, on obtient xz = (X a—xn)*. Alors,
I correspond au multiplicateur idempotent Pr, = (P4~ Pr7)?. 8i L contient
des partics Jacunaires (infinles) alors d’aprés le théoréme 10, Pr n’est pas
boré, Done L est une partie finie. Done, A = II A L avec II périodique et
L finje,

Coct achéve la preuve dy théoréme. w

THEOREME 9. R n'est pas borné de BMOy, (T) dans lui-méme pour 1 <
g < o,
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Preuve. Notons que R est un multiplicateur idempotent donné par
I'ensemble N : R == Py. Par conséquent, si Py est continu sur BMOy, (T),
alors Py est continu sur H] (T). Or, on a vu au cours de la démonstration
du théortme 12 qu’il existerait une constante C > 0 telle que

n—1 1
. < . a .
251 S ORI Tl

Dot I'existence d’une constante C' > 0 telle que
(log(n + 1))~ < ¢,
ce qui est absurde. Donc R n’est pas borné. m

Rappelons aussi que la transformée de Hilbert est définie par

H:LAT) = LT, f— —i Z sgn(n) F(n)vn.
n#l
11 est facile de voir que pour tout f € L2(T),

Rf = 3(Fl0) + F +iMf).

Par conséquent, R et H sont en méme temps continues ou non continues
sur un espace de fonctions intégrables. Donc, H n’est pas bornée non plus
sur BMOy, (T) pour 1 < ¢ < co.

Annexe : Parties “périodiques” et parties “lacunaires” sur N

DEFINITION 1. Partie périodique. C’est une partie 4 de N telle qu’il
existe { € N* vérifiant pour tout n € N, 14(n+ ¢t} = 14(r). Le plus petit
t € N vérifiant cela est appelé la période.

Partie lacunaire. C’est une partie 4 de N telle qu’on puisse la ranger
dans une suite lacunaire finie ou non.

Remarquons que toute partie d’une partie lacunaire est lacunaire et que
si L et L' sont des réunions finies de parties lacunaires alors I A I/ est la
réunion finie de parties lacunaires.

Donnons quelques lemmes utiles dans la suite.

LeMME 1. S¢ P el Q sont périodiques alors PNQ, PUQ, °P et P A Q@
sont périodiques.

LEMME 2. Soit S = {P A L : P périodigue, L réunion finie de suites
lacunaires, P et L pouvant étre }. Alors S est une algébre de Boole.

Preuve.efle S,car@=0AP Ne S, puisque N= NA @ et N est une
partie périodique de période 1.
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eSolent FeSet FeS§; E=PAL F=P AL'.Ona
ENF=(PALN(P AL
=(PnPYA(PNLYA(P'NL)A(LNLN.

L=J4, I=|]J4

ict ieJ
olt A; et A} sont lacunaires. Donc

PnlL = U (PNA}), PN A; est lacunaire car PN A; C A,

On écrit

Ji€d

PNl = U(P' M4;), P'NA; estlacunaire car P/ N A; C 4;,
el

LNl = U (AN /13-), A; N A est lacunaire car A; N A; C As.
(i,7)eIxJ

Done PN L', PPN L et LN L sont réunions finies de suites lacunaires.
Par conséquent, (PN L") A {(P'NL)A(LNL est réunion finie de suites
lacunaires. De plus, P N P! est périodique. Donc ENF € S.
oSoit Fe S, F=PAL. Ona
B=(PAL)="((P\LYU(L\P)) =(P\L)N(L\ P).
Ona “(L\P)=NA(L\P), ol L\ P est une réunion finie de parties
lacunaires. Donc 4L\ P) € 5.

D’autre part, (P \ L) = (PN °L) = °P U L; °P est périodique; L est la
réunion finie de parties lacunaires; °P UL = P U[L\ (°P)] = °P & (L \° P);
L\ °P est une réunion finie de parties lacunaires. Donc °P A (L\ °P) € 5.

Par conséquent, °F = (P \ LYNYL\ P) € S. Donc S est une algebre de
Boole. n

LEMME 3. Une partie périodique (non vide) est la réunion finie de suites
arithmétigues.

Preuve. Soient A cette partie et T' sa période. Soit {Uéo), . ,Ué")} =
{ne[0,T —1]:14(n) = 1}. Soit U = Uék) —+ nT pour tout n € N. On a
A= Uﬂ;.o{Ung}neN- Chaque suite (U$)2., est arithmétique. u

PROPOSITION 4. L’algébre de Boole engendrée par les suiles/parties
arithmétiques et lacunaires est l'ensemble des éléments de la forme P A L
ot P est la réunion finie de suites arithmétiques, et L est lo réunion finte
de suites lacunaires.

Preuve. Soit X l'algtbre de Boole engendrée. On a P,L € %, donc
PALEJX Donc S c X. Une suite arithmétique ou lacunaire est élément
de 5. Donc & ¢ 8. Finalement, ¥ = 5. =
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Standard exact projective resolutions
relative to a countable class of Fréchet spaces

by

P. DOMANSKI (Pozaf), J. KRONE (Iserlohn)
and D. VOGT (Wuppertal)

Abstract. We will show that for each sequence of gquasinormable Fréchet spaces

{Bn)nen there is a Kéthe space A(A) such that
Ext!(A(A), A(A)) = Bxt' (MA), Br) = 0
and there are exact sequences of the form
oo ALA) = A{A) = A{A) = A(A) — Br — 0.
If, for a fixed »n € N, By, is nuclear or a Kdthe sequence space, the resolution above may
be reduced to a short exact sequence of the form
0 — A(A) — M4) — By — 0.

‘The result has some applications in the theory of the functor Ext! in various categories
of Fréchet spaces by providing a substitute for non-existing projective resolutions.

Let us recall that Ext'(E, F} = 0 for Fréchet spaces E, F means that
every short exact sequence

0 FLHGSE—0

of Fréchet spaces splits (i.e., g has a continuous linear right inverse). We will
prove the following main result:

MAIN THEOREM. Let (Fn) and (Fy,) be two sequences of quasinormable
Fréchet spaces. There exists a Kothe space A(A) such that:
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Key words und phrases: Fréchet spaces, Kothe sequence spaces, splitting of short exact
sequences, nuclear gpaces, Schwartz spaces, quasinormable spaces, functor Ext*, projective
spaces, projective resolution.
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