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Méthodes de réalisation de produit scalaire
et de probléme de moments avec maximisation d’entropie

par

VALERIE GIRARDIN (Orsay)

Abstract. We develop several methods of realization of scalar product and generalized
moment problems, Constructions are made by use of a Hilbertian method or a fixed point
method. The constructed solutions are rational fractions and exponentials of polynomials.
They are connected to entropy maximization, We give the general form of the maximizing
solution. We show how it is deduced from the maximizing solution of the algebraic moment
problem.

Etant donnés

¢ K une partie finie de Z% contenant 0 = (0,...,0),

¢ ¢ = (¢r)rex une famille de fonctions mesurables linéairement indépen-
dantes définies sur un multi-rectangle I C R?, avec ¢g =1, et

e p une mesure de référence sur I,

nous cherchons & déterminer h maximisant une fonctionnelle d’entropie
Slh] = [ @(h(2))dr
I
pour ¥ & C2(R*) concave sur I compact, dans les deux problémes suivants :

(1) [ R Q) = dt, (k1) € K7,
s
ot d = (dit) (s, yex? est une matrice strictement définie positive et
(2) {oxh(N) dp(X) =k, kE K,
I

olt ¢ = (i )kex est positive pour ¢ au sens de Krein & Nudel'man LS}, p- 28.
Nous parlerons de moments algébrigues si qbk((Al, g Ad)) = AT A,
et de moments trigonométriques si dx(A) = expilk, A}.

199i Mathematics Subject Olassification: 46120, 47B38, 49.]35.. o
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200 V. Girardin

Pg sera le sous-espace de Lg(l’ ) des polynémes généralisés engendré par
(¢k)nem, et les quotients d’éléments de Py o P = {fy: f.g € Px} seront
appelés fractions rationnelles.

Nous noterons Dy = {h € L2(I) : h = 0 sur I et vérife (2)}.

Le probléme (2) est un probléme de moments généralisés. Le probls-
me (1) correspond A la réalisation par une mesure de densité kb du produit
scalaire défini sur Pk par

(3) (brsdr)a = dyy  pour (k,1) € K2,

mais il peut également étre vu comme un probléme de moments généralisés
pour la famille (@) (x 1yex?, ¢'est-2-dire comme un cas particulier du pro-
bléme (2). Dans certains cas, ces produits s’expriment simplement; la donnée
du produit scalaire est alors équivalente A la donnée des ¢-moments sur un
ensemble d'indices particulier, par exemple K + K pour le cas algébrique ou
K—K pour le cag trigonométrique.

Classiquement, la maximisation d’entropie est utilisée de deux maniéres,
D’une part, en maximisant l’entropie de Shannon, S.1,. (voir Csiszar [4]), ce
qui conduit & des densités de type exponentielle d’un polyndme, et d’autre
part, en maximisant l'entropie de prédiction, Si,., ce qui conduit & des
densités de type inverse de polyndme.

Plus généralement, nous déterminons la forme de la fonction maximisant
Sg dans ’Dg, ce qui conduit en particulier & des solutions de type fraction
rationnelle.

Nous construisons par une méthode Hilbertienne une solution du pro-
bléme (1) de ce type. Son dénominateur est le polynéme de prédiction (voir
par exemple Azencott & Dacunha-Castelle [1]). La construction repose sur
la projection de‘ do sur le sous-espace de L2(I) engendré par (dx)rex\(0)
pour le d-produit scalaire et sur sa correspondance avec le produit scalaire
usuel de Lf,(I ). Elle est possible dés que les fonctions de la famille ¢ sont
linéairement indépendantes, ¢’est-a-dire sous des hypoth#ses minimales. De
plus, sa mise en ceuvre pratique consiste en la résolution de systémes linéaires
tres simples (voir Girardin [6] pour des exemples numériques dans le pro-
bléme algébrique).

Nous construisons des solutions du probléme des moments (2) de type
exponentielle de polynéme ou fraction rationnelle de numérateur fixé, par
une méthode de point fixe.

Dans les deux cas, le principe de construction est I'établissement d’un
systéme linéaire sur les coefficients du polyndme cherché. Il est établi pour
la fraction rationnelle 4 partir de la construction d’une solution du probléme
(1} et pour I'exponentielle 2 partir d’un procédé de dérivation. Sa matrice
fait intervenir les moments ¢ connus et les moments o pour les produits de
fonctions de ¢ ici arbitraires. La détermination du point fixe de la fonction
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associant & o les moments de la fonction ainsi définie constitue une procédure
itérative qui donne la solution.

Les hypothéses nécessaires & leur mise en ceuvre sont vérifiées par exem-
ple pour les problémes algébrique et trigonométrique. Des confraintes du
type étudié dans Ihara [7] peuvent également &tre traitées ainsi.

Nous montrons enfin que 'on peut déduire les solutions de maximum
d’entropie pour une famille ¢ de fonctions continues de celles du probleme
des moments algébriques, grice & leur approximation par des polynbmes
algébriques, une méthode de point fixe permettant de déduire les solutions
du probléme des moments pour des polyndmes algébriques de celles du
probléme des moments algébriques. Ceci permet de traiter les cas ol les
hypothéses nécessaires aux congtructions faites précédemment ne sont pas
satisfaites.

Ces constructions constitnent une alternative aux méthodes classiques en
analyse convexe de maximisation sous contraintes linéaires par résolution
d’un probléme dual utilisées dans la plupart des constructions appliquées
(voir par exemple Borwein & Lewis (3], Ben-Tal & Charnes [2}, Lippman

(10]).

1. Maximisation d’entropie. Nous montrons que la fonction max-
imisant Sy dans 'Dg (A étant la mesure de Lebesgue) est de la forme
h = (¥~ og, g polynéme. Nous en déduisons un résultat analogue pour
D‘; et Sg. Ceci généralise le cag trigonométrigue pour 'entropie de Shannon
traité par Seghier [12].

Notons que le probléme des moments par rapport & une mesure de
référence sur I elle-méme absolument continue par rapport & A constitue
un moyen de prendre en compte des informations préalables sur la densité
h cherchée dans le prohléme des moments par rapport 4 A. Par exemple, il
est équivalent de déterminer h € ‘Dg mulleen A\; € I, i =1,...,n, ou bien

b € D pour dp(A) =TT, (A — Ai)?dA,
THEOREME 1. Soit I compact. §'il existe ho € D stricternent positive,
alors les propositions suivantes sont équivalentes :
[A] Sy (ko] = max,eps Solh].
[B] go = ¥' o hy est lunique solution dans Px de
§(2) 7 a(N)gn(A) dd = e
I _

Preuve. Soit (Pi),ey¢ ume base orthonormale de L3(I) telle que
(Pi)kex soit une base orthonormale de Py

Si Sy est maximum pour ko sur D, considérons, pour k € Né\ K et
8 € R, la fonction hs i = ho + sPx = ho(l + 8(Pr/ho)). I étant compact,

pour k € K.
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supy ez | Pe| est fini pour & fixé; il existe par conséquent un voisinage Vo de
0 tel que, pour tout s € Vo, la fonction 1 + s(Py/hg) est positive sur I. Or
ho € ’D£ et Py est orthogonal & Py, done A,  est également élément de Dﬁ.

Posons bi(s) = Splhs k] pour k € N¢ \ K. Comme h, ;, est continue sur
I, la fonction by, est uniformément bornée sur Vy. De plus, ¥’ étant continue
sur Ry, OF o hy /08 = Py - W' o h, j, est bornée sur Vg x I. Par conséquent,
ces fonctions sont d’intégrale finie sur I, et on a

1) = [ B ' (B s (V) dA
I

La fonction by étant maximum en s =0, on a

1(0) =P, W' (ho(N)dA=0 pour k€ N\ K.
I

Comme (Py)ene est une base orthonormale de L2(I), on a W' o hg € P,
d’oit [B].

Réciproquement, supposons que gg = ¥’ o hig € Py vérifie [B]; alors né-
cessairement hg € Di. Soit h € D$ et soit Ik la projection orthogonale de
L2(I) sur Px; on a

VA %' (ho(M)) dX = ITxc[B] - 9/ (ho(N)) dA +
I

(b — i [h]) - &' (ho(A)) dA

| j(
I I
= {Ix[h] - ' (ho(N)) dX = [ ho - ' (Ra(N)) d
I I

d’ou
(4) Selh] = (Foh+h ¥ oho)(A\)dX — [ ho - ' (ho(N)) dA
I I
La fonction ¥ étant concave sur ﬂg qui est un convexe fermé non vide,
Selh] = Toh+h-Wohg)(N)d\~\hy T(ho(N))dA,

e Selh] = sz {7 0 o ¥’ 0 o)1) A = [ho ¥ (ha()
et cette quantité est finie.

Posons h; = th + (1 — t)hg pour t € [0,1] et

a(t) = | (W o hy + hy - ¥ 0 ho) (M) dA.
I

La quantité max;cpo 1 a(t) est finie. De plus, a’(0) = 0 et

a"(t) = | (ho — h)? - & (Re(N)) dA.
I
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La fonction ¥ est négative sur R., donc a” est négative sur [0,1]. On en
déduit que a(1) < a(0}, soit

J@oh+h W oho)(N)dr < (o ho+ho- 2 o hg)(N)dA,
I I :

ce qui signifie d’aprés 1'égalité (4) que hg vérifie [A]. m

COROLLAIRE 1. Soient p une mesure absolument continue par repport
¢ la mesure de Lebesgue sur I compact, notée p(A)d\. Sl eriste hg € DY
strictement positive sur I, alors les propositions suivantes sont equwalentes

[A] Sg:[ho] = maxhepg S;p[h].

[B] ho = (1/p)(¥') " 0g, g € Px.

Preuve. L'entropte Sg est maximum sur Dp en hg si et seulement si
elle est maximum sur CD enhg-p= (@) log d aprés le théoréme 1. w

2. Réalisation d'un produit scalaire par une fraction rationnelle.
Nous développons la construction d’une fraction rationnelle solution du pro-
bleme (1) pour des familles ¢ de fonctions réelles et une mesure p & support
continu. Elle reste possible pour des mesures de référence & support discret
ou pour des familles de fonctions complexes (voir Girardin [6]).

On notera (Pe)rex un systéme orthonormal pour le produit scalaire
usuel de Lg(I ) déduit de (¢r)rer en commengant par ¢y, qui donne Py,
fonction constante sur I. Ainsi (Py)re K\{o} sera une base de Pxo3-

A sera la matrice de passage de la base (¢n)rcx vers la base (Pyrex,
et A* sa transposée.

Ona L3(I) = Px®([Px -PK}ePK) B(Li(I)O[Px #Pk]), et on considere
une base orthonormale (Pe)rene de L2(I) adaptee & cette décomposition,
telle que (Pi)rgr soit une base de Pk o Py et (Pr)rex 0it la base de Py
définie plus haut.

Ceci permet d’énoncer le théoréme de construction qui caractérise égale-
ment le polyndme de prédiction.

ToEORBME 2. Si H = (dj)uenexe st strictement définie positive,
alors :

[A] La projection —Pyyn de Py sur Pr\{o} pour le d-produit scaloire est
1
~ P = Py — (A*HA)wl(UPD) avec " = [(A*HA)—I]QD

[B] Si de plus Py + Pmin est non nul sur I, il existe Q@ € (Px e Pr)S Py
tel que (VP + Q)/(Po + Pmin) est solution de (1).

Preuve. [A] Nous noterons le projecteur orthogonal sur le sous-espace
de L}%(I ) engendré par (Pi)rep par g pour le produit scalaire usuel de
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L2(I) et par IT§ pour le d-produit scalaire.

Par définition, on a Pupy = —I§{Py], donc (P + Py, Pi)a = 0 pour
ke K\ {0}.

Posons v = (P + Puin, Fo)a. Alors
(5) ﬂg;’[Pﬂ'}‘Pmin} = v ]y,

et v = (Py + Pain, Po + Prin)d = | Po + Pain|% = infpeprop, [|Po + P|2-
Soit f € Py e Py telle que
(6) dig = (./la qbk(/)l> pour (kal) € K.

Si P et P’ sont éléments de Py, on a la formule de changement de produit
scalaire

(P, PYYa={fP,Pyam,
donc la relation (5) est équivalente &

(7) [ f(Py + Pain)] = vF.

Nous allons calculer P, et ¥ A partir de cette équation. Soit H? la
matrice par rapport a la base (Py) de 'opérateur linéaire défini sur Pg par
P — II'g[fP]. Si on pose Ppin = Ek:EK\{D} by, Py, équation (7) g’écrit

1 v

H — | =| —

(bx) (0)

et HY = ((ka,,Pk’))(k’kI)EI{E = A*({f, Grdr))A = A*HA. La matrice H

est strictement définie positive par hypothése, donc H? est inversible. On
en déduit que 1/v = [(H*)"]gg et Ppin = —FP + (HY) (v Fy).

[B] On va construire h sous la forme h = f+g avec g € L2(I)&(Pr o Px)
eb f =3 ey 0Py définie par la relation (6).

Si h a cette forme, alors Iy [h) = I [f] = f, et en particulier h est bien
solution du probléme (1).

L’équation (7) est équivalente &

(F(Po+ Puin), Ps) =0 pour k € K \ {0},
{F(Po+ Prin), Po) = v.

Dautre part, g € L;‘;(I) 8 (Px ® Px) et (P + Ppin)Pe € Px » Py pour
ke K, donc

{(9(Po + Pain): P} = (g, (Po + Pmin)Px) =0 powr k € K,

bl

d'on
®). . (P{Po + Prin), Ps) = 0 pour k € K\ {0},
(9) S (h(Po + Pmin): P@) = v,

icm

Réalisation de produit scalaire et de probléme de moments 205

Pour k € N¢ \ L, nous imposons
(10) (h(Po + Pmin), Pk> =0.

Les équations (8) & (10) impliquent que la projection de A(Fp -+ Pmpin) sur
espace LZ(I) © (Px o Px) @ Px est vy, soit

h{Po + Puin) = vPy + 1\ g h{ Py + Pai)]-

On en déduit que b = (v Py + Q)/(Po + Pumin), ot Q est la projection pour
le produit scalaire usuel de Lg(]’) de h{Py + Pmin) sur (Px ¢ Pg) & Px. 1l
reste & déterminer explicitement @} en fonction de d.
Or (h, P} = 8, pour k € L\ K, cest-d-dire que Q = EkeL\Kﬁkac
vérifie
Py

P
WaPk’>ﬁk2HL\K l:f 3 ],

(k) E(LAK)2 < Fo & Ponin

ol Iz \x est le projecteur pour le produit scalaire usuel de L;";(I ) sur le
sous-espace engendré par (Py)gez\x- La matrice de ce systéme d'inconnues
(Br)rer\x étant une matrice Grammienne, elle est inversible et @ est ainsi
déterminé. m

Notons que dans le probléme trigonométrique la fraction rationnelle
obtenue peut s'écrire avec pour dénominateur le carré du polynéme de
prédiction; Seghier [11] a obtenu ce résultat par une méthode analogue.

Landau [9] en dimension d = 1 a construit par une méthode Hilber-
tienne également des solutions explicites au probléme des moments trigono-
métriques, d’une part comme somme de mesures de Dirac, et d’autre part
de densité égale & I'inverse du carré du polyndme de prédiction.

3. Méthodes de point fixe pour le probléme des moments

3.1. Construction d’une solution fraction rationnelle. Nous construiscns
par une méthode de point fixe une solution du probléme (2) sous forme
de fraction rationnelle ayant pour dénominateur un polynéme de Py et un
numérateur donné.

Rappelons que la construction faite pour la représentation du produit
scalaire donne h = (v Po+Q)/{Po+ Pmin). Le polynéme @ est alors impligué
par le processus de construction & partir du polynéme P, et de v, Ici les
moments ne sont plus supposés connus que sur K. Nous allons montrer

.qu’en se donnant ¢} dans Lf,(f )8 (Px © Pp) et en supposant que h € Df;,

on retrouve Py, et v. Cecl permet d’aboutir au systéme linéaire sur les
coefficients du polyndme cherché. Nous développons la construction pour
Q € (Px ¢ P} © Py et des fonctions (¢g)rex réelles, la généralisation A
Qe Lf,(I ) © Pk (o} et & des fonctions complexes étant possible.
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LEMME 1. Soit Q € (Px @ Px) © Po. Supposons qu’il eviste v € Rt et
P & Prjoy tels que (vPy+Q)/(Po+P) € Dy Soit H™ = (ex1) (r.iyexx s
o
k0 = €o,k = CkSPO()\) dp()\) sike K,
i
o = vP+Q
MEN PR+ P
Si HY est inversible, alors

1 oy —
(11) Py+ P =(H>*)" (vF) avee - =[(H"%) oo-
Preuve. Posons he o = (vFPy+Q)/(Po+ F). Alors — P est la projection

orthogonale de Py sur Pgy (o} pour le produit scalaire défini sur Py par

(P, P = | PP'hea(X) dp(N).
I
Posons v = §,(Py + P)Pohe,a() dp(A). On déduit comme dans la cops-
truction de P, dans la preuve du théoréme 2[A] que
(12) HK[(PU + P)hc’a] = v P,

puis la relation (11). =

, Psz> 58R.07.

Posons P =} :cp (o) % Fs et a = (a;)jex\{0}- L'équation (12} peut
§'écrire sous forme de systéme
(Z1(c, o)) H{*(v,a) = —¢
ou, avec ¢ Pour incoennue,
(Za(v,a,a)) Hy "% = By g,a-
Enfin, on peut définir sur {o € REMOIXEMOH . HP® inversible} la

fonction o
v Py 4
Fola) = (<"'m—anc-Pl>) 3
(@) Po+ P (kEL

ot v et P sont donnés par la relation (11).
Ces notations permettent d’énoncer le théoréme suivant :

THEOREME 3. Soit @ € (Px @ Px) © Po positif sur I. Les propositions
sutvantes sont équivalentes :

[A] Il existe o point fize unique de F. tel que
1. H%® ot Hy™® sont inversibles,
2. [(H*) Yoo Po+@ et (HA)H{[(H>*)~ goPo) sont positifs sur L
[B] Il existe v € RT et P € P © Py tels que vPy+ Q est positif sur I et
(vPo + Q)/(Po + P) est élément de D.
v et P sont alors donnés par la relation (11).
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Preuve. Soit o vérifiant [A]. La matrice H*® est inversible, donc I'équa-
tion (12) a une solution unique (v, P) donnée par la relation (11).

Les polynémes »Py + @ et Py -+ P étant positifs sur I, la fonction hg =
{(vPy+ @Q)/(Pa+ P) est bien définie et, o étant un point fixe de F,, on a

{ho, Py Pt} = oy pour (k,1) € K\ {0} x K\ {0}.

Posons € = ((ho, Pr) ke k; le raisonnement de la preuve du lemme 1 implique
que (v, a) est solution du systéme X1 (¢, a) et donc que € est solution de
Do (v,a,0).

D’autre part, (v, a) est solution de Xy (¢, @}, donc ¢ est également solution
de X5(v,a,a). Comme HY™" est inversible, on a ¢ = &, d’ot [B].

Réciproquement, si hg = (vFo+ Q)/(Po + P) est élément de D%, posons
(hD,PjﬂR> = ¥ pour (k,l) cK \ {O} s K\ {O}
La matrice H®® est inversible. Par conséquent, d’une part, le lemme 1 im-
plique que » et P sont bien donnés par (11); d’'autre part, il existe un
voisinage V, de o tel que (H*%)~1(vPy) est positif pour tout & € V,. La
fonction F, est définie sur V, et o est un point fixe de Fo.

H>" étant inversible, H'™ l'est aussi. Ainsi le systéme X} (¢, &) a une
solution unique et Xa2(v,a,«) a aussi une unique solution; par conséquent,
Hy'™" est inversible, et o vérifie [A].

Liunicité de hg et de « est donnée par la démonstration réciproque. =

3.2. Construction d’une solution exponentielle. Nous construisons ici une
solution du probleme (2) de la forme

RO = exp (3 gii(N))-
leK
C’est un procédé de dérivation qui améne au systeéme linéaire vérifié par les
coeflicients du polynéme. Ce systéme se résoud par une méthode itérative
de point fixe.

Nous donnons d’abord des hypothéses et notations qui seront justifiées
dans la preuve du théoréme de construction.

On prendra I = [a,b]¢ et ¢ = 1 pour simplifier les notations, mais la
démonstration ne le nécessite pas.

Soit, & une permutation de coordonnées pres,
K={0,...,0,kp1,-.., k) €ERE (0,...,0,1,kjp1,. .., ka) € RE:
j=1,...,d—Let Jk; £0,1 tel que (0,...,0,kj, kjt1,..., k) € K}
u{(o,...,0,1)} U{(0,...,0,2)}.

On suppose que la famille (@x)rer est donnée pour L O KUK et vérifie les
hypothéses suivantes :
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H1. |I| > | K|+ K| - 1
H2. les dérivées partielles des ¢ sont éléments de Py, soit

6¢k Z Tk %) ¢'1.

el

pourj=1,...,d;

H3. les ¢y sont décomposables sur les axes, soit

Brr ka(V) = Fiy (M) - fi, ().
On notera Mg o = [Mga]j=1 ...d» matrice (|K|—1) x {|K|— 1), ot
(M ks = [Fi(@) — O] > ri (e
icL
e AONHORSS (@A O] Dl (D)ei i, g2, 0k503e k)

el

+ [fi:_, (b) - f,g:_, (G,)} Z Ti:i (i)eir(kl7"'!k:f—1!1:kj+1"'-zkd)’

i€L
avec e = {; h{A}pidr(X) dA pour (k,i) € L x L, soit
ek =€ko=Cr Dour k€ K et e, p = ep; = ik = Oty SINON.
Le systéme cherché sera
(Zs(c, a))

ot M est un sous-ensemble de L de cardinal [M| =
(B ]ken avec

ﬁi = [fii_', (C"') - ‘fij (b)] E ngkh---akj—hl,kj-?-l=--'1"“n‘-)(i)ci

M. o (g)iex\(0} = (Br)kenr,
K|~ 1et (Br)kem =

icL
fl(b Z'f'k 1)Ei,
ieL
pour jet ktelsque by = ... =k;j_y =0o0ul, et k; € {0,1}.

Enfin, N, , sera la matrice du systéme équivalent & X3(c, o) d’inconnue
C= (Ck)K\{g}, soit

(Zalg,0)) Ng,a(ck)K\{O} = Bg.a

et G. sera la fonction définie sur {a € RF P21k 1 M. o inversible} par

Ge(a) = (S didr(N) exp Puo(X) dA)

(i, k) E(Lx DN\ (K x{0}u{0} x k)’

I

ol

(13) P = Z qlc,a)pr  avec (gi{c, @)k solution de E3(c, ov).
leX

icm
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THEOREME 4. §i (¢r)rcr vérifie les hypothéses H1-H3, alors les pro-
positions suivantes sont équivalentes :

[A] I existe o point fize unique de G tel que M, , et Ny o sont in-
versibles.

[B] Il existe un unique P € Pk tel que exp P € ’DA P est alors donné
par la relation (13).

Preuve. Soit k € L. Une dérivation partielle par rapport A la premidre
variable donne

8h(A) _ dh(N)
8 “(EZK‘ oM )h()‘)
et
Oh{A) _ r{N)er(N) 3%()\)
B, 5k (A)——aj\:—“ R(A)—5—,
soit, d’apras H2,
>oay i Joidih = 2 ri(i);.
lex\{0} €L . €L

En intégrant cette relation sur [a, b]%, on obtient

(14) Ry = f.%l (b)Mb,kz, fkl( ) Gyk2 ek — Sk,
ol
Mgy ps = | Rt A2, A0 fE () - R (Aa) da - d)g,
[a,,b]d—l
(15)
Re= Y @) rildeir o Su= rili)es,..0
IeK\{0} 4€L iel

Les équations (14) s'écrivent, pour k= (0, ka, ..., ka) et k= (1, ko, ..., ka),

[F(a) = FLON My s, ko = F1(0)[R0 kg kg + 50,0, ka)
| = [Rikg,..ka + 51 kg, kel
(71 (a) = (0 Maks,... ke = F1 (O)[Bo ks ks + 50,03, k]
— [Rikayka + Sk, kals
done, puisque Spk,,... k; = 0, 00 &
[£i(a) ~ fL OIS B) Moy, ka — Ty (@) Ma k... k]
= fi, (O)[f1 (@) Ro ks, .o by = (B kgyn s + Stikeso )]

- fél (a)[fll(b)RO,kz,-u,kd - (Rl o2y ki + Sl 1K2qee :kd)}

= [fi, (B)a — fi, ()B) Ro ks, ky + [Riks,oo ks + 1k, kel [fiy (@) — fkl(b)]



210 V. Girardin

Par conséquent, pour chaque k, k % (0,kp,...,ka) et k # (1,kay. .. ka),
’équation (14) est équivalente &

[fi(a) — FLB)Re — LFE, (0)f1(a) — £, (&) f1 (0)]| Ro s, . o
+ £, (0) = fa (@) Bujka,... b
= [F1(b) — f(a)ISk — [fE, (B) = fi, ()18 1,z
soit &

S gl ®) - @] Dt )
lek\{0} i€l
. Lo
+ 1) — A0 e — FLB)7H (@) = S @A G rideo)
i€l ieL
. 1 N
= [FE0) — £(a) 3 ri(d)eio — L, (0) = fi, ()] > ke (Dei0-
i€l ic L

Les coefficients ¢; pour { = (0,1z,...,ls) n'apparaissent pas dans ces équa-
tions. Pour les introduire, il faut considérer les dérivations partielles par
rapport aux autres variables. Comme pour la premiére variable dans la,dr_ei
lation (15), on définit donc Mo,... 0tk 41, ke COMME Vintégrale sur [a, D]
de la fonction

- ' d
RO, - Ago1o b Agts - ASE () oo FETH G-I (M) - A, (),

Les équations obtenues pour les indices k& = (0,....0, k541, .- ,kd’)'et' les
indices k = (0,...,0,1, kj41, ..., kq) lorsque 2 < j < d—1 servent & e}lmlner
les quantités My, . 0,b,k;01,...,kg €0 Mo,....0,a0k551 00 ka des autres\equatlor{s{ et
pour finir k= (0,...,0,1) et k = (0,...,0,2) lorsque j = d, d’olt la condition
LD K. \

On peut alors donner & [K| — 1 de ces équations la forme d’un systeme
linéaire (|K| — 1) x (K|~ 1) d’inconnues (gi}icr\{o}. s0it ?J‘g(c, o), pour
un ensemble M d’indices k& € L de cardinal [K| — 1, d'on la condition
L) 2 ||+ |B] - 1 |

Notons que gy, qui n'apparait jamais dans ces équations, est donné par
(16) [ 0(0R(N) dA = co.

I

Le systéme étant déterminé, il reste & montrer I'équivalence de [A] et [B].

Si o vérifie [A], M, o est inversible, donc le systéme X3 (c, @) a une unique

solution g = (g))ier\(0}- Soit P = 3, x 9161, avec go tel que I'égalité (16)
soit vérifiée. Alors « est un point fixe de G,, donc

§¢'i¢k()\) exp P(\)d) = auy = ax;  pour (k,3) € L\ K x L\ {o}.
I§
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Posons € = ({; ¢x exp P(A) dA\)xex. Par dérivation, on en déduit le systdme
X3(C, ) dont g est solution, puis le systéme X4(g, ) dont ¢ est solution.
Mais g est solution de Zs(c, o), donc ¢ est solution de $4(g, o) également.
La matrice Ny, étant inversible, ce systéme a une unique solution. On a
donc € = ¢, d’or [B].

Réciproquement, si P =37, q1¢; vérifie [B], posons

i = o = | e (N exp P(\)dA  pour (k,i) € L\ K x L\ {0}
I

Alors o est bien un point fixe de G, avec P = P, ,.

En procédant par dérivation, on aboutit au systéme X3(e, @), P étant
P'unique polynéme tel que exp P € D;}, g est I'unique solution de Ts{c, a),
donc M, est inversible; en réécrivant Zs(c, o) sous la forme $y(g, o), ce
systéme a égalemnent une unique solution, donc Ny est inversible et o
vérifie [A].

L’unicité de P et de o est donnée par la démonstration réciproque. m

Notons que les hypotheses nécessaires & cette construction sont en parti-
culier vérifiées pour les polynémes algébriques ou trigonométriques et pour
leurs produits, par exemple pour la famille ((Ay, A2) — AP exp iky)a) con-
sidérée par Devinatz [5].

D’autre part, Seghier [12] a construit dans le cas trigonométrique une
fonction de cette forme en établissant le systéme linéaire grice aux propriétés
spécifiques de la transformée de Fourier de la convolution.

3.3. Passage au probléme algébrigue, Lorsque la famille ¢ est la limite
uniforme d’une suite de familles de fonctions (¢, ), nous montrons que la
solution du probléme des ¢-moments de maximum d’entropie est limite de
celles obtenues pour la suite.

Ceci permet en particulier de déduire les solutions pour une famille de
fonctions continues de celles obtenues pour le probléme algébrique.

En effet, lorsque ¢ est une famille de polynémes algébriques, le probléme
des ¢g~moments peut facilement 8tre ramené au probléme algébrique.

Posons ¢p(A) = 3, bFN pour k € K, ot M = szl{o, ...;ni}. Alors
le probléme (2) s'écrit

(17) D bR = b RN dp(A) = ¢, pourk € K.
leM leM T

Si M est inclus dans K et si la matrice (bf)SS); est de rang maximal,

ce systeme est inversible et (E;c)ke u 8’exprime explicitement en fonction de
(cr)rex -
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Si K est inclus dans M, le systéme (17) s’écrit encore
(18) M% (h)iex = (ck)rex — Mg (ha)ien i

¢ _— +
ot M = (bik)yewx)? ot My = (bll—rclz—.kgm)kemzenfr\x t
Si by # 0, la suite (hi)eex est déterminée en fonction de (ck)rex €

Qi jhe MAK - . . .
( éiion\, il est facile de modifier ce processus de fagon & obtenir un systeme

analogue au systéme (18), mais inversible. foe prc.)cédure de E?int ﬁ:fe sur
les coefficients (hg)rea\ i Permet alors de déterminer h € D, & partir des
solutions obtenues pour les moments algébriques.

THEOREME 5. Soit I compact et ¢y la limite uniforme d'une suite de
fonctions (¢xn) pour k € K. Soit ¥ € C(RY) telle que ¥’ agmet une fone-
tion réciproque dérivée d’une fonction . Supposons que Dy est non vide,
Sy atteint son mazimum sur D} en heo et sur ngn en hy, pour tout n, et
que

v ={ (o) e B9 - [ 37 0i65(0]dp(y) < oo}
I J

est un ouvert non vide. Alors hy tend uniformément sur I vers hoo-

' é i 2T i ' our n assez
Preuve. ’Dg étant non vide, de le.st aussi, a,upmoms P
grand. D’aprés le théoréme 1, Sy est maximum sur Dy, en

hn = (!p’)_l(gn) ='(gn) avec gn= Z'anqu,
J

et sur ’Dg en

hoo = (F') " H{goo) =¥’ (goo) aVEC oo = waﬂw-
3

On définit pour v € RI% | les fonctions convexes suivantes :

Ha(w) = {0 T vsds(N)] dp(d) - (v.c),
I J
Hw) = {9 D vies (N dr~ (v, 0

T
Alors v, = (uj,) est I'unique point de RE! tel que grad Hn(vy) = 0 et
Voo = {Vjou) €St I'unique point de RIE! tel que grad H(ve) = O.’ .

La suite ¢y, tend vers ¢ uniformément, donc, H éta.n-t deﬁ’me sur V,
‘Hn 1est aussi (au moins pour n assez grand) et H,, tend uniformément vers
'H sur tout compact de V.

On en déduit que v, tend vers vqo, d’olt le résultat. w
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Notons que ceci permet par exemple de traiter le probléme des moments
algébriques par rapport 4 une mesure de référence p absolument continue
par rapport a A, pour lequel les hypothéses nécessaires & la méthode de
construction d’une solution exponentielle ne sont en général pas vérifiées.
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