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1. Introduction. Il existe de nombreuses méthodes pour générer des
suites symboliques (i.e. a valeurs sur un ensemble fini). L’'une d’elles consiste
a découper le cercle unité en un nombre fini d’intervalles en associant une
lettre différente a chaque intervalle, puis a considérer, étant donnés un point
2 et une transformation A du cercle, la suite dont le ni*™¢ terme est la lettre
associée a 'intervalle auquel appartient le point A™(z).

Nous présentons dans ce travail certaines propriétés des suites générées
de cette facon dans le cas ou la transformation est une rotation du cercle
unité. En particulier, nous en donnons une caractérisation combinatoire
complete.

Une classe particuliere de ces suites est déja bien connue. En effet, lors-
qu’on considere un découpage en deux intervalles et que I'un des deux est
de longueur égale a 'angle, les suites ainsi obtenues sont “sturmiennes”.
L’étude de ces suites est certainement un des domaines de la dynamique
symbolique les plus prolifiques comme en témoigne I’abondante littérature
consacrée a ce sujet (voir [5]).

L’intérét qu’elles suscitent encore a ce jour s’explique par diverses rai-
sons. Ce sont d’'une part les suites non-ultimement périodiques les plus
simples d’un point de vue combinatoire. Mais elles constituent surtout un
des liens les plus établis entre arithmétique et combinatoire des mots.

En effet, dans les deux articles fondateurs de la dynamique symboli-
que [9, 10], M. Morse et G. A. Hedlund ont montré que les suites sturmien-
nes, dont on peut donner des définitions combinatoires simples en terme de
fonction de complexité (fonction qui associe & tout entier naturel n le nombre
de facteurs de longueur n apparaissant dans la suite) ou d’équilibre, peuvent
également s’interpréter en tant que codages de rotations particuliers.

L’étude des suites sturmiennes est empreinte de cette dualité et la démon-
stration de leurs caractéristiques fait souvent appel a des résultats de théorie
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des nombres. Inversement, on peut utiliser leurs propriétés combinatoires
pour démontrer ou donner des démonstrations plus simples de résultats
arithmétiques. Par exemple, le théoreme des trois distances peut étre re-
trouvé assez naturellement en étudiant leurs langages [2].

Les aspects combinatoires des codages de rotations associés a un décou-
page quelconque du cercle sont moins bien connus. On sait que leurs fonc-
tions de complexité sont ultimement affines [1, 11] mais cette propriété ne
suffit pas a les caractériser. Par exemple, dans le cas ou le cercle est parti-
tionné en deux intervalles, les fonctions de complexité sont, pour une large
classe, égales a 2n pour tout entier naturel non nul n. Il existe cependant des
suites de méme fonction de complexité qui ne sont pas des codages de rota-
tion, comme on peut s’en convaincre en lisant 'article de G. Rote consacré
a ce theme [11].

Dans la méme publication, I'auteur montre que, pour un découpage du
cercle en deux parties égales, les langages des suites codages de rotations
d’angles irrationnels sont “complémentaires symétriques” (i.e. stables par
Popération qui consiste & “renverser” les mots et “inverser” leurs lettres) et
que, réciproquement, les suites satisfaisant cette condition sont des codages
de rotations associés a un découpage du cercle unité en deux intervalles de
longueur 1/2.

La démonstration de ce résultat passe par I’étude des suites sturmien-
nes obtenues en soustrayant (modulo 2) deux & deux les termes consécutifs
des codages de rotation. Dans [7], P. Hubert montre de fagon tout a fait
indépendante qu’un codage de rotation avec un découpage du cercle en deux
intervalles est la différence terme a terme de deux suites sturmiennes.

Par une approche différente, nous explicitons dans ce travail les liens
existant entre les suites sturmiennes et les codages de rotations sur un nom-
bre quelconque d’intervalles pour en tirer une caractérisation combinatoire
complete.

Dans la section 2 nous introduisons les premieres notations et définitions
ainsi que quelques résultats classiques sur les suites sturmiennes.

La section 3 débute avec une discussion sur le caractere récurrent des
codages de rotations et se poursuit avec la présentation des outils utilisés
dans nos démonstrations.

Nous distinguons dans la section 4 le cas ou le cercle est découpé en
deux intervalles. Nous montrons que, pour une large classe de suites codages
de rotation incluant celles de complexité 2n, cette caractérisation a une
expression simple. Le cas général est ensuite traité en considérant les suites
pouvant étre extraites de codages de rotations. Nous terminons cette section
en discutant D'effectivité de nos criteres.

La section 5 est enfin consacrée a ’extension des résultats précédents au
cas des partitions en un nombre fini d’intervalles.
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2. Définitions et notations. Etant donné un ensemble £, on note #& le
cardinal de €. On appelle alphabet tout ensemble fini non-vide d’éléments,
appelés lettres ou symboles, que nous noterons en gras pour éviter toute
confusion.

Un mot sur un alphabet A est une suite de lettres de A indexée sur
{0,1,...,n} pour un entier naturel n, si le mot est fini, et sur N si le mot
est infini. La longueur d'un mot fini w, notée |w/|, est le nombre de lettres le
composant. On désignera par :

e A" 'ensemble des mots de longueur n sur A,
e A* 'ensemble des mots finis sur A,
o AN l’ensemble des suites sur A.

Le concaténé de deux mots u = uq ... ujy|—1 €6 v =g ... V|y|—1, NOLE UL,
est le mot ug ... Ujy|—1V0 - - - Vjy|—1-

Soit u un mot ou une suite sur un alphabet A. Pour un entier natu-
rel ¢, on dit qu'un mot w de longueur n apparait au rang i de u si on a
UiUit] « - - Yjpp—1 = WoW1 ...Wn—1. Un facteur de uw est un mot apparais-
sant a un rang quelconque de u. On note alors L,,(u) ’ensemble des facteurs
de longueur n de u. Le langage de u, noté L(u), est ensemble des facteurs
finis de u (i.e. L(u) = U, cn Ln(u)).

Plus généralement, un langage sur un alphabet A est un sous-ensemble de
A*. 1l est dit factoriel si tout facteur d’un mot lui appartenant est également
dans cet ensemble, et prolongeable a droite (resp. prolongeable 4 gauche) si
chacun de ses éléments est préfixe (resp. suffixe) d’'un mot lui appartenant.
En particulier, le langage d’une suite est factoriel et prolongeable a droite.

Un langage sur l'alphabet {0,1} est dit équilibré si pour tout couple de
mots de méme longueur (w,w’) lui appartenant, on a

lwly = w1 | < 1,

ou |w|y désigne le nombre d’occurrences de la lettre 1 dans w. Une suite est
dite équilibrée si son langage 1’est.

Une suite u est dite récurrente (resp. uniformément récurrente) si tout
facteur de u y apparait une infinité de fois (resp. une infinité de fois a lacunes
bornées).

Il est parfois possible de déterminer certaines caractéristiques d’une
suite en étudiant le nombre de mots y apparaissant. On appelle fonction
de complezité de u et on note p(u,n) la fonction qui & tout entier naturel n
non nul fait correspondre le nombre de facteurs de longueur n de u :

Comme son nom l'indique, la fonction de complexité d’une suite traduit as-
sez bien 'idée que 'on se fait intuitivement de sa “complexité” (voir [3] pour
un survol du sujet). En particulier, une suite est ultimement périodique (i.e.
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périodique & partir d’un certain rang) — donc tres “simple” — si et seule-
ment si sa fonction de complexité est constante a partir d’un certain rang.
Comme cette fonction est croissante, une suite non ultimement périodique
est de complexité au moins n 4+ 1. Cette borne est effectivement atteinte
pour certaines suites que 'on appelle suites sturmiennes.

Nous rappelons deux résultats classiques sur les suites sturmiennes.

THEOREME 2.1 ([Coven & Hedlund [6]). Une suite u sur [’alphabet {0,1}
non ultimement périodique est équilibrée si et seulement si elle est stur-
mienne.

THEOREME 2.2 (Morse & Hedlund [9, 10]). Une suite u sur {0, 1} est de
complexité p(u,n) = n + 1 pour tout entier naturel non nul n si et seulement
si il existe un nombre irrationnel o € [0, 1] et un nombre réel x € [0, 1] tels
que pour tout entier naturel i, on a:u; =1 siz+iamodl €l etu; =0
sinon, ou I est lintervalle [0, af ou |0, ).

Le langage d’une suite sturmienne ne dépend que de ’angle de la rotation
qui lui est associée (voir par exemple [4]). Deux suites sturmiennes ont le
meéme langage si et seulement si elles codent une rotation de méme angle.

Si 'on fixe le découpage, a une suite sturmienne donnée correspond un
unique point de départ.

Nous nous intéresserons aux suites produites par le méme mécanisme
mais en découpant tout d’abord le cercle en deux intervalles de facon quel-
conque.

DEFINITION 2.1. Soient deux réels a € [0, 1] et 3 € ]0,1[. Une suite u a
valeurs dans l’alphabet {0, 1} code une rotation d’angle o avec un découpage
(8,1 —p) ¢'il existe un réel positif x, strictement inférieur a 1, appelé point
de départ de la rotation, tel que pour tout entier naturel k,

uk:{l siz+kamodlel,
0 sinon,
ou I est I'un des intervalles suivants : [0, 3], [0, 5[, ]0, 5] ou ]0, 3[.

La distinction des différents intervalles I possibles n’est utile que pour un
ensemble dénombrable de points de départ x (de la forme x = —na mod 1
ou z = # —na mod 1, pour un entier naturel n).

La définition suivante est une généralisation de la précédente pour les
suites sur des alphabets de cardinal supérieur a deux.

DEFINITION 2.2. Une suite u sur un alphabet A = {ag,a;,...,a,} est
un codage de rotation s’il existe deux nombres réels o € [0, 1] et = € [0,1] et
une partition du cercle en #.A4 intervalles de longueurs strictement positives
{Io,..., 14}, tels que, pour tout entier naturel k, on ait

up =a; six+kamodl e ;.
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Notons que ces deux définitions ne concernent que les cas ou a chaque
lettre de la suite correspond un unique intervalle.

Nous ne nous préoccuperons par la suite que du cas ou l'angle « est
irrationnel (si « est rationnel les suites associées sont périodiques et leur
étude présente moins d’intérét).

Sans perdre de généralité, nous supposerons a < 1/2. En effet, toute ro-
tation d’angle a quelconque peut étre considérée comme une rotation d’angle
inférieur & 1/2, quitte a remplacer a par 1 —a et & changer le sens de rotation.

Par la suite, nous dirons parfois seulement que “u est un codage de ro-
tation” ou “u code une rotation” sans en préciser les parametres (angle,
découpage et point de départ) lorsqu’il ne sera pas nécessaire de les explici-
ter.

3. Résultats préliminaires

3.1. Remarques sur le caractére (uniformément) récurrent des codages
de rotation. Soit u une suite sur l'alphabet A = {ag,ai,...,a,} codant
une rotation d’angle a avec la partition du cercle unité {I,, ..., Ia,}. No-
tons R, la rotation d’angle a et, pour tout facteur w = wows ... wj,—1 de

u, K, I'ensemble ﬂ';i'o_l R (Iy,). Cet ensemble est une intersection finie
d’intervalles de [0, 1], il est donc constitué d’une réunion finie d’intervalles.

Soit x le point de départ associé a la suite u. Un mot w apparait au rang
n de u si et seulement si x + namod 1 € K,,.

Si tout facteur w de u est tel que ’ensemble K, soit de mesure non nulle,
cet ensemble contient au moins un intervalle de [0, 1] de longueur stricte-
ment positive et 'uniforme récurrence de u est une conséquence directe de
Péquirépartition de ’ensemble {na mod 1 : n € N}.

On en déduit que si la suite u n’est pas uniformément récurrente alors
au moins un de ses facteurs w est tel que 'ensemble K, soit de mesure
nulle. Cet ensemble ne pouvant étre vide si w apparait dans u, ceci ne peut
arriver que s’il est réduit a un ensemble fini de points. Il existe alors deux
entiers naturels i et j, i < j, strictement inférieurs a |w| avec I, et I,
tous deux fermés ou ouverts respectivement a gauche et a droite et tels que
la différence entre la borne supérieure de I,; et la borne inférieure de I,,,
soit égale a (j — i)a mod 1. De plus, si on note y la borne inférieure de
L,,, comme le mot w apparait dans u, il existe un entier naturel n tel que
r =1y —namod 1.

Réciproquement, s’il existe un entier naturel n tel que le point de départ
de u soit égal a y—na mod 1, la suite u n’est pas récurrente et par conséquent
n’est pas uniformément récurrente.

En résumé, on obtient la proposition suivante qui reste vraie si ’on
remplace “uniformément récurrent” par “récurrent” :
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PROPOSITION 3.1. Un codage de rotation n’est pas uniformément récur-
rent si et seulement si deux intervalles I et J de la partition, avec I fermé
a gauche et J fermé a droite ou I ouvert a gauche et J ouvert a droite, sont
tels que la borne inférieure de I et la borne supérieure de J appartiennent a
Uorbite, sous laction de la rotation, du point de départ associé au codage.

On remarque que méme dans ce cas, la suite u est uniformément récur-
rente & un préfixe de longueur finie pres (i.e. il existe k£ € N tel que (Upn 4k )nen
soit uniformément récurrente).

Par exemple, si u est définie pour tout entier naturel k par

we = { 1 s% kamod 1 € [0, ],
0 sinon,
le mot 11 n’admet qu’une seule occurrence et u n’est pas récurrente. Par
contre, T'u est sturmienne et uniformément récurrente.

3.2. Deux automates cellulaires. La caractérisation que nous proposons
fait intervenir deux automates cellulaires particuliers que nous notons fy et
f1, et qui, & tout mot u de {0, 1}, associent respectivement les mots fo(u)
et fi(u) tels que pour tout entier naturel k, on ait

Jo(w)e = folupursr) et fi(u)r = fi(urursr),

ot f, et f, sont les fonctions de {0,1}? dans {0,1} définies par

fo f1
00— 0 00— 0
01 -0 e 01—1
10—1 10—0
11 -0 11 -0

On remarque que si le mot 11 n’apparait pas dans u, on a fo(u) = u et
fi(u) =Tu.

On peut définir des applications analogues sur ’ensemble des mots finis
de longueur supérieure ou égale & 2 sur 'alphabet {0, 1}. Par abus, nous les
noterons également fy et fi.

Une propriété des automates cellulaires est que ceux-ci commutent avec
le décalage.

LEMME 3.1. Soit u une suite sur lalphabet {0,1}. Si les suites fo(u) et
fi(u) sont sturmiennes alors on a

L(fo(uw)) = L(f1(w))-

Preuve. Les suites fo(u) et fi(u) étant sturmiennes, leurs langages
sont équilibrés (théoreme 2.1). Pour tout entier naturel non nul n, il existe
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un unique entier A (resp. kél)) tel que pour tout mot w € L, (u) on ait
[fo(w)la € (k" k5" + 1} (vesp. |f1(w)lx € {ki, ki +1}).

Nous allons montrer que le langage L(fo(u)) U L(f1(u)) est équilibré.

Pour tout mot w facteur de u, la quantité |fo(w)|x — |fi(w)|1 est, par
définition, égale a la différence entre le nombre d’occurrences du facteur 10
dans w et le nombre d’occurrences du facteur 01 dans w. Cette quantité
appartient a {—1,0, 1}. En effet, entre deux occurrences successives de 01 il
y a exactement une occurrence de 10 et inversement.

Plus précisément, on a

—1 st wow)y|—1 = 01,
[fo(w)ly = [fr(w)lr =0 st wo= W1,
1 Sl Wow|y|—1 = 10.

De plus, pour tout entier naturel n strictement supérieur a 1, il existe au
moins deux facteurs de longueur n de u, w et w’, tels que l'on ait wow,_1 =
01 et wjw,_; = 10. Dans le cas contraire la suite u serait ultimement
périodique — ce qui est incompatible avec le fait que fo(u) (ou fi(u)) soit
sturmienne.

Comme wowy,—1 = 01, on a |fo(w)|1 = |f1(w)]1 — 1, ce qui implique que
B < kY (on a B < |fo(w)]1 = |fi(w)]1 —1 < kr(ll)). De méme, comme
whw!,_; =10, on a |fo(w’)|1 = |f1(w')|]1 +1, ce qui implique que B > kY
(ona kY +1 > [folw)r = [fi(w)]1 +1 > kY +1). On en conclut que
pour tout entier naturel non nul n, les entiers kr(lo) et k,(f) sont égaux.
Quels que soient deux mots w et w’, facteurs de longueur n de u, on a

[ fo(w)|x — | fr(w)]1] < 1.

Autrement dit, le langage L(fo(u)) U L(f1(u)) est équilibré.

On montre alors par récurrence que, pour tout entier naturel non nul n,
La(fo(w)) = La(fi(w)) -

Pour n = 1, on a bien Li(fo(u)) = Li1(f1(u)) = {0,1}. Supposons
qu’au rang n, on ait L, (fo(u)) = L,(f1(u)). Il existe donc un unique mot
w € Lo (fo()) U L (f1 (1)) tel que {0, wl} € Ly (fo(w)) U L ().

Si I’on suppose Ly 11(fo(u)) # Lypt1(f1(u)) alors

#(Ly+1(fo(u)) U Lpy1(fi(u))) > n+2,

et il existe au moins deux mots w’ et w” appartenant a Ly, (fo(u))UL,,(f1(u))
avec w’ # w”, tels que {w'0,w'1,w"”0,w"1} C Lypt1(fo(w)) U Lpga(fi(w)).
Ces langages étant factoriels, le mot w est nécessairement suffixe de w’
et w’. Comme w' # w”, on a w' = zw et w”’ = yw avec x # y et on
a donc {Ow0,0wl, 1w0,1wl} C Lyi1(fo(uw)) U Lpt1(fi(u)). Ceci est en
contradiction avec le fait que L(fo(u)) U L(f1(u)) est équilibré. On a donc
nécessairement Ly, 1 (fo(uw)) = Lyt1(f1(u)).
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On peut finalement conclure que, pour tout entier naturel non nul n, on
a Ly(fo(u)) = Ly(f1(u)) et, par conséquent, L(fo(u)) = L(f1(u)). m

3.3. Suites extraites d’un codage de rotation. Les propriétés suivantes
nous serons utiles dans les sections 4.2 et 5.

REMARQUE 3.1. Si u code l'orbite d’un point = € [0, 1] sous l'action
d’une rotation d’angle « le cercle unité étant partitionné en un nombre fini
d’intervalles, toute suite (upn+i)nen (ot p € N et i € N) code I'orbite du
point x + ia mod 1 sous 'action d’une rotation d’angle pa mod 1 avec la
meéme partition du cercle.

LEMME 3.2. Soit un nombre irrationnel a € [0,1[ et une partition du
cercle unité en un nombre fini d’intervalles de longueurs strictement posi-
tives. Il existe deux entiers naturels p et q premiers entre eux tels que tout
intervalle de la partition contienne un intervalle semi-ouvert de longueur
pamod 1 et un intervalle semi-ouvert de longueur gae mod 1.

Preuve. Notons 3 la longueur du plus petit intervalle de la partition. Le
nombre « étant irrationnel, la densité de {na mod 1 : n € N} dans [0, 1] nous
assure de I'existence d’un entier p tel que pa mod 1 < 3. Ceci implique que
tout intervalle de la partition contient un intervalle semi-ouvert de longueur
pa mod 1.

Le nombre pa mod 1 étant également irrationnel, il existe un entier na-
turel r tel que (rp+1)a mod 1 < . De la méme fagon, en posant ¢ = rp+1,
tout intervalle de la partition contient également un intervalle semi-ouvert
de longueur ga mod 1.

La définition de ¢ implique de plus que les entiers p et ¢ sont premiers
entre eux. m

4. Suites sur deux lettres codant une rotation

4.1. Cas ou les intervalles de la partition contiennent tous deux un in-
tervalle semi-ouvert de longueur «

THEOREME 4.1. Une suite u sur l’alphabet {0,1} est un codage de rota-
tion d’angle o irrationnel associé a une partition en deux intervalles conte-
nant tous deur un intervalle semi-ouvert de longueur o si et seulement si
les suites fo(u) et fi(u) sont sturmiennes.

Preuve. Supposons tout d’abord que u soit un codage de rotation sa-
tisfaisant les hypotheses de la démonstration. Autrement dit, il existe un
nombre irrationnel « € [0, 1[, un réel = € [0, 1] et un intervalle I dans [0, 1],
cet intervalle et son complémentaire contenant un intervalle semi-ouvert de
longueur «, tels que, pour tout entier naturel k, on ait

uk.:{l siz+kamodlel,
0 sinon.
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Par définition, pour tout entier naturel k, on a ugup+; = 10 si et seulement
siz+kamodleletxr+ (k+1)amodl ¢ I.

Si I =[0,8[oul=]0,p0] ceci équivaut a z + kamod 1 € [ — o, B[N I.
Comme I contient un intervalle semi-ouvert de longueur «, on a [ — «, 3]
C I. On peut alors définir la suite fy(u) par

Folw)y = {1 s% x+kamodl € [f—a,f],
0 sinon,
ou encore
folw), = {1 s% z—(f—a)+kamod1 € [0,q],
0 sinon.
De méme, si I = [0,4] ou I =]0,0], on a ugur+1 = 10 si et seulement si
x4+ kamodl € |8 —a,B]NI. Comme I contient un intervalle semi-ouvert
de longueur «a, on a |3 — «, 5] C I. La suite fo(u) est alors définie par
Folw) = {1 S% r— (8 —a)+ kamod 1 € ]0,ql,
0 sinon.
Dans les deux cas, la suite fo(u) est un codage de rotation d’angle a associé
a un découpage en deux intervalles semi-ouverts de longueurs respectives «
et 1 — a. D’apres le théoreme 2.2, elle est sturmienne.
De méme, pour tout entier naturel k, upur+1 = 01 si et seulement si
r+kamodl¢letx+ (k+1)amodl el
Si I =[0,8oul =[0,3], ceci équivaut & = + ka € [1 — a, 1[N IC. Le
complémentaire de I, noté IC, contient également un intervalle semi-ouvert
de longueur « et on a [1 — a,1[ C I€. On peut alors définir la suite fi(u)
par

fl(u)k =

Enfin, si I =]0,5] ou I = ]0,0], on peut de la méme facon définir la
suite fi(u) par

fi(u), =

{1 siz—(1—a)+kamodl € [0,a],
0 sinon.

{1 siz—(1—a)+kamodl €]0,q],
0 sinon.

Comme la suite fo(u), fi(u) est un codage de rotation d’angle o associé
a un découpage du cercle unité en deux intervalles semi-ouverts de longueurs
respectives « et 1 — «, d’apres le théoreme 2.2, les suites fo(u) et fi(u) sont
toutes deux sturmiennes.

Inversement, supposons que la suite u soit telle que les suites fo(u)
et fi(u) soient sturmiennes. D’apres le lemme 3.1, on a alors L(fo(u)) =
L(f1(u)). D’apres le théoreme 2.2 et la remarque sur la correspondance en-
tre le langage d’une suite sturmienne et I’angle irrationnel qui lui est associé,
il existe un nombre irrationnel a € [0, 1] et deux réels appartenant a [0, 1]
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que 'on note xg et x1 tels que, pour tout entier naturel k&, on ait

Folw)y = { 1 s% 2o + kamod 1 € I,
0 sinon,

avec Iy = [0,af ou Iy =10, q], et

Fi(u)y = { 1 s? 1+ kamod 1l € Iy,
0 sinon,
avec Iy = [0,af ou I; =10, a].

Posons 3 = x1 —xp mod 1 et désignons par [ 'intervalle [3, 5+« mod 1]
si Iy = [0,a] et |8, 8+ a mod 1] si Iy = ]0,a]. La suite fo(u) peut se définir
par

Folu)y = { 1 s% z1 + kamod 1 € I,
0 sinon.
On a en quelque sorte translaté le découpage associé a la suite fo(u) pour
faire coincider les points de départs.

Comme ’on ne peut avoir pour un entier naturel k simultanément f(u)g
=1et fi(u)r =1, on peut supposer que les intervalles I}, et I; sont d’inter-
section vide. On note alors K l'intervalle situé entre I; et I} lorsqu’on suit
le sens de la rotation. On a, selon I7 et I}, K = [o, (], [, 8], ], 8] ou |, (]

Remarquons ensuite que la donnée des suites fo(u) et fi(u) suffit pour
déterminer wu.

Pour cela, on considere les entiers naturels ng = min{n € N | fo(u), = 1}
et n1 = min{n € N | fi(u), = 1}. La premiere lettre de u, ug est alors 1 si
ng < ni et 0si ng > ny.

On peut interpréter géométriquement ce fait. On a ng < n1 si et seu-
lement si la trajectoire du point x; sous 'action de la rotation d’angle «
rencontre l'intervalle I avant Uintervalle I;. Ceci n’est possible que si le
point z; appartient a I) ou si il appartient a K.

De plus, par définition, I’ = K U I/ est 'un des intervalles suivants :
[a, B+ a mod 1], [a, B+ a mod 1], Ja, 5+ o mod 1] ou Je, 5+ o mod 1[. On
obtient finalement

uO:{l s%a:lmodlEI’,
0 sinon,

ou encore, si I'on note I l'intervalle translaté de —a de I’ (i.e. I = [0, /],
[0, B[, ]0, 8] ou ]0, B[ selon I') et = le réel 21 — o mod 1,

_{1 sizmodl €[,
Ug = .
0 sinon.

Comme l'on peut faire le méme raisonnement pour tous les décalages
de u (i.e. toutes les suites de la forme T*u avec k entier naturel) et que
les automates cellulaires commutent avec cette opération, pour tout entier
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naturel k£ on a
fo(TFu) = TF fo(u) et fi(T*u) = T* fi(w),
et donc
uk.:{l siz+kamodlel,

0 sinon.
De plus, d’apres sa définition, 'intervalle I contient bien un intervalle semi-

ouvert de longueur . Comme on peut également définir son complémentaire
comme union d’un intervalle semi-ouvert de longueur a et d’un autre in-
tervalle, la partition du cercle {I,I¢} satisfait bien les hypotheses de la
proposition. m

REMARQUES. En particulier, les suites sturmiennes satisfont les hypo-
theses du théoreme 4.1 et, dans ce cas, les deux automates cellulaires sont
respectivement l’identité et le décalage a droite qui préservent le caractere
“sturmien” d’une suite.

L’hypothese “I et son complémentaire contiennent des semi-ouverts de
longueur o” ne peut pas étre remplacer par “min{3,1 — 5} > a”, ou [ est
la longueur de I. En effet, pour I =)0, a], si le point de départ de u est de
la forme z = —na mod 1, avec n entier naturel, les suites fo(u) et fi(u) ne
sont pas sturmiennes.

Par contre, supposer “min{3,1 — 3} > a” est une condition suffisante
pour que I'’hypothese du théoreme soit satisfaite.

Réciproquement, si u est définie pour tout entier k£ par

uk:{l six+kamodlel,
0 sinon,
et si les suites fo(u) et fi(u) sont sturmiennes, alors, en notant /3 la longueur
de lintervalle I, on a nécessairement min{3,1 — G} > «. L’intervalle [
peut éventuellement étre ]0,«f si il n’y a pas d’entier naturel n tel que
r = —na mod 1.

COROLLAIRE 4.1. Soit u une suite sur l’alphabet {0,1} telle que p(u,2)
= 4. La suite u est un codage de rotation si et seulement si les suites fo(u)
et f1(u) sont sturmiennes.

Preuve. Siles suites fo(u) et fi(u) sont sturmiennes, il suffit d’utiliser
le théoreme 4.1 pour conclure que u est un codage de rotation.

Réciproquement, si u est telle que p(u,2) = 4, les mots 00 et 11 sont
facteurs de cette suite. Si de plus la suite u code une rotation d’angle «, ceci
implique que I et son complémentaire contiennent des intervalles fermés de
longueur « (et donc des intervalles semi-ouverts de longueur «). On peut
alors conclure en utilisant le théoreme 4.1. m

En particulier, ce corollaire caractérise les suites de complexité 2n qui
sont des codages de rotations.
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4.2. Cas général

LEMME 4.1. Si u est une suite sur l’alphabet {0,1} définie simultané-
ment, pour tout entier naturel k, par

uk:{l sizx+kamodl eI,
0 sinon
et
uk:{l six' +ka’modlel,

0 sinon,
ot x et &' sont deur nombres réels dans [0,1[, a et o’ sont deur nombres
irrationnels dans [0,1/2] et I et I' deux sous-intervalles de [0,1[ de bornes
inférieures nulles, alors on a x = x', a = o’ et les intervalles I et I' sont
de méme longueur.

Preuve. Ce lemme est montré dans le cas ou l'intervalle I (resp. I’)
est semi-ouvert de longueur « (resp. ') (voir les remarques suivant le
théoreme 2.2). Dans le cas ou lintervalle I et son complémentaire (resp.
I’ et son complémentaire) contiennent un intervalle semi-ouvert de longu-
eur « (resp. o), le théoréme 4.1 implique que les suites fo(u) et f1(u) sont
sturmiennes. Dans la seconde partie de la démonstration de ce théoreme,
nous avons exprimé l'angle, le point de départ et la longueur du découpage
de la rotation associée a u en fonction des points départs et de I’angle des
rotations associées aux suites fo(u) et fi(u). Le théoreme 2.2 nous donne
donc également 1'unicité de ces parametres dans ce cas.

Reste le cas ou I ou son complémentaire ne contient pas d’intervalle
semi-ouvert de longueur a et I’ ou son complémentaire ne contient pas
d’intervalle semi-ouvert de longueur o/. D’apres le lemme 3.2, il existe deux
entiers naturels p et g premiers entre eux tels que I et son complémentaire
contiennent des intervalles semi-ouverts de longueur pa mod 1 et g mod 1.
De plus les suites (upn )nen €t (tgn)nen peuvent alors étre définies par : pour
tout entier naturel k,

_{ si z + k(pamod 1) mod 1 € I,
Upk = .
0 sinon

et
uk:{l si &' + k(pa’ mod 1) mod 1 € I,
P 0 sinon;
u :{1 si x + k(qaa mod 1) mod 1 € I,
ak 0 sinon
et

Uk = {1 si z' + k(¢ga’ mod 1) mod 1 € I’,
0 sinon.

Nous sommes alors ramenés au cas précédent et ’on en déduit que pa mod 1

= pa’ mod 1 et gqa mod1 = ¢ga’ mod 1, avec p et g premiers entre eux.
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Comme on a o € [0,1/2] et & € [0,1/2], on en déduit que o = o’. Pour les
mémes raisons que précédemment, on a également x = 2’ et les intervalles
I et I’ sont de méme longueur. m

THEOREME 4.2. Soit u une suite sur ’alphabet {0,1}. La suite u est un
codage de rotation si et seulement si il existe deux entiers naturels non nuls p
et g premiers entre eux tels que, pour tout entier naturel v < p et tout entier

naturelj < q, les suites fO((uanri)nEN)v fl((upn+i)n€N)) fO((uqn+j)n€N) et
f1((tgn+j)nen) soient sturmiennes.

Preuve. Supposons que la suite u code une rotation d’angle « irra-
tionnel, le cercle unité étant partitionné en deux intervalles de longueurs
strictement positives.

Le lemme 3.2 nous assure de 'existence de deux entiers naturels p et ¢
premiers entre eux tels que chaque intervalle de la partition contienne des
intervalles semi-ouverts de longueur pa mod 1 et de longueur ga mod 1.

D’apres la remarque 3.1, pour tout entier naturel i strictement inférieur
a p et tout entier naturel j strictement inférieur a ¢, les suites (upn+ti)nen
et (Ugntj)nen sont des codages de rotations d’angles respectifs paw mod 1 et
gamod 1, le cercle unité tous deux associés a la partition initiale du cercle
unité.

Pour tout entier naturel ¢ < p et tout entier naturel j < ¢, les suites
(Upn+i)nen €t (Ugn+tj)nen sont des codages satisfaisant bien les hypotheses
du théoreme 4.1. Ceci nous permet de conclure que les suites fo((Upn+i)nen),
J1((Upnyi)nen), fo((Ugntj)nen) et fi((Ugnij)nen) sont sturmiennes.

Inversement, supposons qu’il existe deux entiers naturels p et ¢ premiers
entre eux tels que, pour tout entier naturel ¢ < p et pour tout entier na-
turel j < g, les suites fo((upn+i)nen); f1((Upn+i)nen), fo((Ugn+j)nen) et
f1((tgn+j)nen) soient sturmiennes.

D’apres le théoreme 4.1, les suites (Upnti)nen €t (Ugn4j)nen sont de
codages de rotations. De plus, comme p et ¢ sont premiers entre eux, quitte
a intervertir ces deux nombres, il existe deux entiers naturels a et b tels que
ap—bg = 1. Notons r = ap et s = bq. Pour tout entier naturel ¢ et tout entier
naturel j, les suites (4rpti)nen €t (Usntj)nen, respectivement extraites en
progressions arithmétiques de (Upn+ (i mod p))neN €t de (Ugnt(j mod q))neN,
sont également des codages de rotations (remarque 3.1). Autrement dit, pour
tout entier naturel 4, il existe un réel z(,; € [0,1[, un nombre irrationnel
a(riy € [0,1/2] et un intervalle I(, ;) du cercle unité de borne inférieure nulle
tels que

U = { 1 s% T(rg) + ko) mod 1 € I, 4,
0 sinon.
De méme, pour tout entier naturel j, il existe un nombre réel z( ;) € [0, 1],
un nombre irrationnel o, ;) € [0,1/2] et un intervalle I, ;) du cercle unité
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de borne inférieure nulle tels que
Uskts = { L stz ) + kag,j) mod 1 € I j),
0 sinon.
Considérons, pour tout entier naturel ¢, les suites (tsnti)nen qui peu-
vent étre extraites a la fois de (trn4i)nen €t de (Usnti)nen €t que I'on peut
donc définir de deux fagons; pour tout entier naturel &, on a

1 si ; k ; dlel,,
Ursh+i = {O :nf)(r?n + sy mod L € L),
et .
Ursk+i — { 1 S? m(s,i) + kra(s,i) mod 1 € I(s,i)7
0 sinon.

On en déduit (lemme 4.1) que, pour tout entier naturel i, on a

T(ri) = T(si) O Qri) = ga(s,z‘)
et on peut supposer
i) = L(s)-
Comme le décalage d'un codage rotation est également un codage de

rotation dont tous les parametres, sauf le point de départ, sont les mémes,
on a, pour tout entier naturel ¢,

Aryitr) = Xri) €0 Asits) = A(syi)-
En particulier, comme r = s 4+ 1, on a pour tout entier naturel ¢
QX(ritr) = ga(s,i—i-l—‘,-s)-
Avec la remarque précédente, on obtient
Q(r,q) = ga(s,i—l-l) = Q(ri+1)-

D’ou 'on déduit que pour tout couple d’entiers naturels ¢ et j,

Uryi) = Xrj) = O(r) €0 Qs5) = Qs j) = Qs)  AVEC Q) = go‘(S)'

On procede de la méme fagon pour montrer que pour tout couple d’en-
tiers naturels ¢ et j, on a

Ty = Iirjy = L(si) = L(s ) = 1.

Nous avons donc démontré que, pour tout entier naturel ¢, les suites
(Urn+i)nen sont toutes de codage de rotations de méme angle associés a un
méme découpage du cercle.

Il nous reste a déterminer les points de départ de ces rotations. Pour
tout entier naturel ¢, nous avons établi

:U(T’i) = x(s,i) :
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En particulier, pour tout entier naturel 7, on a

L(ritr) = T(s,i+1+s)-
Comme les suites (Urntitr)nen €t (Usntiti+s)nen sont respectivement des
décalages des suites (Urnti)neN €t (Usntit1)nen, on en déduit

T(rs) + @y mod 1 = x5 41y + ) mod 1,
et enfin
S
T(ri) T 0y mod 1 = Z(rit1) T ;Oé(r) mod 1.

Finalement, pour tout entier naturel 7, nous avons établi que
1
T(ri41) ~ T(ryi) Mod 1= —ay).

Ceci nous permet de conclure que la différence entre deux points de
départ “successifs”, x(, ;1 1)—Z(. ), est constante et égale a %a(r). Autrement
dit, si 'on pose a = %am on a, pour tout entier naturel 7,

T(rs) = ZT(r,0) + i mod 1.
D’apres la définition des réels z(,. 1), on a

up = {1 S? Ty €1,
0 sinon
et I'on peut donc définir la suite u par
wp = {1 S? T(r0) +kamod1 € I,
0 sinon,
pour tout entier naturel k. Ceci termine la démonstration. m

Remarques relatives au choiz des entiers p et q. On peut, en fonction
d’une suite u, donner des valeurs p et q effectives pour le critere du théoreme
4.2, autrement dit, déterminer des valeurs p et ¢ telles que, si u est un codage
de rotation, les suites fo((upn+i)nen), f1((Upnti)nen); fo((tugn+j)nen) et
f1((ugn+j)nen) soient sturmiennes, pour tout entier naturel i < p et pour
tout entier naturel j < q.

LEMME 4.2. Soit u un codage de rotation sur l’alphabet {0,1}. Si v et
w sont deux suites extraites de u en progressions arithmétiques, on ne peut
avoir simultanément Lo(v) = {00,01,10} et Lo(w) = {01,10,11}.

Preuve. Soit u codant I'orbite d’un point x sous 'action d’une rotation
d’angle a (qu’il n’est pas, ici, nécessaire de supposer irrationnel), le cercle
unité étant partitionné en deux sous-intervalles de [0,1[, I et I associés
respectivement a la lettre 1 et a la lettre 0.

Supposons que l'on ait v et w, deux suites extraites de u en progressions
arithmétiques, telles que La(v) = {00,01,10} et Lo(w) = {01,10,11}.
Notons alors a,, et a,, les angles associés a ces suites. On déduit de Ly(v) =
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{00,01,10} que R, (I) C I€ et de Ly(w) = {01,10,11} que R, (I€) C I.
Ces deux inclusions ne sont simultanément possibles que si les intervalles 1
et I¢ sont semi-ouverts de longueur 1/2 et les angles v, et a,, tous deux
égaux a 1/2. On obtiendrait alors La(v) = La(w) = {01,10}, ce qui est
en contradiction avec I’hypothese faite sur les facteurs de longueur 2 de v
et w. m

Soit w une suite sur {0, 1} codant une rotation d’angle « irrationnel. Nous
nous restreindrons dans cette discussion au cas ou p(u,2) = 3 (si p(u, 2) = 4,
on peut utiliser le corollaire 4.1). Supposons donc, quitte a intervertir les
lettres 0 et 1, que Lo(u) = {00,01,10}.

On déduit du lemme précédent que, comme u est un codage de rota-
tion d’angle irrationnel avec Lo(u) = {00,01,10}, on a pour toute suite v
extraite en progression arithmétique de u : soit Lo(v) = {00,01, 10}, soit
Ls(v) ={00,01,10,11} (I'hypothese d’irrationalité de I’angle exclut le cas
ou p(v,2) = 2, qui implique la périodicité de v).

Soit alors p, un entier naturel non nul, tel que 'on ait, pour un entier
naturel I, uwju;4, = 11. La lettre 1 revenant infiniment dans u, I'existence
de cet entier est assurée.

On a, avec la remarque précédente, nécessairement p((tpn+i)nen,2) = 4.
Ceci implique que I et I€ contiennent des intervalles semi-ouverts de lon-
gueur pa mod 1 (on utilise le méme argument que pour le corollaire 4.1).
On peut donc appliquer, pour tout entier naturel 7, le théoreme 4.1 aux
suites (Upnti)nen. Et, en particulier pour tout entier naturel i < p, les
suites fo((upn+i)nen) €t f1((Upn+i)nen) sont sturmiennes.

Considérons alors les suites (upn)nen €t (Upn+1)nen. Soit k le plus pe-
tit entier naturel tel que uy, = 1 et 7 le plus petit entier naturel tel que
Up(k+r)+1 = L. Ici encore, la lettre 1 revenant une infinité de fois dans les
suites (Upn )nen €t (Upn+1)nen, U'existence de ces deux entiers est assurée.

Si I'on pose ¢ = rp+ 1, on a p((Ugntpk)nen,2) = 4 et on conclut de la
méme fagon que, pour tout entier naturel j < g, les suites fo((ugn+j)nen)
et f1((ugn4;)nen) sont sturmiennes.

5. Codages de rotations associés & une partition finie. Nous al-
lons considérer le cas ou le cercle est partitionné en un nombre quelco-
nque d’intervalles de longueurs strictement positives. On code alors I'orbite
d’un point de départ en associant une lettre différente & chaque intervalle
(voir la définition 2.2). Les résultats obtenus dans la section précédente se
généralisent pour caractériser les suites produites de cette facon.

Nous allons appliquer les résultats obtenus dans le cas des partitions en
deux intervalles. Ceci nécessite 'introduction des fonctions indicatrices de
chaque lettre de I'alphabet.
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Pour tout entier naturel i strictement inférieur a #.4, nous noterons ¢;
Papplication qui & toute suite u sur 'alphabet A associe la suite ¢;(u) sur
lalphabet {0, 1} définie, pour tout entier naturel k, par

1 siwug =a;
Gi(u)k = { : v
0 sinon.
Nous verrons plus loin qu’une certaine classe de codages de rotations

possede la propriété suivante.

DEFINITION 5.1. Nous dirons qu’une suite u sur un alphabet A = {ag, aj,
...,a4} possede la propriété (t) si, quitte a renuméroter les lettres de A,
Iinclusion suivante est vérifiée :

Ly(u) C ({agag, aoa,...,ag_1a4} U{apag,...,azag}).

REMARQUE 5.1. Soit u une suite sur un alphabet A. Si u possede la
propriété (1) alors on a, pour tout entier naturel 7 strictement inférieur

a #A,
foodi(u) = fio ®(i+1) mod #A(“) .

Nous obtenons alors un résultat similaire & celui du lemme 3.1.

LEMME 5.1. Soit u une suite sur un alphabet A possédant la propriété
(1). Si, pour tout entier naturel i < g avec g = #A — 1, les suites foo ¢;(u)
sont sturmiennes alors on a

L(foo ¢o(u)) = L(foop1(u)) =...= L(foo pg(u)) .

Preuve. Il suffit d’appliquer, pour tout entier naturel 7 strictement
inférieur & #A, le lemme 3.1 & chaque suite ¢;(u). La remarque précédente
nous donne alors

L(foo ¢i(u)) = L(fo © d(i+1) mod #A(u)). m

LEMME 5.2. Une suite u sur un alphabet A est un codage de rotation
d’angle o irrationnel si et seulement si, pour tout entier naturel i strictement
inférieur a #.A, les suites ¢;(u) sont des codages de rotations d’angle c.

Preuve. Si 'on suppose que la suite u code 'orbite d’un point = sous
I’action d’une rotation d’angle « le cercle unité étant partitionné en #.A
intervalles Iy, ..., Iy, la suite ¢;(u) code I'orbite du méme point sous I’action
de la méme transformation, le cercle unité étant alors partitionné en deux
intervalles.

Réciproquement, si ’on suppose que, pour tout entier naturel ¢ < #.A4, les
suites ¢;(u) codent des rotations d’angle «, il existe #.A réels zg, z1, ..., 2,4
dans [0, 1] et #.A intervalles I, I, ..., I; inclus dans [0, 1] tels que I'on ait,
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pour tout entier naturel &,

ap sizg+ kamodl € I,
a; siz; +kamodl € Iy,
U =

a; sizg+kamodl e Iy
Ou encore en posant x = xg et pour tout entier naturel i < #A, I; =
Rg—a)17),
ap six+ kamodl € I,

a; siz+kamodl e I,
U = .

a; siz+kamodl € .
L’ensemble {z +na : n € N} étant dense dans [0, 1], les intervalles Iy, I1, . ..
..., I, forment une partition de [0,1[. =

On remarque que si ’on n’impose pas que les angles associés aux suites
¢i(u) solent égaux, la suite u peut ne pas étre un codage de rotation au
sens de la définition 2.2. Les suites équilibrées sur plus de deux lettres ne
satisfont pas cette définition (voir [8]). Pourtant toutes leurs images par les
fonctions caractéristiques sont sturmiennes, donc des codages de rotations.

PROPOSITION 5.1. Soit u une suite sur l'alphabet A. La suite u est un
codage de rotation d’angle o irrationnel associé a une partition du cercle
unité en #A intervalles contenant tous un intervalle semi-ouvert de lon-
gueur « si et seulement si la suite u posséde la propriété (1) et les suites
foodo(u),..., foopg(u) sont sturmiennes.

Preuve. Supposons tout d’abord que u soit un codage de rotation
d’angle «, chaque intervalle de la partition contenant un intervalle semi-
ouvert de longueur a.

Alors la suite u possede la propriété (1). En effet, si x est un réel ap-
partenant a l'intervalle [;, le fait que I'intervalle I(;;1) mod #.4 contienne un
intervalle semi-ouvert de longueur « impose que le réel x + a appartienne
soit a I'intervalle [;, soit a I'intervalle I(;1 1) moa #.4- De plus, cette hypothese
implique que, pour tout entier naturel i < #.A, la suite ¢;(u) est un codage
d’une rotation satisfaisant les conditions du théoréme 4.1. D’ott 'on déduit
que les suites fo o ¢g(u),. .., fo o ¢4(u) sont sturmiennes.

Réciproquement, supposons que la suite u possede la propriété (1) et que
les suites foo¢o(u), ..., foopg(u) soient sturmiennes. D’apres le lemme 5.1,
les langages de ces suites sturmiennes sont tous égaux entre eux. Elles sont
donc associées & un méme angle . On a également (remarque 5.1) pour
tout entier naturel i < #.A,

Joo di(u) = f1 0 @(it1) mod wa(u).
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D’ott I'on déduit que, pour tout entier naturel i < #.A, les suites fo o ¢;(u)
et f1 o ¢;(u) sont sturmiennes. Et donc, d’apres le théoreme 4.1, chaque
suite ¢;(u) est un codage de rotation d’angle «, le cercle étant partitionné
en deux intervalles contenant chacun un intervalle semi-ouvert de longueur
a. Le lemme 5.2 nous permet alors de conclure que la suite u est un codage
de rotation satisfaisant I’hypothese de la proposition. =

THEOREME 5.1. Soit u une suite sur lalphabet A. La suite u est un
codage de rotation d’angle « irrationnel, le cercle unité étant partitionné en
#A intervalles, si et seulement si il existe deux entiers naturels strictement
positifs p et q premiers entre eux tels que, pour tout entier naturel i < p et
tout entier naturel j < q, les assertions suivantes soient vérifiées :

o les suites (Upn+i)neN €t (Ugntj)nen possédent la propriété (),
o les suites fo o ¢o((Upnti)nen), - - fo © dg((Upnti)nen) et
fo o do((ugn+j)nen), .- fo o dg((ugn+j)nen) sont sturmiennes.

Preuve. Sila suite u code une rotation d’angle « irrationnel, le lemme
3.1 nous assure de 'existence de deux entiers naturels p et ¢ premiers entre
eux tels que chaque intervalle de la partition associée a u contienne des
intervalles semi-ouverts de longueurs pa mod 1 et ga mod 1. Pour tout entier
naturel ¢ < p et tout entier naturel j < g, les suites (tupn+i)nen €t (Ugn+j)nen
sont donc des codages de rotations d’angles respectifs pa mod 1 et gae mod 1
associés la méme partition que précédemment.

Ainsi on peut utiliser la proposition 5.1 pour conclure que toutes ces
suites possedent la propriété (1) et que les suites fo o ¢o((Upn+i)nen)s-- -,
f00¢g((upn+i)nEN) et f00¢0((uqn+j)n€N)7 ) Oo¢g((uqn+j)n€N) sont stur-
miennes.

Inversement, supposons que pour tout entier naturel ¢ < p et tout entier
naturel j < g, les suites (Upn+i)nen €t (Ugn+j)nen possedent la propriété
(1), et que les suites fo o ¢o((upn+i)nen),- -, fo © dg((Upn+i)nen) et fo o
¢0((Ugn+j)nen), - -+, fo © ¢g((Ugn+;)nen) soient sturmiennes. Comme pour
la proposition 5.1, on en déduit que pour tout entier naturel ¢ < p, les
langages des suites fo 0 ¢o((Upn+i)nen), - - -+ f0 © dg((Upn+i)nen) sont égaux.
Ces suites sturmiennes sont associées a un meéme angle ;).

De méme, les suites fo o ¢O((uqn+j)nEN)v s Joo ¢g((uqn+j)nEN) sont
sturmiennes associées a un méme angle (g jy, pour tout entier naturel j < g.
De la remarque 5.1 appliquée aux hypotheses, on déduit que pour tout entier
[ < #A, les suites f00¢l((upn+i)n€N)v f1°¢l((upn+i)n€N)v f00¢l((uqn+j)n€N)
et f1 0 ¢1((Ugn+j)nen) sont sturmiennes. D’apres le théoréme 4.2, les suites
¢1(u) sont des codages de rotations.

On remarque ensuite que pour chaque entier I < #.A4, ’angle associé a la
suite ¢;(u) est nécessairement égal a vy, 0)/p (lemme 4.1). Pour tout entier
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[ < #A, les suites ¢;(u) codent des rotations de méme angle et le lemme 5.2
termine la démonstration. m

On peut comme pour le théoreme 4.2 donner des valeurs de p et q effec-
tives pour le critere.

Considérons, pour chaque entier k < #.A, la suite ¢ (u). Si v est un
codage de rotation, on peut, d’aprés ¢ (u), déterminer deux entiers py et
qi effectifs pour le théoreme 4.2 (voir la remarque suivant ce théoreme). 11
existe alors nécessairement un entier [ < #A tel que les valeurs p; et g
soient effectives pour le théoreme 5.1. Il suffit de considérer ’entier [ associé
au plus petit intervalle de la partition.

6. Conclusion. La caractérisation des codages de rotations associés a
une partition en deux intervalles contenant chacun un intervalle semi-ouvert
de longueur égale a l'angle permet une étude précise des langages d’une
large classe de suites sur deux lettres codant des rotations (théoreme 4.1 et
corollaire 4.1). En particulier, cette caractérisation permet de retrouver de
fagon naturelle les résultats de [11] et de [1] sur la complexité des codages
de ce type. La proposition 5.1 se préte au méme genre d’études dans le cas
ou ’on considere plus de deux intervalles. Malheureusement la combinatoire
s’alourdit rapidement lorsque le nombre d’intervalles augmente.

Enfin, si v est un codage de rotation, on montre facilement que pour tout
entier naturel n, il existe un entier k, tel que uw; = wuy, ; pour tout entier
i < n. On ne peut espérer que ceci soit une caractérisation des codages
de rotations : ce comportement est vérifié par d’autres suites qui n’en sont
notoirement pas. Par exemple, si 'on ne retient qu’un terme sur deux du
mot de Morse, on retrouve ce mot infini.

Dans le méme esprit, on peut remarquer qu’on peut extraire d’un co-
dage de rotation associé a une partition en deux intervalles, des suites ar-
bitrairement proches de suites sturmiennes (i.e. telles que leur fonction de
complexité soit égale a n+ 1 pour tout n inférieur a un entier arbitrairement
grand). Cette propriété peut probablement étre utilisée pour caractériser les
codages de rotations associés a une partition en deux intervalles.
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