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Convergence presque siire
de moyennes de sommes de Riemann

par

JEAN-JACQUES RucH (Strasbourg)

Définissons pour tout entier naturel n = 1,2,... l'opérateur somme de
Riemann d’ordre n associé a une fonction f sur le tore T = [0,1] = R\Z,
comme suit :

(1) VzeT, Rn(f)(m):% 3 f(x+i).

J. Bourgain (voir [Bo]) a prouvé que {R,(f) : n > 1} a une densité loga-
rithmique, id est :
N

1 1
Vf e L*(T), og N ; ERn(f) — 1Srfdm presque stirement.

Nous nous sommes inspirés de sa méthode pour prouver des résultats nou-
veaux concernant la convergence presque sture des moyennes habituelles des
sommes de Riemann suivant des sous-suites de la suite des entiers. Par con-
tre nous ne savons pas si ce résultat reste vrai pour toute la suite des entiers.
Ceci nous parait étre un probleme intéressant mais difficile a résoudre.

THEOREME. Soient 0 < €1 < 1 et €9 > &1 deux réels fixés. Alors pour
toute suite d’entiers (Ng)s>1 tels que

(2) Vs>1, NIt < Ny < NItz
pour toute fonction f € L?(T),

s

N,
TRRE
(3) An A E ) converge presque strement.

Démonstration. Consmlerons deux réels €1 et g5 fixés tels que 0 <
g1 < 1et ey > ey, et (Ng)s>1 une suite d’entiers vérifiant (2).
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Notons e le caractere d’ordre k. Un simple calcul montre que
Vn>1, Vk€Z, Ry(ex)=0pper, avec Op = { 1 st |k,
0 sinon.

On obtient alors
N

s

N
1 1 ¢
Vs21 VkeZ, > Ru(er) = M;(snweka

n=1

de sorte que

VkeZ, |An.

1 & k
Sﬁg 5n|kgﬁ—>0, quand s — 00.
S n=1 S

On a donc convergence presque sure des moyennes {An_(ex) : s > 1} pour
tout k£ dans Z, et donc aussi pour toute combinaison linéaire finie de ca-
racteres. Or les combinaisons linéaires finies de caracteres forment un sous-
ensemble dense de L?(T), il nous suffit donc de montrer la fermeture de
I’ensemble de convergence pour démontrer le théoreme. Pour cela nous allons
prouver 'inégalité maximale suivante :

(4) VfeL? ||il>11?1)!ANs(f)!H2 < C| fll2-

~

Observons tout d’abord que si f ~ Y f(k)ey alors
Vn>1,  Ru(f) =Y fk)ouner =Y [(K)ex,
nlk

et donc

= d(k,N
Z()

N
1
VN1 =) Ra(f) =
n=1 k=—o0
avec d(k,N) = Card{1 <n < N :n|k}.
La difficulté lors de I’étude des moyennes réside dans ’estimation des
quantités d(k, N'). Dans notre démonstration nous remplacerons cette suite
de multiplicateurs de Fourier par une autre plus facilement manipulable.
Soient y, la fonction indicatrice de zZ, c’est-a-dire,
Vz € Z, Vn € Z, Xz(n):{l s%z|n,
0 sinon.
Notons encore
Vj>1, PI={p:ppremier}, P*= U P,
j>1
Remarquons que pour tous k € Z, N > 1 et n € [1,N],

nlk < VzeP* 21k, x.(n) =0,
ntk < 3z € P*, 21k, x.(n) =1,
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de sorte que pour tous N > 1 et k € 7Z,

6) R N | )

1N
== I a-xm.

n=1 zEP*, z)fk, z<N

Soit de plus p, la mesure de probabilité sur le tore définie par

1\ 1/2 1 1\ /2
s = <1_z> 5O+Z<1_ <1—Z> )(60+(51/z+---+6(21)/2)

ou J; est la mesure de Dirac au point 7. Lorsqu’on calcule les coefficients de
Fourier associés a cette mesure on obtient

~ 1 1
VhEZ, | =1- -+ (k).

On définit alors une suite de multiplicateurs de Fourier de la fagon sui-
vante : pour N > 1let k € Z,

© uM= I AmmP= I (1—1+1xz<k>)

zeP*, z<N zeP*,z<N
1
- o (Y
z
zG’P*,zSN,Z*k
Soient maintenant

Z Lk’ Ns)f(k)ek

M f = sup
keZ N

up et le:sup’Zu,iNS)f(k)ek’.

szl ez

Pour tout k € Z et pour tout s > 1 on a

> M) 7y,

kezZ $

< ’Zu;ﬁmf(’f)ek‘ +

Z (d(kj,;,ivs) - MIENS)>J?(’€)€/§

keZ keZ
d(k, N, N =
< My f +sup Z <(N) - M;CN )>f(k)€k: :
szl | ez s

Donc

d(k. N, R 2\ 1/2

Mf<Mf+ (Z Z <(N) —M2N5)>f(k)ek > :

s>1'kez s
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D’ou en intégrant cette inégalité et en appliquant le théoréeme de Fubini, on
obtient pour toute fonction f de L2,

2\ 1/2

) ke

Il nous suffit donc de controéler les deux quantités suivantes :
d(k,Ng) (N, 2>1/2
M et sup ( _ - ° ,
sl e sup (2 1
pour obtenir la relation (4).

k
s>1 Ns
Commencons par majorer || M; f||2. Pour cela nous utilisons un théoréme
du & G. C. Rota dont on peut trouver la démonstration dans [Ro].

d(k, N :
( ) __HéN')

161 < 13l +sup (3
S

s>1

S

THEOREME DE ROTA. Soient (T,),>1 une suite d’opérateurs positifs
qui sont des contractions de L' et L>, et qui laissent les fonctions con-
stantes invariantes. Alors la suite d’opérateurs Ty ... T, T ... T}, ou Ty
est lopérateur adjoint de T,,, admet un opérateur mazximal borné dans LP,
p > 1. Si de plus les T, sont définis par des convolutions sur le tore d’une
mesure de probabilité p, alors pour p >1 on a

[suw| =TT 17 0 Fkses

keZ j=1

|, <l

En appliquant la deuxieme partie de ce théoréme pour p = 2 on obtient

[Mifll2 < Clfll2-
2>1/2
2

< C,

Estimons maintenant

sup <Z

keZ \ £33

d(k, Ny :
( )_NIE;N)

S

Nous allons montrer que

D

s>1

dik,N)) (v
N, Hi

uniformément suivant les valeurs de k. Comme

N
VN > 1, Vk € Z, ’d(k]v)‘ <1, V<

il suffit de montrer que

pour r > 1 donné.
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Tout au long du reste de la démonstration nous allons utiliser le lemme
suivant, qui est une version non probabiliste du théoreme de Poincaré.

LEMME A. Soient J > 1 et (aj)i1<j<; une suite de nombres dans [0, 1].
Alors

OEERTES | (RN ED SEC LN | K =D O | 28

S| <k jes |S|=k j€S

avec les conventions sutvantes :

e si k=1,
Y 0 e =1,
|S|<1 JjES
o sik>J+1,
Z (—1)|S|Haj:0, Z Haj:(].
J+1<|8|<k jes |S|=Fk j€S

Preuve. Ce lemme se montre par récurrence sur J. Vérifions que le
résultat soit vrai pour J = 1. Si k£ = 1 alors

(=)= 3 0 o =10 —a) 1 = .
|S]<1 JjES
Si k> 2 alors
(=a) = 3 05 [Ta| =10 -a) = (1 = an)l =0.
|S|<k jes

Le lemme est donc vrai pour J = 1.

Supposons maintenant qu’il soit vrai pour J > 1, et montrons qu’il 'est
encore pour J + 1.

Sil<k<Jalors

J+1
TI0-a) - > 15 ]|
j=1 |S|<k jes
J
—|0—am) [[a-a)- Y 0 T«
Jj=1 |S|<k JES, J+1¢S

+aj+1 Z (-1 H aj‘

|S|<k—1 jES, J+1¢S
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<|Tla-ap- X 0% ] a
j=1 S| <k jES, J+1¢S
J
+CLJ+1‘H(].—CLJ‘)— Z (=I5 H aj‘
Jj=1 |S|<k—1 jJES, J+1¢S
< Z H aj +ajyy1 Z H a; (par récurrence)
|S|=k j€S, J+1¢S |S|=k—1j€S, J+1¢S
<> I
|S|=k j€S
Sik=J+1 alors
J+1 J+1
TI0-a)= > 0" [a| =T
Jj=1 |S|<k JES j=1
Sik>J+ 2 alors
J+1
TI0-a)= > (-0 ] as|=0.
j=1 S| <k jes

On en déduit que le résultat est encore vrai au rang J + 1. Il est donc
vrai pour tout J > 1.

Nous allons commencer par montrer une premiere majoration de la quan-
tité d(k, N)/N que l'on a isolé dans le lemme suivant.

LEMME B. Soit
logeq
r=|4—2_—8°1 |
i)
ot [] désigne la partie entiére. Alors

d(k, Ns)

s

(8) Vs >, Vk > 1, <cp™),

On peut remarquer qu’'une simple réécriture de la preuve de ce lemme
permet de montrer (8) pour tout N > N,.. De plus cette relation entraine
que

d(k, N
9)  Vs>r VE>1, (N) — N < (1v(C = 1)),

Preuve (du Lemme B). Soit k¥ > 1 fixé de fagon quelconque. Pour

5 > r, on considere Nj et on note s, =35 — r. On définit encore

(10) Vs >1, Qs=[Ns_1,Ns[U{z€P":2{k}.
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Alors

(11) Vs > 1, Z§<C,

ze Qs
ou C' est une constante indépendante de s.

En effet, on a le résultat bien connu suivant (voir par exemple le théo-
reme 428 dans [HW]) :

1 1
Vo > 2, Z zloglogaz+a+0<log$>,

p<x,p premier

avec a une constante absolue. Comme la suite (Ny)s>1 vérifie Ngyq < Nltez
on obtient

1 L,
Z — < (1 (constante indépendante de s).
2€Qs, z premier o
De plus
1
> =X ¥
2€Qs, znon premier p premier ]>2
1
< — < C!
> oD S22 e s
ppremler n>1

Majorons maintenant d(k, N5)/N5s :

Atk ) Z I (-x0) @apres (5)
= LzePr, 24k, 2<N;

= ﬁnl—xZ

n=1s=12€Q,

rn

| N

7~
142
E
N

(1) T xe ()

n=1s=1 ACQ,,|A|<ks z€A

+ > sz(n)},

ACQ,, |A|=ks 2z€A

la derniere inégalité s’obtenant en appliquant le résultat du Lemme A pour
ks = s, — s+ 1. Lorsqu’on estime le nombre de termes dans la somme du
membre droit de I'inégalité on trouve que 'on a au plus N& termes de la
forme +x, ou —x., avec (d’apres notre choix pour r)

1
l<a= ——"—-<1.
@ e2(14¢&1)3
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En effet, le nombre de termes est inférieur a

s« ks S ks
13 ¢l <TI31ef < H'%r%
0

S
* ks
A
s=1

s=1k=1 s=1k=1
Sy —S+T
<HM“<H§$” et < N7,
avec
Sy 1 S« —S+T
N (ko +1 :
o =3+ 115+ )
s=1
Or

Sx Sx—S8+T r—1 S«
1 1 u+1
7 s:l( st )<1+€1> <1+€1> 1(1+51)u

- ( 1 )T—l S +1
14 = (1+61)u
P
—e2(1+eq)3
D’ou le résultat.
De plus, on vérifie tres facilement que

= Q.

1 Y 1] 1
N >1 Z — _(n)—~| < =.
VN >1, Vz € Z, ‘N;x(n) <%
Donc
d(k, N5)
12
(12) N,
- 1 1
< —1)l4l - 2 a—1
SICEI NG LS | CD I | I TS
s=1 N ACQs, |A|<ks z€EA ACQs, |A|l=ks 2€A

ACQs, |A|=k,s 2z€A

eI () 1T+ (9)) e

s=1 s

gs*{H(l—i>+2 > Hi}—FNS”‘_l (Lemme A)
(
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Le premier produit dans le dernier terme de I'inégalité (12) est majoré par

C’,u,(ﬂNg), avec C' une constante ne dépendant que de r, et le second par
[[,>;(14(C"/s))® qui est inférieur & une constante. D’ot1

d(k7 NE) Nz a— Nz

N, Scﬂgg )+N§ ! gc/ﬂé )»
car

1 c’

YN>1,Vkez pM>cC 1-=)> :
- 4, € 9 :u“k; - H ' p - IOgN
p<N, p premier

Ceci termine la preuve du Lemme B.
Nous allons maintenant estimer la différence d(k, N5)/N. g_,LL](CNg) de fagon
plus précise. On garde les mémes notations que dans la preuve du Lemme

B. D’apres le Lemme A,

‘H H(l—xz)—sﬁl H(l—xz){ > (_1)|A|H><z}‘
s=12€Q, s=1 2€Q, ACQ.,, |A|<k., ZEA

< Z sz-

ACQs,, |Al=ks, 2€A

En itérant ceci on obtient

Sx

\ﬁHu—xZ)—H{ >

s=1z€Q; s=1  ACQ,,|Al<ks z€A
Sy Sx—t+1 S
<SIIT o= II { X v}
t=1 s=1 z€Q, s=s«—t+2  ACOQs, |A|<ks z€A
Sy —t Sk
I Ia-x II { X oI}
s=1 z€Q; s=s«—t+1 ACQs, |A|<ks z€A
S
< Z‘ H (1 _Xz) - Z (_1)|A| H Xz‘
t=1 2€Q,, _t41 ACQs, —t+1, |Al<ks, —t41 z€A
Sx
< I { X oI}
s=sx—t+2  ACQs,|A|<ks z€A
Sx
<> (X IIw)II0+ X Ix)
uss.  ACQu,|A|=k, 2€A v=u+1 ACQ,, |Al=k, 2€A

Ns

En sommant maintenant cette relation par rapport a (1/Ng) > 2,

et en
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remarquant que
1N
VN > 1, Vz € Z, N g xz(n) <

on trouve

Sx

X0
ISTTS o o)

5 n=1s=1ACQ.,|A|<ks z€A

sy (> mH)I(+ = 1)

u<s. ~ACQ,,|A|=k, 2€A v=u+1 vy |A|=ky, 2€EA

(14)

De plus, lors de la démonstration du Lemme B, nous avons montré que
le nombre de termes apparaissant dans de telles sommes est inférieur ou égal
A N2 avec o = 1/(e2(1 +¢1)"73), et que

1
VN > 1, Vz € Z, ’NZXZ(“)—

IN

z N’

Ceci entraine que

5 ST S o [Lew)

S n=1s=1  ACQ.,|A|<ks zZ€A
Sk 1
N _
—H{ > (=) HZHSN? g
s=1 ~ ACQ.,,|A|<ks z€A

Combinons alors les relations (14) et (15) par inégalité triangulaire, de
sorte que

Sx

ISHIoem-T{ S ot}

S n=1s=12€0Q, s=1 ~ ACQ,, |A|<ks 2€EA
1\ 1
—1
<S( X OO+ X Ii)enee
u<s, ~ACQ.,|A|=k, 2€A v=u+1 ACQ,, |Al=k, 2€A

En appliquant une fois de plus le Lemme A & cette derniere inégalité, ainsi
que la relation (13), nous obtenons

ST -TIT (1)

n=1s=1z2€Q, s=12z2€Q,
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c o\ c\"1 1 1) Fe )
< = — - o
<23 | (og) () (s E)

u<s, 2€Q,

<c (;ﬁ @+(g>“>yz%%juﬁu+Ngl

v=u+1

1
<C 4= (s=—) ~ F NoTL
< > NG
u<s, 2€EQy
A T'aide du Lemme A on montre encore que

5 S« ‘

(UNEES DS | (IERNTIEES 9 | § ) (EERE0)

n=1_ep= 2tk S n=1s=12€Q,

sisuﬁﬂuwm%w

n=1 s=s,+12€Q,

1 & 1
< Fz > X=(n) < > =,

z
n=12€Q,, +1U...UQ5 2€Qs, +1U...UQ5s

et aussi que

Iul(ﬂNg)fH H <1217>‘§

s=1z€Q,

JLIC-D-
< > %

ZGQ.9*+1U..‘UQ§

En se rappelant que s, = 5 — r et en regroupant les trois inégalités (16),
(17) et (18), on obtient

d(k,Ng) . (Ng)
N,

<CY 4D % + No— L,

t<s z€Q¢

D’ou d’apres (9) on a
d(k, Ng) . (Ng)
N, M

< C'inf { Y4 3 17M]<€Ns>} + Ne-L,
z

t<s 2€Q:

Appliquons maintenant le lemme suivant, dont la démonstration est
évidente.

LEMME C. Soient (oy) et B des réels positifs. Alors,

inf (Zat,ﬁ) < Z(atﬂ)l/g.

t
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Ce résultat entralne que
d(ka N§) Nz
’ )

N k
1 1/2 1 1/2
< —(5-1) _ . - a—1
_022 11 (1 Z) (Zz) + N L
t<s z€Q,, /<t 2€Q,
Donc
d(k,Ny) | (s 1 1
I I D Il | (R IO
s>r $ s>1 t<s z€EQu, <t 2€Q4
1
+ON
;Nz(l—a)

<c"S ] (1—i>- > %
t>1 2z€Q,/, /<t Z€EQ,

qui est bornée par une constante absolue d’apres (11). Ceci termine donc la
preuve du théoreme.
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