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Sur les isométries partielles maximales essentielles
by

HAIKEL SKHIRI (Lille)

Abstract. We study the problem of approximation by the sets S+E(H), Se, V+-K (H)
and Ve where H is a separable complex Hilbert space, K(H) is the ideal of compact
operators, 8§ = {L € B(H) : L*L = I} is the set of isometries, V = & U&* is the set
of maximal partial isometries, Se = {L € B(H) : 7(L*)w (L) = 7(1)} and Ve = S U &F
where = : B(H) — B(H)/K(H) denotes the canonical projection. We also prove that all
the relevant distances are attained. This implies that all these classes are closed and we
remark that Ve = V + K (H). We also show that & + K(H) is both closed and open in
Se. Finally, we prove that Ve, § + K(H) and Se coincide with their boundaries 9(Ve),
(S + K(H)) and 8(S8.) respectively.

1. Préliminaires. Soit A un espace de Hilbert complexe séparable de
dimension infinie et B(H) l'algébre des opérateurs bornés de H dans lui-
méme.

Pour T € B(H), notons T, N(T") et R(T) respectivemnent 1'adjoint, le
noyau et l'image de I". On note aussi a(T) = dim N(T) la nullité de T et
p(T) = dim(H/R(T)).

Notons par K (H) 'idéal des opérateurs compacts et C(H) = B(H)/K(H)
Valgébre de Calkin. Soit = : B(H) — C(H) la surjection canonique et
1Tle = |l=(T)}| la norme essentielle de T

Rappelons que la norme minimale m(T) d’un opérateur T de B(H) est
définie par

m(T) = inf{||T(z)| : z € H et ||z|| = 1}.
D’aprés le Théoréme 7.20 de [13], on voit aussi que
(1) mT)=infreC:aea(TN),  ob[T|= (LT

Soit me(T) = inf{h € C: A € oo(|T))} (cf. [2] et [6]) ol 0o(T) est le
spectre essentiel de T défini par ‘

(L2)  0o(T) = {) € C: «(T — AI) n'est pas inversible dans C(H)}.
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Alors (cf. [6], Théoréme 1.1)

me{T) >0 siet seulement si  R(T) fermé et a(1") < oo,
me(T™) >0 sietseulement si 3(T) < occ.

Comme C'(H) est une C*-algébre, d’aprés le théoréme de Gelfand et
Naimark ([5], Théoréme 19.1, page 49) il existe un espace de Hilbert H et
un homomorphisme isométrique stellaire g : C(H) — B{H). Il en résulte
que

(1.3) a(m(T)) = o(en(T)) et |on(T)| = o (|T]).
Maintenant en utilisant (1.1) et (1.3), on voit que
(1.4) me(T) = inf{A € C: A € o(n(|T|))}

=inf{A e C: A€ olon(IT]))}
=if{A € C: A & o|on(T))} = m(pn(1)).
Pour T' € B(H), notons ind(T") I’indice de T défini par
ind(T) = dim N(T) — dim N(T™) (avec 00 ~ o0 =0).
Soit
In={T € B(H): ind(T)=n} avecn€Z=27ZU{~o0,+co}.
Un opérateur T € B(H) est appelé Fredholm (resp. semi-Fredholm) si
me(T) > 0 et me(T*) > 0 (resp. me(T) > 0 ou me(T*) > 0).
Rappelons que la conorme v(T') de T est définie par
YT) = inf{||Tz| : 2 € N(T)*" et fz =1} (v(T) = +oo si T =0).

Alors ([1], [7], [11]) v(T) = inf{c(JT]) \ {0}}, ¥(T) > 0 si et seulement si
R(T) est fermé, et v(T) = v(T™).

L'un des nombreux résultats importants sur la théorie des opérateurs
semi-Fredholm est le théoréme suivant sur la stabilité des opérateurs semi-
Fredholm par les petites perturbations.

THEOREME 1.2 ([7], Théoréme V.1.6). Soit T € B(H) un opérateur
semi-Fredholm d'indice n et S € B(H) tel que ||T — S|| < ~(T). Alors:

(i) S est semi-Fredholm d’indice n.
(il) a(S) < a(T) et B(S) < B(T).
Notons .
| U={LeB(H): 'L =LL" =1}
I'ensemble des unitaires, et
§={LeB(H): L'"L =}

I'ensemble des isométries.
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2. Approximation par les isométries essentielles

LeMME 2.1. S0it T' € B(H) un opérateur semi-Fredholm supérieur, c’est-
a-dire, me(T) > 0. Notons E(-} la mesure spectrale de |T| et Ky l'opérateur
défini par

Ko = E([0,me(T)(IT| = me(T)) + EQT|le, ITIN (1T} — | T)|e1)-
Alors Ky est un opérateur compact et
[1T| = I = Kol = max{l — me(T), | Tlle — 1} = || |T] ~ Ie.

Démonstration. Notons d’abord
Ky = B([0,me(T))(|T|-me(T)I) et Kz =E(|Tlle, |TIHT|-TlleI)-
Alors, K1, K, € K(H). En effet, soit £ un réel tel que 0 < & < me(T) et

Ko = B([0, me(T) — [ ){|T| - me(T)1),

Kze = B([Tlle + & | TINIT] = 1 T]lD)-
Alors, & Paide de la Proposition 4.6 de [4], page 359, on remarque que tout
point A de &(|T]) N ([0, me(T) — e] U ||T|e + & |IT||]} est un point isolé de
a(T) N (10, me(T) — e} U [|ITe + &, [ T|]]), donc o{|T]) N {[0, me(T) —~ €] U
[THe + & IT|)}) est un ensemble fini. Par ailleurs, comme A & oo({T]), on
constate que E({A\})H = N(|T|— AI) est un sous-espace de dimension finie.
Par conséquent, dim R(K;.) < o0 pouri=1,2. D'olt K7 ,,Ks. € K(H).

D’autre part, on voit facilement que |[K; — K .|| <& pour i =1,2. Par
conséquent,

K=Ky + Ky € K(H).

Montrons maintenant la deuxiéme partie du lemme. Remarquons d’abord
que

IT| = I = Ko = (me(T) ~ 1) E([0, me(T)]) + E([me(T), | T[T~ 1)

+ (ITle = HEQIT e, [T1])-
Ceci entraine que o(|7| ~ I — Ky) € [me(T} — 1,]|T}ls — 1]. On a aussi
me(TY— 1€ o(|T| —~ I — Kp) et |T)le — 1 € o(|T| — I - Kg) car
{me(T) = LI} = 1} € o(iT] - 1) = (| 7| ~ 1 ~ Ko) € o{|T] I ~ Ko).
Par ailleurs, comme |T'| — I — K est un opérateur autoadjoint, on a
NT| = I — Kol =sup{|A| : A € o(|T| = T — Ko)}
- =sup{[A]: X € [me(T) ~ 1, [Tl — 1}
= max{1 = mo(T), |T] - 1}.

Enfin, en utilisant le raisonnement précédent pour 7r(1.T| — I & la place de
|T| — I — K, et en tenant compte de fait que me(T) = inf{|A| : A € ae(|T})},
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on obtient
I1T] = Ille = max{|[T]le = 1, 1 ~me(T)}. =
THEOREME 2.2. Soit T € B(H). Alors

max{|[Tlle — 1,1 - me(T)}  siind(T) <0,
max{||Tfe — 1,14+ me(T™)} sinon,

et cette distance est atieinte.

dist(T, 8 + K(H)) = {

Démonstration. Pour tout W e §et K € K(H), il est clair que
L IT-W-K|2|T~W-Kle=|T~Wie2|T|e~ 1.
D’autre part, d’aprés la Proposition 6.10 de [10], on voit que

(2) [T =W — K[| 2 me(W) ~ me(T) = 1 — m(T).
Par conséquent, (1) et (2) impliquent que
{3) dist(T, S + K(H)) 2 max{||T]le ~ 1,1 — me(T)}.

* Supposons que ind(T) < 0. Soit T' = Wy|T| la décomposition polaire
de T avec Wy une isométrie (cf. [8], Probléme 106). Soit F() la mesure
spectrale de |T.

Supposons d’abord que me(T) > 0. Soit Ky 'opérateur défini comme
dans I'énoncé du Lemume 2.1. Alors Wy + Wy Ky € S+ K (H), et ceci entraine
en tenant compte du Lemme 2.1 que

dist(7, 8 + K (H)) < |T = (Wo + WoKo)|| = [||IT| - I — Kq|
= 171 = Ille = max{||T]s ~ 1,1~ me(T)}.
Par conséquent, d’aprés (3) on conclut que '
dist(T, 8 + K(H)) = max{||T|. — 11— me(T)} = T — (Wo + WoKo)|,

et ceci prouve que cette distance est atteinte.
Maintenant si me(T') = 0, alors en utilisant (3) et le Théoréme 2.3 de
[12], on voit que
dist(T', S + K (H)) = dist(T, U + K(H)) = max{||Te — 1,1},

et cette distance est asteinte d’aprés le méme théaréme.

* Soit ind(T") > 0. D'abord, en utilisant le Théoreme 2.3 de [12], on
remarque que

dist(T, S + K (H)) < dist(T,U + K(H)) = max{||T||. — 1,1+ me(T™)}.

Réciproquement, soient W € S et K € K{H). En utilisant le Théordme
2.1 de [12], on voit que

(4) IT =W ~ K[ 214 me(T*) (car ind(W) # ind(T)).
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Dot (1) et (4) impliquent que
dist(7, S + K (H)) > max{||T|e — 1,1 + me(T)}.
Par conséquent,
dist(T, & -+ K (H)) = max{||T|ls — 1,1+ m,(T*)} = dist(T,U + K(H)),
et cette distance est atteinte d’aprés le Théoréme 2.3 de [12]. n
COROLLAIRE 2.3. 8 - K(H) est un fermé.

Démonstration. Ceci résulte du fait que dist(Z,S + K(H)) est at-
teinte. m

Notons ¥V = {L € B(H): L*L =T ou LL* = I} = SUS*, 'ensemble des
isométries ou des co-isométries. Parfois dans la littérature on dit que ¢ ‘est
I'ensemble des isométries partielles mazimales.

THEOREME 2.4. Soit T € B(H). Alors
dist(T,V + K(H)) = max{||T||e — 1, min{1 — me(T), 1 — me(T™)}},
est cette distance est atteinte.

Démonstration Sans perte de généralité, on peut supposer que
ind(7") < 0 (car sinon on considérera T*). D’aprés le Lemme 7 de [3], on voit
que me(T) 2 me(T™). Bn utilisant maintenant le Théoréme 2.2, on obtient ;

dist(T,V + K(H)) < dist(7, 8 + K(H)) = max{||T]e — 1,1 — mao(T)}
= max{[|T|. — 1, min{1 — me(T),1 — me(T*)}}.

Réciproquement, soit W € V et K € K(H). Alors en utilisant la Proposi-
tion 6.10 de [10], on obtient |T—W — K| > max{||T|le—1, 1 —mq(T)} (resp.
max{||T|le — 1,1~ me(T*)}) si W est une isométrie (resp. co-isométrie), d’olt

dist(T",V + K (H)) > max{||T|[e — 1, min{l — me(T), L — me(T™)}}.
Donc

dist(T,V + K(H)) = max{||T]|e — 1, min{l — me(T),1 — me(T™)}}.
Cect nous permet de conclure que

. dist(T, S+ K(H))  siimd(T) <0,
dst(T,V + K (H)) = {di;tET, S+ KE(H) ¥} simd(T) >0

Par conséquent, d’aprés le Théoréme 2.2 cette distance est atteinte. m
COROLLAIRE 2.5. V -+ K(H) est un fermé.

Démonstration. Cecirésulte du fait que dist(T,V + K{H)) est at-
teinte. w

Notons U = {L € B(H) : w(L*)n(L) = n(L)w(L*) = «(I)}, Se = {L €

H) : w(L)(L) = =(1)} et Vo = {L € BH) : n(L*)n(L) = n(I) ou
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w(L)m(L*) = 7(I)} = Se U (Se)*. Dans le Théoréme 2.5 nous donnons les
expressions des distarces d’'un opérateur arbitraire T' de B(H) & S, et Ve en
fonction de ||T||e, me(T) et me(T™).

Avant cela nous avons besoin d'un lemme qui montre que me(TW) >
me(T) pour tout opérateur T de B(H) et W € &,.

LEMME 2.6. Soit H. un espace de Hilbert et B(H) 'algébre des opérateurs
bornés de H dans H.

1) 8i W € B(H) est une isoméirie et L € B{H), alors m(LW) = m(L).
2) Si W est une isométrie essentielle de B(H) et T € B(H), alors
me(TW) > me(T).

Démonstration. 1) Puisque {W{z):z € Het ||z =1} C{zcH:
|z =1}, on a
m(LW) = inf{|| LW (z)| : z € H et ||z| =1}
> inf{||L(z)|| : z € H et ||z| = 1} = m(L).

2) En utilisant 1), (1.4) et le fait que gn(W) est une isométrie de B(H)
ott ’espace de Hilbert H provient du théoréme de Gelfand et Naimark, on
obtient

me(TW) = m(pn(TW)) = m{en{T)orn(W)) 2 m(on(T)) = me(T). »
THEOREME 2.7. Soit T € B(H). Alors :

max{||T|le — 1,1+ ma(T)}
max{[|T|e ~ 1,1 — me(T)}

et celte distance est atieinte.
2) dist(T, Vo) = max{||T || — 1, min{l — me(T), 1 — me(T™)}},

et cette distance est atteinte.

st ind(T") = o0,
sinon,

1) dist(T,Se) = {

Démonstration. 1) Tout d’abord remarquons que pour tout W € S,
on a

1T =Wl 2 |Tlle ~ [|[W]le =T~ 1.
Daonc
(1) dist(T, Se) = |T]le — 1.

» Si ind(T) = +o0, alors d’abord d’aprés le Théoréme 2.4 de [12], on voit
que

(2) dist{T, 8¢} < dist(T, U} = max{||T||e — 1,1 + me(T™)}.

Réciproquement, soit W ¢ S.. Alors en utilisant le Lemme 2.6 et le
Théoréme 2.1 de [12], et le fait que ind(T*W) = —oc, on obtient

W — Ille 2 1+ me(T*W) > 1+ me(T).
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D'ou
[T =W 2 |T*W = e > 1 + ma(T*).
Par conséquent, en utilisant (1) on obtient
(3) dist(T', Se) > max{||T||e ~ 1,14 mqe(T*)}.
Done (2) et (3) entrainent que
dist(T, 8) = max{[|Tle — 1,1 + mo(T™)} = dist(T, Ue.),
et cette distance est atteinte d’aprés le Théoréme 2.4 de [12].

* 5i ind(T) < +00, alors en utilisant (1) et la Proposition 6.10 de [10],
on obtient

(4) dist(T, ) 2 max{||T]|e — 1,1 ~ me(T)}.
Inversement, si ind(T") est fini, alors d’aprés le Théoréme 2.4 de [12],ona
(5) dist(T', Se) < dist(T, Us) = max{[|T|e — 1,1 - me(T)).

Par suite, (4) et (5) impliquent que
dist(T, S¢) = max{[|T||e — 1,1 ~ me(T)} = dist(T,2,),

et cette distance est atteinte (cf. [12], Théoréme 2.4).
5i ind(T") = o0, alors d’aprés le Théoréme 2.2, on remarque que

(6) dist(T,S.) < dist(T, S + K(H)) = max{||T)js — 1,1 — m(T)}.
Par conséquent, (4) et (6) impliquent que
dist(T, Se) = max{||T]e — 1,1 ~ me(T)} = dist(T, S + K(H)),
et cette distance est atteinte d’aprés le Théoréme 2.2.
2) Gréce au Théoréme 2.4, il suffit de montrer que
dist(T, Ve) > max{||T||e — 1, min{l — me(T), 1 ~ me(T)}}.
Soit W € V.. D’aprés la Proposition 6.10 de [10], on remarque que
1T — Wi 2 min{l — me(T), L — me(T*)}.
Or, il est clair que ||T — W|| > ||T|s — 1. Donc
dist(T, Ve) 2 max{[|T|le — 1, min{1l —~ me(T), 1 — me(T*)}}.
Par conséquent,
dist(T, V) = max{||T||e — 1, min{l — me(T), 1 — me(T™)}}.
Ajnsi on conclut que |
dist(T,8,)  siind(T) <0,
dist(T', (8)*) si ind(T) > 0,
ce qui prouve d’aprés 1) que cette distance est atteinte,
- Ceci conclut la démonstration du Théoréme 2.7. n

dist(T, V,) = {
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COROLLAIRE 2.8. 8. et V. sont fermés.

Démonstration. Ceci résulte du fait que dist(Z',Se) et dist(T, V)
sont atteintes. =

COROLLAIRE 2.9 ([9]). Ve =V + K(H).

Démonstration, Cecl est une simple conséquence des Corollaires 2.5
et 2.8 et des Théorémes 2.4 et 2.7. m

COROLLAIRE 2.10. 1) 8i T € S, alors ind(T") # +c0.
2) T € 8. i et seulement si [T|le = me(T) = 1.
3) T €V, si et seulement si | T]le = me(T) = 1 ou |Tlle = me(T") = 1.

REMARQUE. L’assertion 1) du Corollaire 2.10 est, aussi une conséquence
de linversibilité & gauche modulo les opérateurs compacts des éléments
de S,.

COROLLAIRE 2.11. S + K (H) est un ensemble fermé et ouvert de Se.

Démonstration. D'aprés le Corollaire 2.3, il suffit de montrer que
S + K(H) est un ouvert. Soit T € & + K(H). Alors T' est un opérateur
semi-Fredholm d'indice n < 0 (voir Théoréme 2.2). Soit B(T,v(T")) la boule
ouverte de B(H) de centre T et de rayon ~y(1'). Montrons que B(T,v(I)) N
Se C S+K(H). Soit L € B(T,(T))NSe, en particulier L € Se. Donc d’apreés
te Corollaire 2.10, || Llle = me(L) = 1 et comme ind(L) = ind(T) =n < 0
(voir Théoréme 1.1), on conclut d’aprés le Théoreme 2.2 et le Corollaire 2.3
que L € S+ K(H).

COROLLAIRE 2.12. Pourn € Z U {—oo}, Se N I est un owvert et fermé
de S,.

Démonstration. Comme tout opérateur T' de Se N [y, est semi-Fred-
holm et grace & la continuité de I'indice, on voit facilement que Se NIy, est un
ouvert de So. Montrons que SeNl, est un fermé, Soit T € Se N I, € Se = Se.
Donc T est semi-Fredholm et par continuité de l'indice on conclut que T est
d’indice n. Par conséquent, T € Se NIy =

Pour un ensemble X de B(H), notons int(X), X, 8X respectivement
lintérieur, I'adhérence et la frontigre de X.

THEOREME 2.13. 1) Ve =8(V+ K(H)) = Ve =V + K(H).
2) 88, = 88 = 8o = S,
3OS+ K(H)=3(S+K(H))=8+K(H).

Démonstration. 1) Tout d’abord, d’aprés le Corollaire 2.8, V, est
un fermé.

D'auire part, int(V,) = 0. En effet, supposons que int(V.) # § et soif
T € int(V,). Alors il existe 7 > 0 tel que la boule B(T,r) est incluse dans Ve.
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Soit L = (1 + ﬁ)T € B(H). Alors on-vérifie facilement que L € B(T,r)
et que |Llle = 1+ r/(2||T}) # 1, contradiction. Par conséquent,
Ve = Ve =V, = V..

2) D’abord, d’aprés le Corollaire 2.8, S, est un fermé. Comme int{S.) =
int(V.) = 0, on en déduit que

0Ss = 8Se = Se = Se.

3) C'est une conséquence du Corollaire 2.3 et le fait que int(S + K(H))
=0 = ,

COROLLAIRE 2.14. 1) 8, = U, = U, = Ue.
2) AU + K(H)) = 8 + K(H)) = U + K(H).

Démonstration. 1) Comme dist(T,U,) est atteinte, on constate que
U, est fermé. D'autre part, comme U, C Ve, on en déduit en tenant compte
du Théoréme 2.13 que int(Ue) = int{V,) = 0. Par conséquent,

B(Ue) = 8(Us) = U = Ue.

2) En utilisant le Théoréme 2.3 de [12], on obtient i+ K (H) = U + K (H)
= U, N Iy. D'autre part, comme int(/ + K(H)) = int(l} = @, on conclut
que

B + K (H)) = H(H T E(H)) =U + K(H). u
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Dominated ergodic theorems in rearrangement invariant spaces
by

MICHAEL BRAVERMAN (Beer-Sheva),
BEN-ZION RUBSHTEIN (Beer-Sheva) and
ALEXANDER VEKSLER (Tashkent)

Abstract. We study conditions under which Dominated Ergodic Theorems hold in
rearrangement invariant spaces. Consequences for Orlicz and Lorentz spaces are given. In
particular, our results generalize the classical theorems for the spaces Ly and the classes
Llog™ L.

1. Results. The aim of this paper is to generalize the classical Domi-
nated Ergodic Theorems for Iy~Lso-contractions, which held in the spaces
L, (see, for example, [K85], p. 52, and references there), to the class of re-
arrangement invariant Banach spaces. We will show that this generalization
can be obtained by using standard techniques connected with the Hardy-
Littlewood maximal function. Corresponding consequences for Orlicz and
Lorentz spaces include the classical results for the spaces L.

Recall some definitions and notations. Let i be Lebesgue measure on
[0,1]. For a measurable function f on (0,1), its decreasing rearrangement is
defined by the formula '

(1.1) ) =inf{y>0:u{s: |fa)i >y} £}, 0<E<L
Clearly #* is decreasing right-continuous, and has the same distribution as

|71
A Banach space E of measurable functions on (0,1) is called rearrange-
ment invariont (r.i.) if the following conditions hold:

(i) g € B and |f| < |g| inply that f € E and ||f||e < [g]e;
(i) g € B and f* = g* tmply that f € E and [|fl|lg = ||g]e-
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