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Distribution des polynômes irréductibles dans Fq[T ]
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I. Introduction. Soit q une puissance d’un nombre premier p et Fq
le corps fini à q éléments. En 1924, Artin [1, pp. 242–246] prouvait pour
l’anneau Fp[T ] le théorème suivant, analogue au théorème des nombres pre-
miers dans les progressions arithmétiques.

Théorème I.1. Soit Q ∈ Fp[T ] et soit R un polynôme premier à Q.
Soit π(n;Q,R) le nombre de polynômes irréductibles unitaires de degré n
congrus à R modulo Q. Alors,

π(n;Q,R) =
pn

nφ(Q)
+O

(
pθn

n

)
,

θ étant une constante < 1.

En 1965, D. R. Hayes [2] introduisait la notion de congruence arithmé-
tique et généralisait le théorème d’Artin de la façon suivante :

Théorème I.2. Soient un entier k ≥ 1 et a = (a1, . . . , ak) une suite de
k éléments de Fq. Soit Q ∈ Fq[T ] et soit R un polynôme premier à Q. Soit ,
pour n ≥ k, π(n; a, Q,R) le nombre de polynômes irréductibles unitaires
P ∈ Fq[T ] de degré n congrus à R modulo Q et tels que

deg(P − Tn − a1T
n−1 − . . .− akTn−k) < n− k.

Alors,

π(n; a, Q,R) =
qn−k

nφ(Q)
+O

(
qθn

n

)
,

θ étant une constante < 1.

En 1972, en faisant appel au théorème de Weil sur la fonction zéta des
courbes, G. Rhin [6] améliorait les résultats de D. Hayes de la façon suivante :

Théorème I.3. Soient un entier k, Q et R des polynômes unitaires
de Fq[T ] premiers entre eux. Soit π(n; k,Q,R) le nombre de polynômes
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irréductibles unitaires P de degré n congrus à R modulo Q et tels que

deg(PT deg(R) −RTn) < n+ deg(R)− k.
Alors, si k + deg(Q) ≥ 1,

∣∣∣∣π(n; k,Q,R)− qn−k

nφ(Q)

∣∣∣∣ ≤ (k + 1 + deg(Q))qn/2.

Très récemment, en reprenant des idées se trouvant à la fois dans [2] et
dans [6], Hsu [3] améliorait encore ce résultat et établissait le

Théorème I.4. Les hypothèses et notations étant celles du théorème
précédent ,

π(n; k,Q,R) ≤ qn−k

nφ(Q)
+
(

1− 1
qkφ(Q)

)
(k − 1 + deg(Q))

qn/2

n
,

π(n; k,Q,R) ≥ qn−k

nφ(Q)
−
((

1− 1
qkφ(Q)

)
(k+3+deg(Q))

)
qn/2

n
− deg(Q)
nqkφ(Q)

.

Nous nous intéressons ici à une généralisation des résultats contenus dans
les théorèmes précédents. Plus précisément, nous nous intéressons aux po-
lynômes irréductibles unitaires P congrus à R modulo Q, ayant mêmes k
premiers coefficients que le polynôme R et tels que θ(P ) = α, θ étant un
caractère modulo un polynôme D fixé, α étant l’une quelconque des valeurs
prises par θ. Le nombre de ces polynômes sera noté π(n; k,Q,R,D, θ, α).
Nous déduirons de notre étude une estimation des nombres π+(n; k,Q,R),
resp. π−(n; k,Q,R), où π+(n; k,Q,R), resp. π−(n; k,Q,R), désigne le nom-
bre de polynômes irréductibles unitaires P de degré n congrus à R modulo
Q, ayant mêmes premiers coefficients que le polynôme R, et tels que D soit
inversible et carré modulo P , resp. ne soit pas carré modulo P . Nous ob-
tiendrons aussi une estimation des nombres π+(n;D), resp. π−(n;D), de
polynômes irréductibles unitaires P de degré n tels que D soit carré, resp.
ne soit pas carré modulo D. Une définition plus précise de ces nombres
sera donnée dans la suite de ce travail quand nous aurons précisé quelques
définitions. En plus de la généralisation proposée, notre travail apporte une
petite amélioration du terme d’erreur. Il fait aussi référence aux résultats
établis en [2] et [6].

II. Préliminaires. On pose A = Fq[T ]. On désigne parM l’ensemble des
polynômes unitaires de Fq[T ] et par I l’ensemble des polynômes irréductibles
unitaires de Fq[T ].

Soient Q ∈M et k un entier naturel. Soit RQ,k la relation d’équivalence
sur M définie par
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A ≡ B mod RQ,k
⇔ A ≡ B mod Q et deg(AT deg(B) −BT deg(A)) < deg(AB)− k.

L’équivalence RQ,0 est simplement la congruence modulo Q. On note RQ
l’équivalence RQ,0 et Rk l’équivalence R1,k. Notons que A ≡ B mod RQ,k
⇔ A ≡ B mod RQ et A ≡ B mod Rk. On remarque aussi que tout po-
lynôme unitaire est inversible modulo Rk. Le groupe formé par les classes
de M inversibles modulo RQ,k, resp. modulo RQ, est noté CQ,k, resp. CQ.
On note GQ,k, resp. GQ, le dual de ces groupes et g(CQ,k) = φ(Q)qk, resp.
g(CQ) = φ(Q), leur ordre qui est aussi l’ordre de leur dual. Rappelons qu’à
tout caractère χ ∈ GQ,k, on associe un caractère modulaire sur M que l’on
note par le même symbole en posant χ(H) = 0 si H n’est pas inversible mo-
dulo RQ,k et χ(H) = χ(H) si H est inversible modulo RQ,k, H désignant
la classe de H modulo RQ,k.

Pour tout entier n ≥ 1, pour tout R ∈M premier à Q, soit π(n; k,Q,R)
le nombre de polynômes irréductibles unitaires P de degré n, congrus à R
modulo RQ,k.

Soient D un polynôme unitaire premier à Q, k un entier naturel et θ
un caractère modulo D d’ordre d. Soit α ∈ Im(θ). Pour R ∈ M premier à
Q, soit Π(n; k,Q,R,D, θ, α) le nombre de P ∈ I de degré n, congrus à R
modulo RQ,k et tels que θ(P ) = α.

Pour tout polynôme D premier à Q, non nécessairement unitaire, mais
sans facteur carré, pour R ∈ M premier à Q, soit π+(n; k,Q,R,D), resp.
π−(n; k,Q,R,D), le nombre de P ∈ I de degré n, congrus à R modulo RQ,k
et tels que D soit inversible et carré mod P , resp. tels que D ne soit pas
carré modulo P . Notons aussi π+(n;D), resp. π−(n;D), le nombre de P ∈ I
de degré n tels que D soit inversible et carré mod P , resp. tels que D ne
soit pas carré modulo P .

Faisons d’abord quelques remarques très élémentaires. Quand D = 1, θ
ne peut être que le caractère unité. Dans ce cas, α = 1 et π(n; k,Q,R,D, θ, α)
= π(n; k,Q,R, 1, 1, 1) = π(n; k,Q,R). Si en plus, Q = 1, π(n; k,Q,R)
est le nombre de polynômes irréductibles unitaires de degré n dont les
k premiers coefficients sont égaux à ceux de R. Le nombre π(n; k, 1, R)
sera noté π(n; k,R). Si D 6= 1 et si θ est le caractère unité, α = 1 et
π(n; k,Q,R,D, θ, α) = π(n; k,Q,R,D, 1, 1) est le nombre de P ∈ I de degré
n, congrus à R modulo RQ,k et ne divisant pas D. En dehors d’un nom-
bre fini d’entiers n, π(n; k,Q,R,D, 1, 1) = π(n; k,Q,R). Plus précisément,
si n n’est pas le degré d’un facteur irréductible de D, π(n; k,Q,R,D, 1, 1) =
π(n; k,Q,R), sinon, |π(n; k,Q,R,D, 1, 1) − π(n; k,Q,R)| ≤ ν(n,D) où
ν(n,D) est le nombre de diviseurs irréductibles unitaires de D et l’estimation
des nombres π(n; k,Q,R,D, 1, 1) se ramène à celle des nombres π(n; k,Q,R)
qui seule retiendra notre intérêt dans ce travail.



144 M. Car

Dans ce qui suit, on convient que le caractère θ est d’ordre d > 1 dès que
D 6= 1. Si k = 0, Q = 1, π(n; k,Q,R,D, θ, α) = π(n;D, θ, α) est le nombre
de P ∈ I de degré n tels que θ(P ) = α. En particulier si d = 2, θ est le
caractère quadratique, π(n;D, θ, 1) est le nombre de polynômes irréductibles
unitaires P de degré n ne divisant pas D pour lesquels D est carré modulo
P , et π(n;D, θ,−1) est le nombre de polynômes irréductibles unitaires P de
degré n pour lesquels D n’est pas carré modulo P .

III. Les principaux théorèmes. Ce travail a pour but essentiel la
démonstration du théorème suivant.

Théorème III.1. Soient Q ∈M, D ∈M premiers entre eux , k un entier
naturel tels que k + deg(QD) ≥ 1 et θ un caractère modulo D d’ordre d.
Alors, pour tout R ∈ M premier à Q, tout α ∈ Im(θ) et tout entier n ≥ 1,
on a

qn−k

dφ(Q)
−
(

1− 1
dφ(Q)qk

)
(k − 1 + deg(QD))qn/2 − 2qn/2 − deg(QD)

≤ nπ(n; k,Q,R,D, θ, α) ≤ qn−k

dφ(Q)
+
(

1− 1
dφ(Q)qk

)
(k− 1 + deg(QD))qn/2.

Une version moins précise mais plus simple de ce théorème pourra être
retenue sous la forme suivante.

Théorème III.1′. Soient Q ∈M, D ∈M premiers entre eux , k un entier
naturel tels que k + deg (QD) ≥ 1 et θ un caractère modulo D d’ordre d.
Alors, pour tout R ∈ M premier à Q, tout α ∈ Im(θ) et tout entier n ≥ 1,
on a

qn−k

dφ(Q)
− (k + 1 + deg(QD))qn/2 ≤ nπ(n; k,Q,R,D, θ, α)

≤ qn−k

dφ(Q)
+ (k − 1 + deg(QD))qn/2.

Si l’on applique le théorème III.1 ou le théorème III.1′ dans le cas où
D = 1, on obtient le

Corollaire III.2. Soient Q ∈ M et k un entier naturel tels que k +
deg(Q) ≥ 1. Alors, pour tout R ∈M premier à Q et tout entier n ≥ 1, on a

qn−k

φ(Q)
−
(

1− 1
dφ(Q)qk

)
(k−1+deg(Q))qn/2−2qn/2−deg(Q) ≤ nπ(n; k,Q,R)

≤ qn−k

nφ(Q)
+
(

1− 1
qkφ(Q)

)
(k − 1 + deg(Q))qn/2,
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ou le

Corollaire III.2′. Soient Q ∈ M et k un entier naturel tels que k +
deg(Q) ≥ 1. Alors, pour tout R ∈M premier à Q et tout entier n ≥ 1, on a

qn−k

φ(Q)
− (k + 1 + deg(Q))qn/2 ≤ nπ(n; k,Q,R)

≤ qn−k

nφ(Q)
+ (k − 1 + deg(Q))qn/2.

On retrouve le résultat donné dans [3] avec une meilleure minoration.
Si l’on applique ce corollaire dans le cas où Q = T s, on retrouve, sous
l’hypothèse k + s ≥ 1, une estimation donnée par le théorème 1.3 de [2].
C’est le

Corollaire III.3. Soient k et s des entiers naturels tels que k + s ≥ 1,
a = (a1, . . . , ak) un élément de Fkq et b = (b1, . . . , bs) un élément de Fsq.
Soit π(n; a,b) le nombre de polynômes irréductibles unitaires de degré n
dont les k+ 1 premiers coefficients, resp. les s derniers coefficients, sont 1,
a1, . . . , ak, resp. b1, . . . , bs. Alors,

qn−k−s+1

q − 1
− (k + s+ 2)qn/2 ≤ nπ(n; a,b)

≤ qn−k−s+1

q − 1
+
(

1− 1
qk+s(q − 1)

)
(k + s)qn/2.

Soit θ un caractère modulo D d’ordre d. Soit α ∈ Im(θ). Il existe exacte-
ment r = φ(D)/d classes modulo D dont l’image par θ est égale à α. Soient
A1, . . . , Ar des représentants de ces classes. Soit H un polynôme irréductible
unitaire. Alors θ(H) = α si et seulement si il existe i = 1, . . . , r tel que H
soit congru à Ai modulo D. Soit R ∈ M inversible modulo l’équivalence
RQ,k et soit, pour i = 1, . . . , r, Ri ∈ M congru à R modulo RQ,k et à Ai
modulo D. Alors,

(0) π(n; k,Q,R,D, θ, α) =
r∑

i=1

π(n; k,QD,Ri).

On peut obtenir une estimation des nombres π(n; k,Q,R,D, θ, α) à l’aide
des théorèmes I.3 ou I.4. En procédant ainsi, on obtient

nπ(n; k,Q,R,D, θ, α)

≤ qn−k

dφ(Q)
+
φ(D)
d

(
1− 1

qkφ(QD)

)
(k − 1 + deg(QD))qn/2,

et
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nπ(n; k,Q,R,D, θ, α)

≥ qn−k

dφ(Q)
− φ(D)

d

((
1− 1

qkφ(QD)

)
(k−1 + deg(QD) + 3)

)
qn/2− deg(Q)

dqkφ(Q)
,

ce qui est moins bon que le résultat donné par le théorème III.1 ci-dessus.
Dans le cas où k = 0, D = 1 et deg(Q) = 1, resp. où k = 0, Q = 1 et

deg(D) = 1, le théorème III.1′ donne

qn

q − 1
− 1− 2qn/2 ≤ nπ(n;Q,R) ≤ qn

q − 1
,

resp.
qn

d
− 1− 2qn/2 ≤ nπ(n;D, θ, α) ≤ qn

d
.

Une étude de ces cas particuliers nous permettra d’obtenir de meilleurs
résultats, à savoir les théorèmes III.4 et III.5 ci-dessous.

Théorème III.4. Soit Q ∈ M de degré 1. Alors, pour tout R ∈ M
premier à Q et tout entier n ≥ 1,

qn − 1
q − 1

− 2qn/2 ≤ nπ(n;Q,R) ≤ qn − 1
q − 1

.

Théorème III.5. Soient D ∈ M de degré 1, θ un caractère modulo D
d’ordre d et α ∈ Im(θ). Alors, pour tout entier n ≥ 1, on a

qn − 1
d
− 2qn/2 ≤ nπ(n;D, θ, α) ≤ qn − 1

d
.

Citons enfin quelques conséquences du théorèmes III.1′.

Théorème III.6. Soit D un polynôme non constant sans facteur carré.
Alors, pour tout entier n ≥ 1, on a

qn

2
− (deg(D) + 1)qn/2 ≤ nπ+(n;D) ≤ qn

2
+ (deg(D)− 1)

qn/2

2
,

qn

2
− (deg(D) + 1)qn/2 ≤ nπ−(n;D) ≤ qn

2
+ (deg(D)− 1)

qn/2

2
.

Théorème III.7. Soient D un polynôme non constant sans facteur carré,
Q ∈M premier à D et k un entier naturel. Alors, pour tout R ∈M premier
à Q et tout entier n ≥ 1, on a

qn−k

2φ(Q)
− (k + 1 + deg(QD))qn/2

≤ nπ+(n; k,Q,R) ≤ qn−k

2φ(Q)
+ (k − 1 + deg(QD))qn/2,
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qn−k

2φ(Q)
− (k + 1 + deg(QD))qn/2

≤ nπ−(n; k,Q,R) ≤ qn−k

2φ(Q)
+ (k − 1 + deg(QD))qn/2.

IV. Démonstration des théorèmes III.1 et III.1′. Rappelons tout
d’abord deux résultats concernant les nombres π(n).

Théorème IV.1. Soit un entier n ≥ 1. Alors, on a

qn =
∑

m |n
mπ(m),(IV.1)

qn − 2qn/2 ≤ nπn ≤ qn.(IV.2)

P r e u v e. Le premier résultat est bien connu. On peut en trouver une
preuve au paragraphe 2, chapitre 3 de [4]. La majoration (IV.2) de nπn est
une conséquence immédiate de (IV.1). La minoration (IV.2) de nπn est une
conséquence non immédiate de (IV.1). Une preuve de ce résultat se trouve
dans [5].

Soient Q ∈ M et k un entier naturel. Soient D un polynôme unitaire
premier à Q, k un entier naturel et θ un caractère modulo D d’ordre d. Soit
α ∈ Im(θ).

Si n et m sont des entiers strictement positifs tels que m divise n, on
désigne par ν(n,m,A, α) le nombre de polynômes P ∈ I tels que

(i) deg(P ) = m,
(ii) Pn/m ≡ A mod RQ,k,

(iii) θ(Pn/m) = α.

On remarque que π(n; k,Q,A,D, θ, α) = ν(n, n,A, α).
On définit sur M la fonction Λ de von Mangoldt par Λ(H) = deg(P ) si

H est puissance d’un polynôme irréductible unitaire P , et Λ(H) = 0 dans
tous les autres cas.

Proposition IV.2. On a

(IV.3) dg(CQ,k)
∑

m|n
mν(n,m,A, α)

=
d−1∑

j=0

α−j
∑

χ∈GQ,k
χ(A)

∑

H∈M
deg(H)=n

Λ(H)χ(H)(θ(H))j .

P r e u v e. Notons S la somme de droite. On inverse l’ordre des somma-
tions dans S. On utilise les relations d’orthogonalité suivantes, valables pour
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tout H ∈M :
d−1∑

j=0

α−jθ(H)j =
{
d si θ(H) = α,
0 si θ(H) 6= α.

∑

χ∈GQ,k
χ(A)χ(H) =

{
g(CQ,k) si H ≡ A mod RQ,k,
0 si H 6≡ A mod RQ,k.

Il vient

S = dg(CQ,k)
∑

H∈H
Λ(H),

où H désigne l’ensemble des polynômes H ∈M tels que deg(H) = n, θ(H) =
α et H ≡ A mod RQ,k. Dans cette dernière somme Λ(H) est non nul si et
seulement si H est une puissance d’un polynôme irréductible P . Dans ce
cas, Λ(H) = deg(P ) et deg(P ) divise n.

On pose

(IV.4) g = g(CQ,k).

Pour χ ∈ GQ,k, j ∈ {0, . . . , d− 1}, on pose

S(χ, j) =
∑

H∈M
deg(H)=n

Λ(H)χ(H)(θ(H))j ,(IV.5)

π(n;A,α) = π(n; k,Q,A,D, θ, α).(IV.6)

Proposition IV.3. Soit χ0 le caractère unité dans GQ,k. Alors, on a

(IV.7) qn − deg(QD) ≤ S(χ0, 0) ≤ qn.
P r e u v e. Si les polynômes H et Q, resp. les polynômes H et D, ne sont

pas premiers entre eux, on a χ0(H) = 0, resp. θ(H) = 0, d’où

S(χ0, 0) =
∑

H∈H
deg(H)=n
(H,QD)=1

Λ(H) =
∑

P∈I
k deg(P )=n
(P,QD)=1

deg(P ).

L’égalité (IV.1) donne alors,

S(χ0, 0) = qn−
∑

m|n
m#{P ∈ I | deg(P ) = m, P |QD} ≥ qn−

∑

P∈I
P |QD

deg(P ),

d’où (IV.7).

Proposition IV.4. Soient j ∈ {1, . . . , d−1} et χ ∈ GQ,k tels que (χ, j) 6=
(χ0, 0), χ0 désignant toujours le caractère unité dans GQ,k. Alors,

(IV.8) |S(χ, j)| ≤ (k − 1 + deg(QD))qn/2.
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P r e u v e. Les polynômes Q et D étant premiers entre eux, les groupes
CQD,k et CQ,k×CD sont isomorphes. Les groupes duaux GQD,k et GQ,k×GD
sont aussi isomorphes. L’application (χ, %) 7→ χ% est un isomorphisme de
GQ,k×GD sur GQD,k. En particulier, χ% est le caractère unité de GQD,k si et
seulement si χ est le caractère unité de GQ,k et % le caractère unité de GD.

Soient j ∈ {1, . . . , d − 1} et χ ∈ GQ,k tels que (χ, j) 6= (χ0, 0). Soit
λ = χθj . L’un au moins des caractères χ et θj n’est pas le caractère unité et
λ n’est pas le caractère unité. On associe au caractère λ la fonction L(λ, ·)
définie pour tout nombre complexe z de module 1/q par

(1) L(λ, z) =
∑

H∈M
λ(H)zdeg(H).

D’après le lemme 8.2 de [3], pour tout entier n ≥ k+ deg(QD), toute classe
α ∈ CQ,k contient exactement qn−k−deg(QD) polynômes unitaires de degré
n. Par suite, L(λ, z) est un polynôme de degré

(2) d(λ) < k + deg(QD).

Aux paragraphes 3, 4 et 5 de [6] on montre comment associer au caractère
λ un quasi-caractère ω non principal du groupe J(K) des idèles du corps
K = Fq(T ). La fonction L associée au quasi-caractère ω, notée Lω, est alors
un polynôme dont les racines sont des entiers algébriques de module q−1/2

(cf. [7, Appendice 5]). Soit S l’ensemble formé par la réunion de la place
à l’infini et des places associées aux diviseurs irréductibles du produit QD.
D’après [6, théorème 3], pour tout v ∈ S, il existe un nombre complexe ε(v)
de module 0 ou 1 tel que

L(λ, z) = Lω(z)
∏

v∈S
(1− ε(v)zdeg(v)).

Par suite, il existe d(λ) nombres complexes ω1, . . . , ωd(λ) de module 1 ou
q−1/2 tels que

(3) L(λ, z) =
d(λ)∏

i=1

(
1− z

ωi

)
.

Dans le disque |z| < 1/q, la série L(λ, z) s’écrit comme produit eulérien
absolument convergent

(4) L(λ, z) =
∏

P∈I
(1− λ(P )zdeg(P ))−1.

On calcule zL′(λ, z)/L(λ, z) au moyen des relations (3) et (4). Par identifi-
cation des coefficients de zn dans les deux relations obtenues, il vient
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∑

H∈H
deg(H)=n
(H,QD)=1

Λ(H)λ(H) = −
d(λ)∑

i=1

(
1
ωi

)n
,

d’où,

∑

H∈H
deg(H)=n

Λ(H)χ(H)(θ(H))j = −
d(λ)∑

i=1

(
1
ωi

)n
,

|S(χ, j)| ≤ d(λ)qn/2.(5)

On conclut avec (2) et (5).

Proposition IV.5. Soient A ∈ M premier à Q et α ∈ Im(θ). Alors,
pour tout entier n ≥ 1, on a

(IV.9)
qn

gd
− deg(QD)

gd
−
(

1− 1
dg

)
(k − 1 + deg(QD))qn/2 − 2qn/2

≤ nπ(n;A,α) ≤ qn

gd
+
(

1− 1
dg

)
(k − 1 + deg(QD))qn/2.

P r e u v e. La proposition IV.2 s’écrit

dg
(
nπ(n;A,α) +

∑

m|n
m 6=n

mν(n,m,A, α)
)

=
d−1∑

j=0

α−j
∑

χ∈GQ,k
χ(A)S(χ, j).

On en déduit la majoration

(1) dgnπ(n;A,α) ≤
d−1∑

j=0

α−j
∑

χ∈GQ,k
χ(A)S(χ, j)

ainsi que la minoration

(2) dgnπ(n;A,α) ≥
d−1∑

j=0

α−j
∑

χ∈GQ,k
χ(A)S(χ, j)− dg

∑

m|n
m6=n

mπm.

Avec la majoration (1) et les majorations (IV.7) et (IV.8), on a

dgnπ(n;A,α) ≤ qn + (dg − 1)(k − 1 + deg(QD))qn/2,

d’où la majoration (IV.9). La minoration (IV.2) nous donne

dgnπ(n;A,α) ≥
d−1∑

j=0

α−j
∑

χ∈GQ,k
χ(A)S(χ, j)− 2dgqn/2.



Distribution des polynômes irréductibles 151

Avec (IV.7) et (IV.8) on obtient alors

dgnπ(n;A,α) ≥ qn − deg(QD)− (dg − 1)(k− 1 + deg(QD))qn/2 − 2dgqn/2,

d’où la minoration (IV.9).

La proposition IV.5 est en fait le théorème III.1 annoncé.

V. Démonstration des autres théorèmes. On désignera par Nn la
norme de l’extension Fqn(T ) de Fq(T ).

V.1. Démonstration du théorème III.4. Supposons k = 0, deg(D) = 0 et
deg(Q) = 1. Ici encore CD est trivial, θ est le caractère unité et α ne peut
prendre que la valeur 1. L’équivalence RQ,k est la congruence modulo Q, et
le groupe CQ s’identifie au groupe multiplicatif F∗q du corps Fq. Dans ce cas,
pour tout a ∈ F∗q ,

π(n; k,Q, a,D, θ, α) = π(n; 0, Q, a, 1, 1, 1) = π(n;Q, a).

Posons Q = T − b. L’application H 7→ Hb où Hb(T ) = H(T + b) réalise
une bijection de l’ensemble des polynômes irréductibles unitaires P tels que
P (b) = a sur l’ensemble des polynômes irréductibles unitaires P tels que
P (0) = a. Cette bijection préserve les degrés. Par suite, pour tout entier n,
π(n;Q, a) = π(n;T, a). Notons Γq le dual de F∗q . La proposition IV.2 nous
donne ici

(q − 1)
∑

m|n
mν(n,m, a) = d#(GQ,k)

∑

m|n
mν(n,m,A, α) =

∑

γ∈Γq
γ(a)S(γ)

avec
S(γ) =

∑

H∈H
deg(H)=n

Λ(H)γ(H).

On a

S(γ) =
∑

H∈H
deg(H)=n

Λ(H)γ(H(0)) =
∑

b∈F∗q
γ(b)

∑

H∈H
deg(H)=n
H(0)=b

Λ(H),

S(γ) =
∑

b∈F∗q
γ(b)

∑

P∈I
k deg(P )=n
P (0)k=b

deg(P ) =
∑

b∈F∗q
γ(b)

∑

ω∈F∗qn
Nn(ω)=b

1.

Pour tout b ∈ F∗q il y a exactement (qn − 1)/(q − 1) éléments ω ∈ F∗qn tels
que Nn(ω) = b, d’où,

S(γ) =
qn − 1
q − 1

∑

b∈F∗q
γ(b) =

{
0 si γ 6= γ0,
qn − 1 si γ = γ0,

γ0 désignant le caractère unité de F∗q .
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On en déduit

nπ(n;T, a) +
∑

m|n
m<n

mν(n,m, a) =
qn − 1
q − 1

,

nπ(n;T, a) ≤ qn − 1
q − 1

, nπ(n;T, a) ≥ qn − 1
q − 1

−
∑

m|n
m<n

mΠm,

et, avec (IV.2),

nπ(n;T, a) ≥ qn

q − 1
− 1
q − 1

− 2qn/2.

V.2. Démonstration du théorème III.5. Supposons k = 0, deg(D) = 1,
deg(Q) = 0. Ici, le groupe CQ,k est trivial, le groupe CD s’identifie au groupe
multiplicatif F∗q , son dual s’identifie au groupe Γq introduit ci-dessus. On a
φ(D) = q − 1 et d divise q − 1. La proposition IV.2 nous donne ici

d
∑

m|n
mν(n,m,A, α) =

d−1∑

j=0

α−j
∑

H∈M
deg(H)=n

Λ(H)θ(H)j .

Posons D = T + b. Pour tout polynôme unitaire H, θ(H) = θ(H(−b)).
Comme précédemment,

d
∑

m|n
mν(n,m,A, α) =

d−1∑

j=0

α−jσj ,

avec
σj =

∑

b∈Fqn
β 6=−b

θ(Nn(β − b))j .

On a σ0 = qn − 1, et, pour j = 1, 2, . . . , d− 1,

σj =
∑

γ∈Fqn
γ 6=0

θ(N (n)(γ))j =
qn − 1
q − 1

∑

c∈F∗q
θ(c)j = 0.

On en déduit
d
∑

m|n
mν(n,m,A, α) = qn − 1,

et on achève la démonstration comme pour le théorème III.5.

V.3. Démonstration des théorèmes III.6 et III.7. Soient un entier k ≥ 0,
Q un polynôme unitaire et R un polynôme premier à Q. Soit D polynôme
non nul de Fq[T ] sans facteur carré. On pose D = sgn(D)∆, sgn(D) étant
un élément non nul de Fq, ∆ étant un polynôme unitaire de Fq[T ]. Soit θ
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le caractère quadratique modulo ∆. Si P ∈ I ne divise pas ∆, θ(P ) =
(
∆
P

)
,

où
( ·
P

)
désigne le symbole de Legendre modulo P . Si sgn(D) est carré dans

Fq, pour tout P ∈ I, (∆P
)

= θ(P ). Le théorème III.1′ donne les théorèmes
III.6 et III.7. On suppose sgn(D) non carré dans Fq. Alors, si P ∈ I, sgn(D)
est carré modulo P si et seulement si deg(P ) est pair. On a donc, pour tout
entier n pair,

π+(n; k,Q,R) = π(n; k,Q,R,∆, θ, 1),

π−(n; k,Q,R) = π(n; k,Q,R,∆, θ,−1),

π+(n) = π(n;∆, θ, 1), π−(n) = π(n;∆, θ,−1),

et, pour tout entier n impair,

π+(n; k,Q,R) = π(n; k,Q,R,∆, θ,−1),

π−(n; k,Q,R) = π(n; k,Q,R,∆, θ, 1),

π+(n) = Π(n;∆, θ,−1), π−(n) = Π(n;∆, θ, 1).

Les théorèmes III.6 et III.7 se déduisent encore du théorème III.1′.
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Dissertationes Math. 95 (1972).

[7] A. Wei l, Basic Number Theory, 3ième ed., Springer, Berlin, 1974.

Laboratoire de Mathématiques
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