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Introduction. L’étude du comportement asymptotique des itérations
d’une transformation de l'intervalle dans lui-méme a fait I’objet de nombreux
travaux, dans un cadre tres général. Nous envisageons ici le cas particulier
des applications T, o, de 'intervalle [0, 1] dans lui-méme définies par

Tyo:x—yr+amodl,

~v et a étant deux parametres réels vérifiant 0 < v < 1, et d’applications
analogues a “deux pentes”. Bien que tres simple en raison du caractere
localement contractant des applications, ’étude explicite des itérations de
T, o est intéressante d’un point de vue appliqué, car elle intervient dans des
algorithmes de quantification en traitement du signal (cf. [3]). D’autre part,
d’un point de vue théorique, elle offre un modele simple pour lequel on peut
effectuer une étude compléte de la dynamique, par une méthode suscepti-
ble d’étre étendue a des familles plus générales d’applications localement
contractantes.

Cette méthode consiste a prolonger la construction de ’arbre de Farey
(cf. [4], [5]), classique pour les rotations (casy = 1), alarégion0 < v < 1. On
obtient ainsi une famille de polynémes qui permet de préciser si 'attracteur
de la transformation 7T, , est un ensemble fini ou un ensemble de Cantor
sur lequel la transformation est semi-conjuguée a une rotation irrationnelle,
et d’expliciter analytiquement ’ensemble exceptionnel des valeurs du couple
de parametres («, ) pour lesquelles la deuxiéme situation se présente.

Par ailleurs, en utilisant un procédé d’induction, on peut obtenir numé-
riquement les caractéristiques de la dynamique, & l'aide d’un algorithme
du type “fractions continues”. Ce procédé devrait pouvoir s’étendre a des
situations plus générales de transformations localement contractantes semi-
conjuguées a un échange d’intervalles.
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Le travail présenté ici prolonge des résultats de Y. Bugeaud [2] et d’au-
teurs travaillant dans le cadre du traitement du signal, en particulier sur des
problemes de quantification (voir par exemple les références dans I'article
de O. Feely et L. O. Chua [3]). Pour certaines notions utilisées ici telles que
nombre de rotation, arbre de Farey, on pourra se référer a 'ouvrage de W.
de Melo et S. van Strien [5].

Plan de [’article. Une caractérisation des valeurs des parametres pour
lesquels I'application 7% , a une orbite périodique attractive a été donnée
dans [2] (théoréme 1.1 ci-dessous). Aprés une premiere partie consacrée a
des rappels, nous présentons dans la partie 2 une démonstration de nature
algébrique de ce résultat, basée sur I’étude de fractions rationnelles en une
variable généralisant ’arbre de Farey.

Dans la partie 3, nous présentons, sans démonstration, une généralisation
du théoreme 1.1 au cas des transformations contractantes a deux pentes.

Dans la partie 4, nous décrivons un algorithme, du type de ’algorithme
des fractions continues, qui permet de calculer, pour des parameétres (7, «),
les caractéristiques de la dynamique des transformations T , et plus géné-
ralement de la classe des transformations introduite dans la troisieme partie.

Nous mentionnons enfin quelques questions prolongeant I’étude présentée
ici.

1. Notations et rappels. Nous notons X l'intervalle unité [0, 1] et nous
désignons respectivement par [-] et {-} les fonctions partie entieére et partie
fractionnaire.

Etant donné a € [0,1], nous notons 7, la rotation T,z = {z + a},
vue comme application de X dans lui-méme. On peut coder la rotation Ty,
en utilisant la partition de l'intervalle [0, 1] en les intervalles [0,1 — o et
[1 — «, 1]. Soit ¢ la fonction définie par

e(z) = 0 sizel0,1-a
1 size[l—a,l]

Pour chaque point z, la suite (¢(T5~1x))rez est une suite de “0” et de “17
codant le point z. En appliquant la relation = + o = T,z + &(x) au point
T~ 1z, nous obtenons par récurrence

z+na=T"s+e(T" o)+ (TP 22) + ... +e(x).

On notera simplement (£x)xez la suite correspondant & = 0. On a donc
par définition &5, = (T*~10), pour tout k € Z. Pour préciser que cette suite
dépend de «, on la note également (£f). Pour tout o, on a e{ = 0 et, pour
k=1,

(1.1) ¥ = [ka] — [(k — 1)a].
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La suite () donne la dynamique de l'action de T, sur l'orbite de 0. Si I'on
note Ay (resp. A;) la translation x — = + « (resp. z — x + a — 1), on a

(1.2) TP(0) = Aus ... Aca (0).

Cette suite (%) (dite aussi suite de Sturm de «) sera appelée suite de codage
de la rotation T,,. Dans le cas ol « est rationnel, égal a la fraction irréductible
p/q, la suite (ai/ ) est périodique de période g.

Notons que 'on a, pour n > 1,

n n
[nal :ZEk, no = {na}+z<€k,
k=1 k=1

ce qui fournit une méthode de quantification binaire du réel «, puisque «
peut s'écrire, si « = p/q € [0, 1] est rationnel :

1
a= g[s(Tg_lO) +&(T2720) + ... +£(0)],
et si « est irrationnel :

o = Tim S [(T710) + £(T"20) + . .. + £(0)].

n n

Nous allons voir que I’ensemble des suites de codage associées aux nom-
bres a € [0,1[ peut aussi étre construit globalement par concaténation
selon le procédé de construction de ’arbre de Farey dont nous rappelons
brievement le principe.

Arbre de Farey. L’arbre de Farey est la suite (G, )n>1 d’ensembles de
rationnels, ordonnée par inclusion, définie de la facon suivante. On part de
G, = %, %} Pour n > 1, G, 41 est 'ensemble, ordonné par ordre croissant,
formé des rationnels appartenant a G,, et des rationnels obtenus en prenant
le médiant des couples de rationnels consécutifs de G,,, le médiant de deux
rationnels p/q et p’/q’ étant le rationnel

1/

P _p+p
q" - q+ q/'
On obtient ainsi tous les rationnels de lintervalle [0,1]. On montre par
récurrence que deux fractions irréductibles p/q et p’/q’ sont deux éléments
consécutifs d’un ensemble G, si, et seulement si, pg’ — p'q = +1.
Dans la partie 2, nous généralisons ce procédé a des suites de fractions
rationnelles en une variable.

Dans ce qui suit, on utilisera, sans le repréciser, le fait que, si p/q est

une fraction irréductible appartenant a |0, 1], alors 53/ =1, 5]1’/ T=0et la
suite (5i/ ) est g-périodique. Le lemme 1.1 ci-dessous montre que les suites

(5Z/ ) sont symétriques, si 'on exclut les valeurs extrémes gg et €,_1 :
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LEMME 1.1. Soit p/q un rationnel irréductible; si l # 0,1 mod q, on a

p/q __ _p/q
&' =€ 041

Preuve. Il suffit d’observer que, si j ne divise pas ¢, on a [—jp/q] =
—lip/gd —1. =
LEMME 1.2. Soient p/q et p'/q" deux rationnels vérifiant p'q—pq' =1 et

notons r le rationnel (p +p')/(q +¢'). Alors e, =0 et ey, = 1. De plus,
on a

(1) ef:ef/q, 1<1<gq,

(i) ey =e’?, 1<1<q,
(i) e =ef, 0<i<q -1,
(iv) ehy=elt,, 0<i<q-1,
(V) =2 ", 0<i<q 1,

(vi) sgﬂ,,l:ef;/_ql, 0<i<qg-2.

Preuve. La preuve est basée sur la relation (1.1). Comme
D+ p/ W, 1
q S=p - ——,
q+q q+q
onal(¢d—1)r]=I[¢r]=[(¢ +1)r] —1 et donc e =0,ep,, =1
(i) Pour 0 <1 < ¢, on déduit de 0 < Ir —Ip/q < 1/(q+¢) et [Ip/q] =
(lp/q+1/(q+¢")] que [ir] = [Ip/q]. Par conséquent e} = ef/q pour 1 <1 <gq.
On prouve (iii) de maniere analogue.
(ii) Soit 0 <1 < ¢’'. Comme

(I+q)(p+p) +1+Kp+ﬂ)

g+q q+q
il suffit de prouver que [Ip’/¢'] = [(1+1(p+1"))/(q+ ¢')], ce qui découle de
Lilpep) W
q+q ¢ T q+dq
(iv) Sil =0, 1, (iv) est déja prouvé. Pour 1 <l <qg—1,0n a
(d+0p+p$:ﬂ l@+p%—1
q+q q+q

et 'on déduit de I'inégalité
l lp+p)—1 1
p (p+p) <

q q+q q+q

que [Ip/q] = [(I(p+1')~1)/(q+¢)]. Onadoncel,,, = /" si2 <1< q—1.
Il suffit alors d’appliquer le lemme 1.1.
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Enfin, on déduit (v) (resp. (vi)) de (iii) (resp. (iv)) en appliquant le
lemme 1.1. =

REMARQUE 1.1. D’apres le lemme 1.2, la dynamique de la rotation par
(p+p")/(g+¢') est d’abord (pour les ¢ premiers itérés) celle de la rotation
par p/q, puis (pour les ¢’ derniers itérés), celle de la rotation par p’/¢’. On
peut donc construire la dynamique des rotations rationnelles par un procédé
de concaténation calqué sur la construction de ’arbre de Farey des rationnels
de l'intervalle [0, 1].

Dynamique des applications T, . Considérons maintenant 1’application
de I'intervalle [0, 1] dans lui-méme T, , définie par
T @
(1.3) r =5 {vz + a},

ou 7 et « sont deux parametres réels. On peut supposer a € [0, 1[. Pour
v = 1, on obtient la rotation 7T,. Nous nous intéressons ici au cas contractant
et nous supposerons donc, dans toute la suite, 0 < v < 1.

La dynamique de l'itération de T’ , est donnée, en fonction des valeurs
des parametres, par les résultats suivants de [2] :

THEOREME 1.1. Soient q et p,q > 1, p < q, deuz entiers premiers entre
eur. Définissons l'intervalle I () par

pp pp 4+ ~e-L _~a
1+y+.. . 4y 1 +y4+.. 47
o, PP est le polynome

q

q—1
k
PP(y) = P4k,
k=0
Alors Uapplication T o, a une orbite périodique attractive avec la méme dy-

namique que la rotation Ty ;4 si, et seulement si, o € Ié’(’y).

COROLLAIRE 1.1. Soit v < 1; la mesure de Lebesgue de [’ensemble des
paramétres o € 10, 1] pour lesquels le nombre de rotation de T . est rationnel
est égale a 1.

Preuve. La somme des longueurs des intervalles I?(7y) définis au théo-

reme 1.1 vaut
o 2@ =)
pe)=>" T p—l
et 07 SN '

ou &(q), fonction d’Euler, est le nombre d’entiers p, 1 < p < ¢, premiers
avec ¢. En utilisant le théoreme 308 de [4], on obtient u(y) = 1. =

Nous avons représenté sur la Figure 1 les sous-ensembles de [0, 1] x [0, 1]
011213

2 P
{;orines par les couples (v, ) tels que o € I (), pour g € {Ta 513,519 59

3°5J"
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On comparera ce résultat avec ’étude de perturbations de rotations,
telles que la famille classique © — x + o + esinz (cf. [1]).

Pour v € ]0,1], il existe cependant un ensemble résiduel C., de valeurs
de « pour lesquelles le nombre de rotation est irrationnel. Cet ensemble est
défini par

Cy =X \{J&Mm).
a.p
Etant donnés « irrationnel et 7 € ]0, 1, posons

(@) = (1= %"
k=0

(e%)kez étant la suite fournie par le codage de . On peut montrer (cf. [2])
que, pour chaque v € |0, 1, application 7., est une bijection de R\ QN [0, 1]
sur C,, telle que lim, 1 7.,(a) = a. De plus, la transformation T, . (o) est
semi-conjuguée a la rotation d’angle a.

2. Etude des polynomes P?

Ezxtension de la construction de Farey. Le théoreme 1.1 motive I'exten-
sion suivante du procédé de Farey a la région des parametres 0 < v < 1.
On construit un arbre de fractions rationnelles de la forme P(7)/Q(7), ou
Q est un polynome de la forme Q@ = 1+~ +...+797! et P un polynome &
coefficients dans {0, 1}, de degré au plus ¢ — 1 = deg(Q).

Le procédé est le suivant. Les fractions de départ, au niveau n = 0, sont
0/1 et 1/1, qui sont adjacentes. Supposons construite la suite au niveau n.
Alors les fractions rationnelles au niveau n+ 1 sont les fractions rationnelles
au niveau n et les nouvelles fractions obtenues en prenant le “médiant” de
deux fractions adjacentes au niveau n, construit de la fagon suivante :

Si P/Q et P'/Q’ sont deux fractions adjacentes au niveau n, P/Q étant
a “gauche” de P’/Q’, on forme P”/Q", qui sera “entre” P/Q et P'/Q’ :

P"(y) _ P'(y) + 7@ P(y)

Q"(7)  Q'(y) +dee@IF1Q(y)
Sig—1et ¢ —1 sont les degrés respectifs de @ et de @', le polynéme Q" est
donc de la forme Q" (y) = 1+ +... +~9T¢ =1, Les couples (P/Q, P"/Q")
et (P"/Q",P'/Q") ainsi construits constituent les nouveaux couples de frac-
tions adjacentes au niveau n+1, P/Q étant a “gauche” de P”/Q" et P"/Q"
a “droite” de P’'/Q’.

Les fractions rationnelles P(y)/Q(7) ainsi obtenues seront appelées frac-
tions rationnelles de Farey. En faisant v = 1, on retrouve les fractions
irréductibles construites suivant le procédé de Farey. Il est clair que les co-
efficients des numérateurs P obtenus forment les suites de “0” et de “1”
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obtenues dans la partie 1, puisque la concaténation de deux telles suites
correspond a la construction de la fraction médiant.

Plus précisément, si (1 = 0,...,64—1) est la suite construite en procé-
dant aux mémes concaténations que dans la construction du polynoéme P,
ce polynéme (en fait de degré au plus q — 2, car £; = 0) est de la forme

q—1
P(’Y) = qu—kﬂ/kv
k=0

et (ex) = (si/q) est la suite associée a la rotation d’angle p/q = P(1)/Q(1).
Si P/Q et P'/Q’ sont deux fractions adjacentes, P’/Q)’ étant la fraction
de droite, on a la relation

(2.1) P'Q — PQ' = 8@,

Elle se démontre par récurrence : supposons que le couple (P/Q, P'/Q’)
de fractions adjacentes vérifie la relation (2.1). Considérons P”/Q" définie
par

P'(y) _ P(3) + 7@+ p(y)

Q"(7)  Q(7) +iee@IHQ(y)

Un calcul immédiat montre que les nouveaux couples adjacents (P/Q,
P"/Q") et (P"/Q", P'/Q") vérifient (2.1).

Etude algébrique de la dynamique des transformations T, .. Reprenons
la remarque 1.1. Dans le cas des entiers (y = 1), étant donnée une fraction
irréductible p/q, la dynamique de la rotation z — x 4+ p/q mod 1 peut étre
décrite de la facon suivante.

Pour [ =1,...,q, effectuons la division euclidienne de Ip par ¢ :

lp=gqsi+r, 0<r<q
Le passage de | — 1 a [ est donné par la suite (g;) correspondant a p/q :
Sp =811 +¢€, T ="r-1+p—Eq.

Cette assertion peut étre démontrée par récurrence en mettant en parallele
le procédé de concaténation (suivant l'ordre correspondant a l'ordre sur
I'intervalle entre les fractions adjacentes) et le fait que la dynamique de la
rotation par p” /¢ est d’abord (pour les g premiers itérés) celle de la rotation
par p/q, puis (pour les ¢’ derniers itérés), celle de la rotation par p’/q’ (ceci
peut étre montré aisément par un raisonnement dynamique, ou arithmétique
(basé sur la relation ¢'p — gp’ = 1)). La proposition 2.2 et le corollaire 2.1
qui suivent montrent que cette observation s’étend aux polynomes de Farey
et a la dynamique des transformations 7T, . Nous en déduisons une preuve
algébrique du théoréme 1.1 démontré dans [2] au moyen d’un raisonnement
dynamique.
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Soit P /Q" = (P' +~7 P)/(Q +~9 Q) la fraction médiant de deux frac-
tions adjacentes P/Q et P'/Q’. Dans la preuve de la proposition 2.1, nous
utiliserons les relations (2.2) suivantes, déduites de (2.1) avec ¢ = deg(Q)+1,

¢ =deg(Q) +1:
P P qg—1
(2.2') S iy
QI/ Q QQ//

pr P ,}/quqlfl
QT Q QQT

Pour des entiers [ et I’ vérifiant 1 <1 < g+ ¢ et 1 <" < ¢, notons S/
et R/ le quotient et le reste de la division de (1+...+~'"1)P" par Q", S; et
Ry (resp. S}, et R},) le quotient et le reste de la division de (1+...++/"1)P

par Q (resp. (14 ...+~ "1 P' par Q).

ProposITION 2.1. (1) Cas 1 < [ < q. Soit r = lmod ¢. On a les
relations (2.3) :

(2.3 S/ =9,
(2.3") R =R+~ (1 =9"+~T"), pourr #0,
ou T' est le reste de la division de (1 4+~ + ...+~ ") P" par Q". Dans le
cas v =0, Uezpression de R devient R} = R, +~171Q’.
(2) Casqg<l=10+4+q < q +q. Soit v =1 mod q. On a les relations
(2.4) :
(2.4) S/ =S, +~"P,
(2.4") R/ =R+~ +~7T, pourr#0,

ou T est le reste de la division de (1+~+ ...+~ "Y)P par Q. Dans le cas

r =0, lexpression de R} devient R} = R}, +~'~1.

Preuve. (1) Notons, pour simplifier, " = S/, R" = R/, S = S|,
R=R;.On a

(2.2")

R// _ P//
S”+@:(1+...+7‘ 1)@
[P 4t
e[
R a-1
=S+ =4 (14... 44T

D’ou

(S - S//)QQ// _ _(1 4+ ,ylfl),yqfl + R//Q o RQN.
Chacun des polynomes dans I’expression a droite est de degré < 2¢ + ¢’ — 2.
Comme QQ" est de degré 2q + ¢’ — 2, on a nécessairement S = S”.
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Il en résulte

" q—1
R" R%+7Q (1+...+97YH
g—1
R+ (1+... 4+ +~vRQ".

D’autre part, R = (1+... + 4" 1)P - SQ et 1 — 47 = (1 — 4)Q; d’ot1, en
utilisant (2.1),
14+ ... 497" +9RQ = 1+ ... 44" H (1 +vPQ") — vSQQ’
=(1+... 4+ (1 =" +7P'Q) —¥5QQ,
et donc
R'=R+~+"7HA+...+94"H(1 =y +~vP) —ySQ"].

Soient, comme définis dans I’énoncé, r le reste de la division de [ par ¢ :
| =uq +r et, pour r # 0, T" le reste de la division de (1 + ...+~ 1) P’
par Q. On a

(2.5) (1+...+4"HP =3'Q + T,
avec deg(7") < deg(Q') =¢' — 1.
Si l'on reporte la relation (2.5) dans le crochet, on obtient donc
[ 1=+ 49" =y +9P) = 78Q'
=17 7T +7(2 - 5)Q
=1=9" 4T +9Q (X' = 8) + (4" =)

Or 4" — 4! est un multiple de 7"Q’, donc de ¥Q’, car » > 1. Comme le
polynéme dans le crochet doit étre de degré < ¢’ — 1, on a

R'= R+~ (1 =" +1T"),

avec deg(R) < ¢ — 1.

Pour r = 0, le calcul est immédiat.

(2) Onal <! <q.Notons S’ =S}, R = R}, et posons S = Sy+~" P.
Le polynome Sy est de degré au plus ¢ +¢ — 1. On a

R/I _ P//
S//+@:(1++’}/l 1)@
, Pl ,}/q+q'71 , P/l
I"—1 l —1
=(1+...+7% )[Q/ 00 }+7 (1+4...+91 )@
R/ , ,.yq+q/71 , P//
:S’+@—(1+...+fyl h 00" +le@.
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Il en résulte
Q//Q/(SO _ S/) _ R/Q// _ Q/R// _ (1 4o+ ,yl’—l),yq-i-q’—l
+ ,YI’Q/[QP// _ Q//P]
_ R/Q// . Q/R// _ (1 + .+ ’Yl/_l)’)/q+q/_l +"}/l/+q_1Ql.

Comme le polynome Q”Q’ est de degré q + 2¢' — 2 et que le polyndéme a
droite est de degré < g+ 2¢' — 2, on a S’ = Sy et donc

§" =8 +4"P,
Q/R// _ R/Q// o (1 +...+ 'Yll_l)’)/q+q/_1 + ’}/l,+q_1Q/.

Soient, comme définis dans ’énoncé, r le reste de la division de I’ par ¢ :
I =uq+ret, pour r # 0, T le reste de la division de (1 +~+...+~+""H)P
par . On a

(2.6) (1+...+4" " HP=3Q+T,

avec deg(T) < deg(Q) = q — 1.
En utilisant (2.1), Q" = Q" + 77 Q, et le fait que R’ est le reste de la
division de (14 ...4+~" ~1)P’ par Q’, on obtient

I A
R//:R/+’7l 1Jr Q/

=R 44"+ (19 TP - 45'Q)

En réécrivant le crochet a l'aide de (2.6), et comme l'expression dans le
crochet doit étre de degré < ¢ — 1, on trouve X = S’, et le crochet se réduit
aT;dou

[+ ...+ + Y RQ]

R' =R+~ 49T
Comme précédemment, pour r = 0, le calcul est immédiat. m

On en déduit :

PROPOSITION 2.2. Soit P(vy)/Q(y) une fraction rationnelle de Farey,
avec Q(y) = 1+ ... + 97! de degré g — 1 et P(ry) = Z;é eq—1Y". Soit
1 <1< q. Le quotient S; de la division euclidienne de (1+ ...+ ~+'"1)P(v)
par Q(7),

27) (4.4 HP() = 5(1)Q(y) + Ru(v),  deg(Ry) < deg(Q),

est donné par

-1
(2.8) Sl(’y) = Z&l,k’}/k.
k=0
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Preuve. Le résultat est clair pour | = ¢ car S, = P. D’apres le procédé
de construction des suites (ex) par concaténation, I'assertion résulte, par
récurrence, de la proposition 2.1 et du lemme 1.2. =

COROLLAIRE 2.1. Soit P(v)/Q(y) une fraction rationnelle de Farey.
Pour 1 <1 < q, le reste Ry de la division euclidienne de (1 + ...+ ~'"1)P
par Q est un polynéme a coefficients 0 ou 1, de degré < q — 1.

Preuve. En développant I'expression (2.7), on voit que le coefficient
du terme en v'~! dans le reste R; est donné par (g, + ...+ e4—141) — (€1 +
...+ &1). Par application du lemme 1.1, cette différence se réduit a ¢, — €;.
Le coefficient du terme en /~! dans le reste R; est donc 1.

Raisonnons maintenant par récurrence en utilisant la proposition 2.1
et en considérant deux fractions adjacentes P/Q et P’/Q)’. Les notations
utilisées dans la suite de la preuve sont celles de cette proposition.

(1) Cas 1 <1 < g. Dans (2.3), on a deg(R;) < ¢— 1 et le deuxieéme terme
est de degré > g — 1. Par hypothese de récurrence, R; est a coefficients 0
ou 1, ainsi que T”. Il en est donc de méme pour 1 —~" +~T”, puisque 1’on
sait déja que le coefficient du terme de degré » — 1 dans 7" est 1. Tous les
coefficients de R}’ sont donc 0 ou 1.

(2) Cas ¢ < I < g+ ¢ — 1. D’apres lexpression de R; dans (2.4),
ou deg(R}) < ¢’ — 1, on a comme précédemment le résultat en utilisant
I’hypothése de récurrence et le fait que 'on sait déja que le coefficient du
terme de degré | — 1 dans R est 1. m

Montrons pour finir cette partie comment les résultats précédents per-
mettent algébriquement de retrouver le théoreme 1.1 établi dans [2].

La proposition 2.2 et le corollaire 2.1 montrent que I’observation concer-
nant les suites (g;) s’étend aux polynémes de Farey et & la dynamique des
transformations 7', . On a en effet, avec les notations de la proposition 2.2,
pour 1 <1 <gq,

Ri(v)
l _ 1(y
Tpmiee(0) = 5 € 01

En particulier, Tg P(w)/Q('y)(()) = 0. Ainsi, d’apres (2.8), la dynamique de la
transformation T’, p(y)/q(y) sur l'orbite de 0 est celle de T} ;,/, sur I'orbite
de 0. En notant Ag et A; les transformations Ag : . — yr +a et Ay : x —
vz + a — 1, on obtient comme dans (1.2)

(2.9) P/ (0) = Asﬁ/q . .Ag,f/q(O) pour tout n > 1.

D’autre part, avec les notations du théoreme 1.1, on a, pour 1 <[ < ¢,

Ry(7) + 701 — yati-1
! _ fuly)+7 Y
T Pyt —0) (1o (0) = == e 0.1,
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et, plus généralement, pour tout entier n > 1 :
Rn modq(ﬁy) + ’Yq_l — 7q+n_1
1+4+...+~971

L’assertion (2.9) s’étend donc a toutes les valeurs du parametre o dans
I'intervalle I?(v). Notons par ailleurs que, pour tout z € [0, 1], on a

dist(T7 ,(2),{0, Ty 0, - - -, T (0)}) <™.

Tan(Pg(v)-l-vq‘l—7“‘)/(1+-~~+7q_1)(O) - € [0, 1.

3. Généralisation au cas de deux pentes distinctes. Apres avoir
donné, dans la partie précédente, une preuve purement algébrique du théo-
reme 1.1, nous en présentons une généralisation au cas de deux pentes dis-
tinctes.

Soient 6 € [0,1], u,v, avec 0 < u < 1 — 0 < v < 1, trois parametres.
Notons g, ag, 71, @1 les quatre parametres définis par

Y=01-v)/0, ay=v, Mm=u/(1-6), ap=-ud/(1-20).

Ils vérifient —1 < a3 < 0 < @g,Y0,71 < 1 et ag > a3 + 71, ainsi que la
relation

(3.1) a1v = (a0 — ).

On considere les applications

[0, 6] Aro.50 [v,1], ol Ay a0 () = Y0z + o,
[0,1] Ars [0,u], ol Ay o, (2) =72+ a1.
Nous noterons plus simplement Ay et A1 ces deux affinités.

La transformation T, ., o, : X — X, que I'on note simplement 7" quand
il n’y a pas d’ambiguité, est définie comme "unique application qui coincide
avec Ao sur [0, 6] et avec Ay sur [0, 1].

On note S la famille de ces transformations T -, o, contractantes,
linéaires par morceaux, de lintervalle [0,1] dans lui-méme. Les transfor-
mations T, , introduites plus haut appartiennent a cette classe (égalité des
deux pentes).

Le comportement asymptotique de l'itération de T’ -, o, est relié a la
position du point critique 8 = (1 —«g)/70. Plus précisément, on a le résultat
suivant.

PROPOSITION 3.1. Soit ng = inf{n >0 | § ¢ T™(X)} + 1. Pour tout
n < ng, T"(X) est composé d’exactement n + 1 intervalles disjoints. Si ng
est fini, pour tout n > ng, T"(X) est composé d’exactement ng intervalles
disjoints.



214 Y. Bugeaud et J.-P. Conze

Preuve. Soit n > 0. Supposons que T™(X) soit la réunion disjointe de
[ intervalles Iy, ..., I;. Alors, si 6 € I}, on a

-1
TN (X) = | T(@) v,
=1

ou les T'(I;) sont des intervalles et ou J; et Jy sont des intervalles respec-
tivement de la forme [0, [ et [-,1[. Ces [ + 1 intervalles sont disjoints par
injectivité de T'; dans ce cas, une itération supplémentaire a donné naissance
A un intervalle supplémentaire. Si § ¢ T™(X), alors T"T1(X) est la réunion
disjointe des [ intervalles T'(I;). On conclut en notant que T9(X) = X se
compose d’un unique intervalle. m

Nous ne présentons pas de preuve de 1’énoncé suivant, qui généralise le
théoreme 1.1. Notons simplement que 'on peut le démontrer soit a ’aide
d’un raisonnement dynamique (il s’agit de la méthode esquissée dans [2]),
soit a partir d’une étude algébrique semblable a celle détaillée dans la par-
tie 2.

THEOREME 3.1. Soient vy et 1 vérifiant 0 < vo,y1 < 1. A tout rationnel
p/q irréductible, 0 < p < q, correspond un intervalle compact I¥(~0,71)
tel que, si ag € Ig('yo,*yl), Uapplication Ty , o, €st semi-conjuguée a la

rotation d’angle p/q. De plus, si l'on note e, = 557/(1, on a

Ab(v0,71) CP(v0,71)
35(70771)’135(70,71) ’

17 (v0,m) = {

ot
qg—1
AP(y0,m) =14 ) erVeyor -+ Yers
k=1
q—1
BP(10,71) =1+ ) Yegos - Vers
k=1

q
05(70771) =1 +Z€k762 s Ve T Yer oo - Ve
k=2

q
DE(Y0,m) =1+ > ey o+ Yer
k=2

REMARQUES. On observe que I'intervalle I7(1,1) est réduit au rationnel
p/q-

Il n’est pas difficile de montrer que ’on peut construire les intervalles
IP(v0,71) par récurrence, en utilisant une généralisation du procédé de
Farey. Plus précisément, si p/q et p’/q’ sont deux rationnels de |0, 1] vérifiant
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p'q — pg’ = 1, alors on détermine Igig,, a partir de Min(/¥) =: P/Q et
Min(I é’,,) =: P'/@Q’ de la maniére suivante :
v _ [P0 " P Pty TP
QY TR QTR

sauf si P/Q = 0/1 ou P'/Q’ = 1/1, auxquels cas on a, respectivement,

Min(I77) = 1/(1 470 +... +18 ),
Max(I772) = (1471 P)/(1 + Q).

En utilisant cette construction et en suivant le raisonnement détaillé dans
la partie 4 de [2], on peut faire correspondre a tout irrationnel « € [0, 1] et
& tout couple (y0,71) € ]0,1] un unique réel 7., -, () tel que Papplication

. . . , N . Y
T'yg 41,7 -, () SOIL semi-conjuguée a la rotation d’angle a.

4. Un algorithme de type “fractions continues”. Contrairement
a la classe des transformations T ,, la classe S des transformations “a
deux pentes” T, ~,,q, introduite dans la partie 2 est stable par induction
sur lintervalle [0, 1], 6 étant le point critique. En notant T la transforma-
tion T, 4, ,a0, ON Observe en effet que la transformation induite par 7" sur
I'intervalle [0, 1] est de la méme forme. Comme dans le cas des rotations,
en utilisant I'induction sur [, 1], on peut définir un algorithme, analogue a
celui des fractions continues, permettant d’étudier la structure des transfor-
mations 7'

S’il n’existe pas de point critique dans U'intervalle [0, 1], la transformation
T contracte l'intervalle [0, 1] et les itérés de T' convergent vers son unique
point fixe. La condition d’existence d’un point critique 6 dans 'intervalle
[0,1] est 49 + cg > 1. On iteére le procédé d’induction tant que la transfor-

mation induite possede un point critique.
Calcul de la transformation induite. La transformation induite sur [0, 1]
est de la forme:

A871A1 AT A
[91,1] — [9,'&1], [0,91] — [’Ul,l].

Les valeurs de uq,v1, 07 sont données par
Uy = 050(1 +Y + ... +’Ygig) +76L*1(a1 +’71),
v =yl +al+v+.. .+ )+
=ag(L++...+% ),
01 =" (L= (o(l+7 + ...+ 70" + a17f))-
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Apres normalisation de U'intervalle [0, 1] en [0, 1], on obtient la paramétri-
sation de la transformation 7”7 déduite de T par induction :
(91 —0 / Uy — 0 ’ V1 — 0
1-0° ““1-6 " " 1-0
Les deux nouvelles affinités définissant la transformation induite sont donc

! [
0= A’y(’),aé et A = A'Yivo‘ll avec

0 =

/ — n , Oé/ — ,

Yo ="M 0 v +ag— 1

R ,_ao(l+y+.+ -1
g s o = .

M=% N 1 ~o+ap—1

Dans ces relations, I'entier n est défini par la condition AZ™'(0) < 6 <
Ay (0), soit

n—2 1 -«

a(l+70+...+7572) < <ao(l+7+..-+% Y,

Yo
ou encore

a(l+7+... .+ ) <1l <ag(l+v+...+5).
On a bien la relation (3.1) : a7y — &4y = 74
Le nouveau point critique est
_1—ag(l++.+w Y

9/
Yoy (yo + o — 1)

Le rapport
Yoo
(oo +7 — 1)
reste invariant par passage aux nouveaux parametres.
On utilise un développement du type “fraction continue” avec signe,
c’est-a-dire un développement de la forme

1

pn/Qn: 1 .
b= ——1—

by —

1

bn,
Ce développement correspond a la rotation induite par « sur l'intervalle
[0,1], avec 6 =1 — a.

Les parametres «, v étant fixés, 'algorithme suivant donne le dévelop-
pement du nombre de rotation de la transformation (les termes de la fraction
continue sont les valeurs successivement prises par la variable b). Si v < 1
est fixé, la somme des longueurs des intervalles I () définis dans le théo-
reme 1.1 est égale & 1; par conséquent, pour tout v < 1, I'algorithme s’arréte
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pour presque tout a apreés un nombre fini de pas (cas d’une orbite périodique
attractive).
(* « et 7y sont les parametres de la transformation 7', o *)

1=
tant que oo + v > 1 faire

début
u:=1;
ri=1;
z:=7;
Bi=1/e
b:=1;
tant que u < 3 faire
début
b:=b+1;
ui=1+v*xu;
=Ty,
fin;
a:=(axu—1)/(y+a—1);
Y I=ETEYL
T i=7/%
afficher(b);
fin;

5. Questions. Différentes généralisations du probleme traité peuvent
étre envisagées.

(1) Le systeme récursif suivant est étudié en traitement du signal et en
particulier dans des algorithmes de quantification :

Up = {’Yunfl + En}v

ou 7y est un parametre dépendant du dispositif matériel, £,, est I’entrée. Pour
des raisons physiques, la constante v vérifie 0 < v < 1.

Dans ce qui précede, nous avons considéré le cas d’une entrée constante
(le parametre o). On peut se placer dans le cas ou l'entrée n’est plus con-
stante, mais est un processus stationnaire. Cela revient & se donner un
systeme dynamique (X, 7T, u), T étant une transformation sur un espace
X laissant invariante une mesure de probabilité u, une fonction ¢ sur X et
une constante v € [0, 1]. Le processus stationnaire en entrée est alors la suite
(¢(T"x))n>0,x € X. Le cas v = 1 est celui d'une extension isométrique de
systemes dynamiques. Une question posée en traitement du signal est la
nature spectrale du processus de sortie (u,), ce qui conduit a ’étude du
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comportement asymptotique de l'itération de la transformation :

(z,y) = S(z,y) = (Tz,{y + ¢(2)}),
pour vy < 1.

On pourra prendre, par exemple, ¢(z) = x, ¢(x) = sin 27z, ou encore
une entrée localement constante (par exemple ¢ a deux valeurs).

(2) Une autre généralisation consiste a étudier la dynamique d’une trans-
formation localement linéaire et contractante. Le cas isométrique serait celui
des échanges d’intervalles.

Le probleme posé est de déterminer, de facon algorithmique, les valeurs
des parametres pour lesquelles la dynamique est non dégénérée et semi-
conjuguée a celle d'un échange d’intervalles.

(3) Cas de la dimension d > 1. On se donne une matrice I" contractante
de dimension d x d et un vecteur v de dimension d. Le probleme consiste a
étudier la dynamique de ’application :

z €[0,1]% - I't + v mod 1.
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