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REGELFLACHEN VOM WEINGARTEN-TYP

VON

GEORG STAMOU (THESSALONIKI)

Unter einer Weingarten-Fliche (kurz W-Fldche) im euklidischen Raum
E?3 versteht man bekanntlich eine Fliche, zwischen deren Hauptkriimmun-
gen K1, ko eine nichttriviale Beziehung f(k1,k2) =0 (f € C", r > 0) besteht.
Ein der interessantesten Probleme der Flichentheorie des Raumes E? ist die
Bestimmung der W-Fléchen, die in einer vorgegebenen Flachenklasse enthal-
ten sind. Im Rahmen dieser Untersuchung wurden auch Kennzeichnungen
spezieller Flachen angegeben. FEin altes Resultat z.B. in dieser Richtung
besagt (vgl. [1], [3]): Eine windschiefe Regelfiiche ist genau dann eine W -
Fldche, wenn sie eine Schraubregelfliche ist. Dieses Resultat haben in letzter
Zeit R. Koch [5] und W. Kiihnel [6] mit anderen Methoden bewiesen. Der
erstgenannte Autor hat sogar beim Beweisen die geringsten moglichen Dif-
ferenzierbarkeitsvoraussetzungen verwendet. Analog zu den W-Regelflichen
wurden in [6] windschiefe Regelflichen ¢ C E? derart behandelt, dafl auf @
eine lokale Relation f(p,q) = 0 (f € C!) mit p € {K,H} und q = K
besteht. Hierbei bezeichnet K = ki - ko die Gaufische Kriimmung, H =
%(/{1 + k2 ) die mittlere Kriimmung und K die innere Kriimmung der zwei-
ten Fundamentalform 11 von &. Ausgehend von dieser Idee studieren wir in
der vorliegenden Arbeit Regelflichen dieser Art mit p € {K, H, K;;} und
q = Hyr, wobei Hyy die II-mittlere Krimmung (vgl. [4]) von @ bedeutet.
Im zweiten Teil der Arbeit bestimmen wir alle windschiefen Regelflichen @
mit der Eigenschaft, dafi der Ausdruck aK;; + bH + cHjy (a,b,c = konst.,
a® + b? + ¢? # 0) lings jeder Erzeugenden von @ konstant ist. Das angege-
bene Resultat verallgemeinert Ergebnisse von F. Manhart [7] (vgl. auch [4])
und D. Blair und Th. Koufogiorgos [2].

1. Eine reguldre windschiefe Regelfliche @ des dreidimensionalen eukli-
dischen Raumes E? mit dem Ortsvektor s(u) ihrer Striktionslinie und dem
Richtungseinheitsvektor der Erzeugenden e(u) a8t sich iiber einem Gebiet
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G :=1 xR (I C R ein offenes Intervall) der (u,v)-Ebene durch eine Para-
meterdarstellung der Form

(1) ZT(u,v) = 35(u) + ve(u)

definieren. Die Fléche @ sei von der Klasse C2. Fiir unsere folgenden Uberle-
gungen ist es giinstig, als Parameter die Bogenlange des spharischen Erzeu-
gendenbildes auszuzeichnen. Es wird noch angenommen, dafl keine Erzeu-
gende von @ torsal ist, d.h. es gilt

(2) (s',e,e’) #£0, YVuel,

wobei Strich Ableitung nach u bedeutet. Mit jeder Erzeugenden e(u) C @
sei im Striktionspunkt S(u) € e(u) das orthonormierte Rechtsdreibein
{e(u),n(u),z(u)} verheftet, wobei m(u) := €’(u) den Zentralnormalenvek-
tor und z(u) := €(u) x m(u) den Zentraltangentenvektor bezeichnet. Zu
diesem begleitenden Dreibein gehoren die Ableitungsgleichungen (vgl. z.B.
[5, S. 80])

(3) ¢'=n, n =-e+kz, 7' =-kn,

wobei der Koeffizient &k als konische Kriimmung von @ bezeichnet wird.
Es sei ¢ der Drall und o := <(€,35") (—7/2 < 0 < 7/2, signd = signo) die
Striktion von @. Fiir die Grolen k und d gelten bekanntlich die Beziehungen

(4) k=(ee'e"), &= (3" e¢€).
Der Tangentenvektor 3’ der Striktionslinie hat mit A := cot o die Darstellung
(5) 5/ =6(\e+72).

Man kann leicht zeigen, dafl durch Vorgabe der Invarianten 6(u), k(u) und
A(u) die Regelfliche @ bis auf (eigentliche) Bewegungen E® — E? eindeutig
bestimmyt ist.
Schliefflich berechnet man aus (1) unter Beriicksichtigung von (3)—(5)
die GauBsche Kriimmung K und die mittlere Krimmung H von @ zu
&2 1

2. Mit der Differentialgeometrie der zweiten Fundamentalform I einer
nirgends parabolischen Fliche @ des Raumes E® haben sich seit langem
verschiedene Autoren beschéaftigt und es liegen heutzutage zahlreiche Er-
gebnisse vor. Eine zentrale Rolle in dieser Theorie spielen die Begriffe der
inneren Kriiommung K;; von I] und die I [-mittlere Kriimmung H;;, die wie
folgt definiert werden: Betrachtet man I als eine neue Metrik auf @, so de-
finiert man K;; formal als die Gauflsche Kriimmung von 11, d.h. K ist die
Kriimmung der Riemannschen oder Pseudo-Riemannschen Mannigfaltigkeit
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(@, 1I). Zur Definition von Hp; fithrt man zunéchst die 7-Oberfliche von @
als das Integral

(7) O11(9) = || V/Ih] dudv

@
ein, wobei h die Determinante von I7 ist. In Analogie zum Problem von
Plateau erhalt man dann die II-Minimalflichen, welche die Flachen mit
verschwindender I7-mittlerer Kriimmung H;; sind. Fiir eine C*-Fliiche be-
rechnet sich Hy; zu (vgl. [4])

(8) H[]:H—F%A[]ln\/@,
wobei Ay der zweite Beltramische Differentialoperator beziiglich der zwei-
ten Fundamentalform ist.

Die Flache @ sei nun eine von torsalen Erzeugenden freie Regelflache.
Unter Beachtung der im Abschnitt 1 angegebenen Formeln berechnen sich
die Kriimmungen Ky und Hyy von @ zu (vgl. [2], [7])

1 k
(9) 2K = ETeE [5—2@4 — (A = 2k)v? +20"v + 62 (AN + k:)] )
1 2k
(10) 2H;; = NN [5_21;4 + (2\ + 5k)v? — 36'v — 62(\ — 3k)] .

Aus den Formeln (6), (9) und (10) folgt unmittelbar das bekannte Er-
gebnis, dal H = 0, K;; = 0 oder Hy; = 0 genau dann gelten, wenn
k=X=¢ =0, dh., wenn @ eine Wendelflache ist.

DEFINITION. Es seien p, ¢ (p q) lokale Invarianten einer Fliche ¢ C E3.

Wir bezeichnen @ als {p, q}-W-Fliche, wenn lokal eine nichttriviale Bezie-
hung f(p,q) =0 (f € C", r > 0) besteht.

In diesem Abschnitt untersuchen wir speziell windschiefe {p, ¢}-W-Regel-
flachen @ mit p € {K, H, K1} und ¢ = Hy;. Wir betrachten zunéchst den
Fall p = K7, ¢ = H;; und verlangen @ € C3, » = 1. Die lokale Existenz
einer Beziehung f(K;;, Hrr) = 0 ist dann dquivalent zu

(11) OKrr OHpp _3KH OHrr
ov ou ou ov

Berechnet man aus (9) und (10) die partiellen Ableitungen erster Ordnung
von K und Hjj und setzt man sie in (11) ein, so erhélt man eine Bedingung
der Form

(12) Ag(u)v® + ... 4+ Ay (u)v + Ag(u) =0,

wobei die Koeffizienten A;(u) (i = 0,...,9) Funktionen der Invarianten §(u),
k(u), A(u) und deren Ableitungen sind. Diese Bedingung erfiillt sich fiir alle
Punkte einer offenen Umgebung Gy C G eines Punktes (ug,vg) € G. Dies

=0.
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hat zur Folge A;(u) =0 (i =0,...,9). Das Verschwinden der Koeffizienten
Ag, A7, A1 und Ay liefert:

(13) Ag =0 26(kN +K'\) + 0kk' — §'k(4N+ k) =0,

(14) A7 =0 < N0k + 0K + 26'k* — 20kk — 25k)\ =0,

(15) A1 =0< (K6 —k&)AIN—Fk)+ (A + k)N —d'\) =0,

(16) Ay =0« 80N — ' N+ 9(0k — §'k)] = 0.

Es gelte in (16) ¢’ = 0. Setzen wir dies in (13) und (14) ein und addieren
wir die beiden Gleichungen, so erhalten wir die Bedingung

(17) (BX—k)K' =0.
Es sei zunédchst &' = 0 (1. Fall). Dann erhélt (15) die Form
(18) A+ KN =0,

woraus A = 0 folgt. Gilt andererseits 3\ — k = 0 (2. Fall), so erhalten wir
unter Beachtung von (15) ¥/ = 3) = 0. In beiden Fillen haben wir also
0 = konst. # 0, k = konst., A = konst., d.h. @ ist eine Schraubregelflache.
Fiir eine solche Regelflache sind aber die Kriitmmungen K, H;; Funktionen
nur der Variablen v und somit ist die Bedingung (11) erfiillt.

Es sei nun ¢’ # 0. Dann ist (16) gleichwertig mit

9%k A\
1 Z42) =o.
(19) (5+3) -0
Die Bedingung (13) 148t sich umformen zu
ak Xk
(20) (FE—F(S—Q) =0.

Aus den beiden obigen Bedingungen folgern wir
(21) o= g = konst., f[:= % = konst.

Die Ausgangsbedingung (11) erhélt dann die Gestalt
(22) (66" —28)[Taw® + 62 (19— B)v* +6* (17— 28)v? 4 6% (5 — B)] = 0.

Fir o« = =0 (d.h. fir £ = XA = 0) ist (22) identisch erfiillt. Es handelt
sich in diesem Fall um ein gerades Konoid. Im Fall o? + 32 # 0 liefert das
Verschwinden der Koeffizienten von (22) die Bedingung

(23) 68" — 26" = 0.
Die allgemeine Losung dieser Differentialgleichung ist
a1

24 -
(24) S =T a

,  ¢p,c1 = konst.,
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wobei wir ohne Einschriankung ¢y = 0 annehmen kénnen. Dann erhalten
wir aus (21)
C2

(25) k=—, A= C—B, C2, €3 = konst.
u u

Aus Obigem folgt also, dafl es drei Arten von Regelflichen gibt, die {Ky,
Hipr}-W-Regelfldchen sind.

Die Félle p = H, ¢ = H;; und p = K, ¢ = Hj;; behandelt man ana-
log. Im ersten Fall findet man wieder die oben angegebenen drei Arten von
Regelflichen und im zweiten Fall erhélt man die Schraubregelflichen. Wir
fassen zusammen:

SATz 1. (a) Die einzigen windschiefen {p,q}-W -Regelfiichen & C E>
der Klasse C® mit p € {H, K1}, ¢ = Hys sind die Schraubregelfiichen, die
geraden Konoide und die Regelfiichen mit den Invarianten

5= k=2 a=2
u u u
wobei ¢; = konst. (c; # 0, c1c3 > 0, 3 + 3 # 0) und u die Bogenlinge des
sphdrischen Erzeugendenbildes von @ ist.

(b) Die einzigen windschiefen {K,Hp;}-W-Regelfiichen ® C E? der

Klasse C? sind die Schraubregelfiichen.

BEMERKUNGEN. 1. Die zwischen K und Hj; bestehende Relation einer
{K, H1 }-W-Regelfldche @ kann man leicht finden: Da & nach Satz 1(b) eine
Schraubregelfliche sein muf, erhélt man aus (6); und (10) durch Elimination
von v die gewiinschte Beziehung

(26) 2H; = A(—K)"Y* + B(-K)Y* + I(-K)%/*,
wobei
A= —2k|6|7%/% = konst., B = —(2\+ k)|6|*/% = konst.,

27
27) I' = 3\|6|'/% = konst.

Es ist zu beachten, dafi (wegen (27)) die Konstanten A, B,I" nicht be-
liebig sein kénnen. Es gibt z.B. keine Schraubregelfliche mit Konstanten
A=B=0und I" #0.

2. Die von W. Kiihnel [6] betrachteten {p, ¢ }-W-Regelflachen fiihren auch
auf die in Satz 1 erwdhnten Regelflichen, d.h. der Fall p = H, ¢ = K liefert
die in (a) angegebenen Regelflichen und der Fall p = K, ¢ = K ergibt die
Schraubregelflachen.

3. Es scien a, b, ¢ reelle Zahlen mit a? + b +c? # 0, so da der Ausdruck
aKrr + bH + cHyy langs jeder Erzeugenden einer windschiefen Regelfldche
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& C E? konstant ist. Daher gilt
0Ky OH OHp;

C

ov * v ov
Unter Berticksichtigung von (6)2, (9) und (10) erhélt obige Bedingung die
Form

(28) a

=0, VY(u,v)eQqG.

k
(29) (ot 2¢)v° + [a(X + 2k) — bk — ¢(2\ — 3k)|v®
— 28 (2a + b — 3c)v* — 8 [a(BN — k) + b3 + k) — c(TA + k)]v
+ 6% (2a +b—3c) =0, V(u,v) €G.
Daraus folgt

(30) (a+2c)k =0,
(31) a(A + 2k) — bk — c(2\ — 3k) = 0,
(32) (2a +b—3c)d =0,
(33) a(BX — k) +b(BA+ k) —c(TA+ k) = 0.

Wir unterscheiden zwei Falle:

(a) 2a + b — 3¢ # 0. Die Bedingung (32) liefert dann ¢’ = 0.

Es sei in (30) & = 0. Die Gleichungen (31) und (33) reduzieren sich auf
(2¢ —a)A = 0 und (5a + 3b — 7c)A = 0. Gilt nun A = 0, so ist @ eine
Wendelflache. Gilt hingegen A # 0, so folgt notwendigerweise 2¢ —a = 0
und 5a + 3b — 7c = 0. Dann haben wir aber 2a + b — 3¢ = 0, also einen
Widerspruch.

Es sei in (30) & # 0. Dann gilt @ + 2¢ = 0 und die Gleichungen (31)
und (33) erhalten die Gestalt

(34) bk + c(4X + k) =0,

(35) bBX+ k) —c(17TA — k) = 0.

Da (wegen a + 2¢ = 0) b* + ¢* # 0 ist, mufl die Determinante des Systems
mit den Unbekannten b und ¢ verschwinden, d.h. es gilt

(36) (A+2k)X =0.

Ist A =0, so erfiillt sich das System genau fiir b = —c (# 0). Es handelt
sich in diesem Fall um eine konstant gedrallte, orthoide, nichtkonoidale Re-
gelflache. Im Fall A # 0 erhalten wir aus (36) A+2k = 0 und jede Gleichung
von (34), (35) nimmt die Form (b — 7¢)k = 0 an, woraus b — 7c = 0 folgt.
Dann gilt aber 2a + b — 3c = 0 und ist somit ein Widerspruch.

(b) 2a + b — 3¢ = 0. Das System (30)—(33) reduziert sich in diesem Fall
auf

(37) (a+ 2c)k =0,
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(38) a(A + 4k) — 2cA = 0,
(39) a(A+3k) —2¢(A+ k) =0.

Es gelte in (37) k=0. Jede Gleichung von (38), (39) erhélt dann die Gestalt
(a —2c)A = 0, woraus a = 2¢ (# 0) oder A = 0 folgt. Es handelt sich
im ersten Fall um eine konoidale Regelfliche und im zweiten Fall um ein
gerades Konoid (orthoide, konoidale Regelflache). Es gelte schliefllich in (37)
a+2c = 0. Dann reduzieren sich (38) und (39) auf die Bedingung A+2k = 0.

Zum Schlufl kann man unschwer feststellen, dafl in allen Féllen aK;; +
bH + cHrr =0, Y(u,v) € G gilt. Wir haben also den

SATZ 2. Es seien a,b,c reelle Zahlen mit a® + b*> + ¢ # 0 und der
Ausdruck aKry+bH 4+ cHiy sei lings jeder Erzeugenden einer windschiefen
C3-Regelfiiche ® C E* konstant. Dann ist aKr; +bH + cHyp = 0 und
weiter gilt:

(a) Fir 2a+b—3c # 0 ist @ eine konstant gedrallte, orthoide Regelfidche.

(b) Fiir 2a+b—3c =0 ist ¢ eine konoidale Regelfliche oder es gilt die
Beziehung A + 2k = 0.

Folgende Tabelle gibt die zugehorigen Beziehungen zwischen Ky, H und
Hi; der in Satz 2 erwéhnten Regelfldchen an:

Bedingungen fiir die

aKrr+bH +cHip =0 Invarianten 6, k, A

Beziehungen zwischen Kjr, H, Hyy

2K +H—-Hip=0
2a+b—3c#0 8§ =X=0 Insbesondere:
K]]:H:H[[:O, falls k=0

2K —H+Hp =0

2a+b—3c=0 k=0 Insbesondere:
3K]] =6H = 72H]], falls A =0
A+2k=0 2K —TH—-H;; =0

Im obigen Ergebnis sind bekannte Sonderfalle enthalten: a = b = 0 ergibt
ein Resultat von F. Manhart [7] (vgl. auch [4]); ¢ = 0 liefert ein Resultat
von D. Blair und Th. Koufogiorgos [2].
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