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Suites Fσ-absorbantes en théorie de la dimension
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1. Introduction. Si, pour n ≥ 1, Xn (resp. Yn) est un sous-espace d’un
espace topologique X0 (resp. Y0), nous dirons que les suites {Xn}∞n=0 et
{Yn}∞n=0 sont homéomorphes s’il existe un homéomorphisme h de X0 sur
Y0 vérifiant h(Xn) = Yn pour tout n ≥ 0. Le cube de Hilbert est le produit
Q =

∏∞
i=1 Ii, où Ii = [0, 1] pour tout i, et son pseudo-bord B est le sous-

ensemble formé des suites (xi) de points de [0, 1] ayant au moins un terme
égal à zéro ou à un. Notant Qi = Q et Bi = B pour i ≥ 1, définissons une
suite {Sn(Q)}∞n=0 par S0(Q) =

∏∞
i=1Qi et Sn(Q) =

∏n
i=1Bi ×

∏∞
j=n+1Qj

pour n ≥ 1.
Si X est un espace métrique, nous notons 2X l’espace des compacts non

vides de X avec la topologie de Vietoris, C(X) le sous-espace de 2X formé
des continus et, pour n ≥ 0, dim≥n(2X) (resp. dim≥n C(X)) le sous-espace
de 2X (resp. C(X)) formé des compacts de dimension ≥ n (pour simplifier
les notations, nous convenons que dim≥1 C(X) = C(X)).

Il est prouvé dans [5] que les suites {Sn(Q)}∞n=0 et {dim≥n(2Q)}∞n=0
sont homéomorphes. Ce résultat a été généralisé par Gladdines ([7],
[8]) qui a prouvé que si X est un produit dénombrable de continus péa-
niens non dégénérés, alors les suites {Sn(Q)}∞n=0, {dim≥n(2X)}∞n=0 et
{dim≥n+1 C(X)}∞n=0 sont homéomorphes. Le théorème suivant caractérise
les continus péaniens pour lesquels ce résultat est vrai.

Théorème. Pour tout continu péanien X, les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(1) Pour tout entier n ≥ 1, tout ouvert non vide de X contient un com-
pact de dimension n.

(2) Les suites {Sn(Q)}∞n=0 et {dim≥n(2X)}∞n=0 sont homéomorphes.
(3) Les suites {Sn(Q)}∞n=0 et {dim≥n+1 C(X)}∞n=0 sont homéomorphes.
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Ce théorème reste vrai si l’on y remplace la dimension par la dimension
cohomologique sur n’importe quel groupe abélien, ou même par n’importe
laquelle des fonctions de dimension utilisées dans [6] par Dobrowolski et
Rubin. Aucune modification des arguments qui suivent n’est nécessaire pour
obtenir ces généralisations.

2. Préliminaires. Tous les espaces considérés dans cet article sont sup-
posés métrisables.

Soit X un rétracte absolu compact. Un sous-ensemble A de X est dit
localement homotopiquement négligeable si, pour tout ouvert U de X, l’inclu-
sion de U \ A dans U est une équivalence homotopique faible. Il est connu
[12] que cela équivaut à l’existence d’une homotopie ψ : X× [0, 1]→ X telle
que ψ(x, 0) = x pour tout x et ψ(X × ]0, 1]) ⊂ X \ A. Un fermé A de X
est appelé un Z-ensemble si l’identité de X est uniformément approximable
par des fonctions de X dans X \A. Il est connu qu’un fermé de X est un Z-
ensemble si, et seulement si, il est localement homotopiquement négligeable.
Cela entrâıne que si A ⊃ B sont des fermés de X tels que B soit un Z-
ensemble et A \ B localement homotopiquement négligeable, alors A est
un Z-ensemble. Une fonction f : C → X est un Z-plongement si c’est un
plongement et si f(C) est un Z-ensemble dans X.

Désormais, par une suite {Xn}∞n=0 d’espaces topologiques, nous enten-
dons la donnée d’un espace X0 et de sous-espaces Xn, n ≥ 1, vérifiant
Xn ⊃ Xn+1 pour tout n ≥ 0. Soit {Xn}∞n=0 une suite d’espaces telle que
X0 soit un rétracte absolu compact. Soit {Cn}∞n=0 une suite d’espaces avec
C0 compact. Nous dirons que {Xn}∞n=0 est fortement {Cn}-universelle si,
pour tout fermé D de C0, toute fonction continue f : C0 → X0 telle que
f |D soit un Z-plongement vérifiant (f |D)−1(Xn) = D∩Cn pour tout n ≥ 0
peut être uniformément approximée par des Z-plongements g : C0 → X0

vérifiant g|D = f |D et g−1(Xn) = Cn pour tout n. Si C est une classe de
suites {Cn}∞n=0 avec C0 compact, nous dirons que {Xn}∞n=0 est fortement
C-universelle si elle est fortement {Cn}-universelle pour toute suite {Cn}
appartenant à C. Nous noterons (M0,F∞σ ) la classe des suites {Cn} telles
que C0 soit compact et que Cn soit un Fσ dans C0 pour tout n ≥ 1. Le
lemme suivant est prouvé dans [5].

Lemme 1. Une suite {Xn}∞n=0 est homéomorphe à {Sn(Q)}∞n=0 si , et
seulement si , elle vérifie

(I) X0 est homéomorphe à Q,
(II) Xn est un Fσ dans X0 pour tout n ≥ 1,

(III) X1 est réunion dénombrable de Z-ensembles de X0,
(IV) {Xn}∞n=0 est fortement (M0,F∞σ )-universelle.
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Dans la suite, tout continu péanien X sera supposé muni d’une distance
d vérifiant

(∗) pour tout couple de points (x, y) de X et tout ε > 0, si d(x, y) < ε,
alors X contient un arc de diamètre < ε reliant x à y

(pour obtenir une telle distance, il suffit, partant d’une distance arbitraire
d0, de poser d(x, y) = inf{d0-diamètre (A) | A un arc reliant x à y}). Alors,
toute boule ouverte B de X est connexe et localement connexe par arcs,
donc 2B et C(B) sont des rétractes absolus. Nous noterons % la distance de
Hausdorff associée à d sur 2X .

Pour tout continu X, nous notons F(X) le sous-ensemble de 2X formé
des ensembles finis. Si x est un point de X, nous notons C(X;x) = {A ∈
C(X) | x ∈ A}.

Nous notons I le segment [0, 1]. Le cône Con(K) sur un compact K est
le quotient K× I/K×{0}. Nous identifierons naturellement K à l’image de
K × {1} dans Con(K), notons [x, t] l’image dans Con(K) du point (x, t) de
K × I et w le sommet de Con(K).

SiN est un complexe simplicial, nous notonsN (k) son k-squelette. Par un
simplexe, nous entendons un simplexe fermé, et nous notons St(σ) l’étoile
fermée du simplexe σ dans N , i.e. la réunion de tous les simplexes de N
contenant σ. Nous notons 〈v0, v1〉 le 1-simplexe de sommets v0 et v1; tous les
1-simplexes sont supposés orientés, le premier sommet de 〈v0, v1〉 étant v0.

3. Démonstration du théorème. Supposons qu’il existe un entier n
et un ouvert non vide U de X tels que U ne contienne aucun compact
de dimension n. Alors, U ne contient aucun compact de dimension finie
≥ n, donc pour n < m < ∞, dim≥m(2X) ∩ 2U = dim≥n(2X) ∩ 2U et
dim≥m C(X) ∩ C(U) = dim≥n C(X) ∩ C(U). Comme 2U (resp. C(U)) est
ouvert dans 2X (resp. C(X)), il en résulte que les suites {dim≥n(2X)} et
{dim≥n+1 C(X)} ne peuvent être homéomorphes à {Sn(Q)} car, pour tout
ouvert V de S0(Q), V ∩Sn(Q) 6= V ∩Sm(Q) si n < m. Ceci montre que (2)
ou (3) entrâıne (1).

Inversement, supposons (1). Pour prouver que les suites {dim≥n(2X)}
et {dim≥n+1 C(X)} sont homéomorphes à {Sn(Q)}, nous allons montrer
qu’elles vérifient les conditions (I)–(IV) du lemme 1.

(I) Il est connu [4] que 2X est homéomorphe à Q. (1) entrâıne que
l’intérieur de tout arc contenu dans X est vide; d’après [4], C(X) est donc
homéomorphe à Q.

(II) Pour n ≥ 1, dim≥n(2X) est un Fσ dans 2X ([10], §40 IV), donc
dim≥n+1 C(X) = C(X) ∩ dim≥n+1(2X) est un Fσ dans C(X).

(III) Comme dim≥1(2X) (resp. dim≥2 C(X)) est un Fσ, pour prouver que
c’est une réunion dénombrable de Z-ensembles de 2X (resp. C(X)), il suffit
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de montrer que cet ensemble est localement homotopiquement négligeable
dans 2X (resp. C(X)). Pour dim≥1(2X), cela résulte du fait qu’il est contenu
dans 2X\F(X), qui est localement homotopiquement négligeable d’après [3].
Pour dim≥2 C(X), cela est prouvé dans [8], mais nous donnerons au lemme
suivant une démonstration simplifiée de ce fait, n’utilisant pas l’existence de
distances convexes sur X.

Pour tout continu X, soit A(X) le sous-espace de C(X) formé des conti-
nus qui sont réunion d’un nombre fini d’arcs (éventuellement dégénérés). No-
tons qu’un sous-continu d’un continu Y ∈ A(X) n’appartient pas nécessaire-
ment àA(X) (prendre Y = A1∪A2 où A1 et A2 sont des arcs tels que A1∩A2

soit une suite convergente).

Lemme 2. Pour tout continu péanien X, C(X) \ A(X) est localement
homotopiquement négligeable dans C(X).

D é m o n s t r a t i o n. Il suffit de montrer que, pour tout entier k ≥ 0,
toute fonction continue f : Ik → C(X) telle que f(∂Ik) ⊂ A(X) peut
être approximée uniformément par des fonctions g : Ik → A(X) telles que
g|∂Ik = f |∂Ik. Soit ε > 0. Fixant une distance d1 sur Ik, prenons une
triangulation suffisamment fine de l’ensemble N = Ik \ ∂Ik de façon que,
posant, pour tout simplexe σ de N , εσ = min(ε, inf{d1(x, ∂Ik) | x ∈ St(σ)}),
on ait

(1) diam f(σ) < 1
6εσ.

Il est facile de voir que A(X) est dense dans C(X). Nous pouvons donc
trouver, pour tout sommet v de N , un élément Fv ∈ A(X) tel que

(2) %(f(v), Fv) < 1
6εv.

Soit σ = 〈v0, v1〉 un 1-simplexe de N . D’après (1) et (2), nous avons

%(Fv0 , Fv1) ≤ %(Fv0 , f(v0)) + %(f(v0), f(v1)) + %(f(v1), Fv1)(3)

< 1
6εv0 + 1

6εσ + 1
6εv1 ≤ 1

2εσ.

Nous pouvons donc trouver un arc Aσ reliant un point de Fv0 à un point
de Fv1 et de diamètre < 1

2εσ. Alors, Gσ = Fv0∪Fv1∪Aσ appartient à A(X).
Soit ασ : I → A(Gσ) un chemin vérifiant ασ(0) = Fv0 , ασ(1/2) = Gσ,
ασ(1) = Fv1 , ασ(t) ⊂ ασ(t′) si 0 ≤ t ≤ t′ ≤ 1/2 et ασ(t) ⊃ ασ(t′) si
1/2 ≤ t ≤ t′. (L’existence d’un tel chemin résulte du fait que si Y0 ⊂ Y
appartiennent à A(X), il existe un chemin β : I → A(Y ) tel que β(0) = Y0,
β(1) = Y et β(t) ⊂ β(t′) si t ≤ t′. Pour construire β, écrivons Y = Y0 ∪⋃k
i=1Bi, où les Bi sont des arcs tels que Bi ∩ (Y0 ∪

⋃i−1
j=1Bj) 6= ∅ pour

1 ≤ i ≤ k, et prenons xi ∈ Bi ∩ (Y0 ∪
⋃i−1
j=1Bj). Nous pouvons alors trouver

des chemins γi : [(i − 1)/k, i/k] → C(Bi) tels que γi((i − 1)/k) = {xi},
γi(i/k) = Bi et γi(t) ⊂ γi(t′) si t ≤ t′, et il suffit de définir β par β(t) =
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Y0 ∪ (
⋃i−1
j=1Bj) ∪ γi(t) pour (i − 1)/k ≤ t ≤ i/k.) Le choix de ασ garantit

que, pour tout compact K de I, nous pouvons trouver un sous-ensemble K ′

de K contenant au plus deux points et tel que
⋃
ασ(K) =

⋃
ασ(K ′).

Puisque, pour tout t ∈ I, ασ(t) contient l’un des ensembles Fv0 ou Fv1

et est contenu dans Gσ, il résulte de (3), du choix de Aσ et de la définition
de la distance de Hausdorff que

(4) diam(ασ(I)) < 1
2εσ.

Définissons α : N (1) → A(X) en posant, pour tout 1-simplexe σ =
〈v0, v1〉 et y = (1 − t)v0 + tv1, α(y) = ασ(t). Alors, si σ = 〈v0, v1〉 est face
d’un simplexe τ de N , il résulte de (1), (2) et (4) que, pour tout x ∈ τ et
tout y ∈ σ, nous avons

%(f(x), α(y)) ≤ %(f(x), f(v0)) + %(f(v0), Fv0) + %(Fv0 , α(y))(5)

< 1
6ετ + 1

6εv0 + 1
2εσ < ετ .

Soit r : N → C(N (1)) une fonction continue vérifiant r(x) = {x} si x ∈
N (1) et r(τ) ⊂ C(τ (1)) pour tout simplexe τ de N . Pour x ∈ N , posons
g(x) =

⋃{α(y) | y ∈ r(x)}. Puisque r(x) et les α(y) sont des continus,
g(x) est un continu. Il résulte d’une remarque précédente qu’il y a un sous-
ensemble fini K de r(x) (contenant au plus deux points de chaque arête
de τ si x ∈ τ) tel que g(x) =

⋃{α(y) | y ∈ K}; puisque les α(y) appar-
tiennent à A(X), g(x) aussi. La continuité de g résulte de la continuité de
la réunion. D’après (5) et la définition de la distance de Hausdorff, nous
avons %(f(x), g(x)) < ετ ≤ min(ε, d1(x, ∂Ik)) pour x ∈ τ , ce qui permet de
prolonger g en une ε-approximation continue de f en posant g|∂Ik = f |∂Ik.

La condition (IV) sera prouvée au paragraphe 5.

4. Quelques constructions auxiliaires. Dans ce paragraphe, X est
un continu péanien vérifiant la condition (1) du théorème.

Lemme 3. Soit {Cn}∞n=0 ∈ (M0,F∞σ ). Pour tout ouvert non vide U de X,
il existe une fonction continue ϕ : C0 → 2U vérifiant ϕ−1(dim≥n(2X)) = Cn
pour tout n.

D é m o n s t r a t i o n. Soit {Ui}∞i=1 une suite d’ouverts non vides deux à
deux disjoints de U convergeant vers un point y de U . Soit N =

⋃∞
n=1Nn une

partition de N en sous-ensembles infinis. Pour n ≥ 1 et i ∈ Nn, soit Bi un
compact de dimension n contenu dans Ui. Puisque 2X \F(X) est localement
homotopiquement négligeable, nous pouvons trouver une fonction continue
αi : I → 2Ui telle que αi(1) = Bi et αi([0, 1[) ⊂ F(X).

Pour tout n ≥ 1, écrivons Cn =
⋃∞
m=1D

m
n , où Dm

n est compact. Soit
βmn : C0 → I une fonction continue telle que (βmn )−1(1) = Dm

n . Notant
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i(n,m) le mième élément de Nn, il est facile de voir que la formule

ϕ(x) = {y} ∪
∞⋃
n=1

∞⋃
m=1

αi(n,m)(β
m
n (x))

définit une fonction continue de C0 dans 2U . Si x ∈ Cn, soit m tel que
Dm
n contienne x. Alors βmn (x) = 1, donc ϕ(x) ⊃ Bi(n,m), d’où dim(ϕ(x)) ≥

dimBi(n,m) = n. Si x 6∈ Cn, alors x 6∈ Ck pour k ≥ n, donc βmk (x) <
1 pour k ≥ n et m ≥ 1. Par suite, αi(k,m)(βmk (x)) est fini si k ≥ n;
comme dim(αi(k,m)(βmk (x))) ≤ k quels que soient k et m, ϕ(x) est réunion
dénombrable de fermés de dimension < n, donc dim(ϕ(x)) < n, d’où la
relation ϕ−1(dim≥n(2X)) = Cn.

Lemme 3′. Soient {Cn}∞n=0 ∈ (M0,F∞σ ), U un ouvert de X , K ∈ A(X)
et y ∈ K ∩ U . Il existe une fonction continue ϕ : C0 → C(U ; y) vérifiant
ϕ−1(dim≥n+1 C(X)) = Cn pour tout n.

La démonstration de ce lemme répète celle du lemme 3 avec les modifi-
cations suivantes :

(a) Prendre un arc A ⊂ U contenant y et pour Ui des ouverts connexes
tels que Ui ∩A contienne un point yi.

(b) Pour n ≥ 1 et i ∈ Nn, prendre pour Bi un continu de dimension
n+ 1 contenu dans Ui; comme Ui est connexe, nous pouvons supposer que
Bi contient yi.

(c) Prendre αi telle que αi([0, 1[) ⊂ A(X; yi) = A(X) ∩ C(X; yi). Pour
cela, utiliser le fait que C(X; yi)\A(X; yi) est localement homotopiquement
négligeable dans C(X; yi) (pour le voir, il suffit, dans la démonstration du
lemme 2, de choisir des Fv contenant yi).

(d) Poser ϕ(x) = A ∪⋃∞n=1

⋃∞
m=1 αi(n,m)(βmn (x)).

Lemme 4. Soient C un compact et U un ouvert non vide de X. Il existe
une fonction continue ξ : C → 2U vérifiant

(i) ∀x ∈ C, dim ξ(x) = 0,
(ii) ∀x ∈ C, ξ(x) est infini ,

(iii) si x, x′ sont deux points de C et F , F ′ deux sous-ensembles finis de
U tels que ξ(x) ∪ F = ξ(x′) ∪ F ′, alors x = x′.

D é m o n s t r a t i o n. Il suffit de considérer le cas où C = Q. Soit {Ui}∞i=1
une suite d’ouverts non vides deux à deux disjoints de U convergeant vers
un point y de U . Pour tout i, soit αi un plongement de I dans Ui. Soit
D un ensemble de Cantor contenu dans I et contenant 1. Posant, pour
x = (xi) ∈ Q,

ξ(x) = {y} ∪
∞⋃

i=1

αi
(

1
2 (1 + xi) ·D

)
,
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nous définissons une fonction continue ξ : C → 2U vérifiant (i) et (ii). Il est
facile de voir que, pour tout x = (xi) ∈ Q, pour tout i ≥ 1, et pour tout
sous-ensemble fini F de U , le point 1

2 (1 + xi) est la borne supérieure des
points d’accumulation de l’ensemble α−1

i (ξ(x) ∪ F ), ce qui entrâıne (iii).

Lemme 4′. Soient C un compact , U un ouvert de X, K ∈ A(X) et a un
point de U ∩K. Il existe une fonction continue ξ : C → C(U ; a) vérifiant

(i) ∀x ∈ C, dim ξ(x) = 1,
(ii) pour tout x ∈ C et tout continu K ′ tel que a ∈ K ′ ∩ U ⊂ K ∩ U ,

K ′ ∪ ξ(x) 6∈ A(X),
(iii) si x, x′ sont deux points de C et L, L′ deux continus tels que (L ∪

L′) ∩ U ⊂ K ∩ U et ξ(x) ∪ (L ∩ U) = ξ(x′) ∪ (L′ ∩ U), alors x = x′.

Nous modifions la démonstration précédente comme suit : la condition
(1) entrâıne que K ne contient aucun ouvert, donc nous pouvons trouver un
arc A contenant a, contenu dans U et tel que A \K 6= ∅. Nous prenons les
Ui tels que Ui ⊂ U \K et Ui ∩ A 6= ∅; alors y ∈ A. Nous choisissons αi de
façon que αi(0) ∈ A et αi(]0, 1]) ⊂ Ui \A. Nous pouvons alors prendre

ξ(x) = A ∪
∞⋃

i=1

αi
([

0, 1
2 (1 + xi)

])
.

5. Vérification de la condition (IV). La démonstration de l’universa-
lité forte des suites {dim≥n(2X)} et {dim≥n+1 C(X)} utilise une technique
déjà employée dans [1] et [2]. Pour la commodité du lecteur, nous en re-
donnons les détails.

Cas de {dim≥n(2X)}. Soient {Cn}∞n=0 ∈ (M0,F∞σ ), D un fermé de C0

et f : C0 → 2X une fonction continue telle que f |D soit un Z-plongement
vérifiant (f |D)−1(dim≥n(2X)) = Cn ∩ D pour tout n. Etant donné ε > 0,
il nous faut construire un Z-plongement g : C0 → 2X , ε-proche de f et
vérifiant g|D = f |D et g−1(dim≥n(2X)) = Cn pour tout n. Les lemmes 3
et 4 permettent de construire, pour tout ouvert U de X, un plongement h
de C0 dans 2U tel que h−1(dim≥n(2X)) = Cn pour tout n. Etant donné
un x ∈ C0 \ D, nous pouvons utiliser un tel plongement pour construire
la restriction de g à un voisinage de X, mais il nous faut alors recoller ces
plongements par une sorte de “partition de l’unité”.

Quitte à remplacer f par une première approximation, nous pouvons
supposer que f(C0 \ D) ∩ f(D) = ∅ et qu’il existe un complexe simplicial
localement fini N et des fonctions continues µ : N → 2X et π : C0 \D → N
telles que f |C0 \D = µ ◦ π. En outre, nous pouvons supposer π surjective
[11]. Posant, pour tout simplexe σ de N ,

(1) εσ = min
(
ε, 1

3 inf{%(µ(y), f(D)) | y ∈ St(σ)}),
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nous supposerons la triangulation de N suffisamment fine pour que

(2) diamµ(σ) < 1
6εσ pour tout simplexe σ de N.

Pour tout η > 0, {y ∈ N | %(µ(y), f(D)) ≥ η} est compact. En effet,
dans le cas contraire, il contiendrait un sous-ensemble discret infini {yi}∞i=1
fermé dans N , et la surjectivité de π permettrait de trouver xi ∈ C0 \ D
tel que π(xi) = yi. Puisque C0 est compact, nous pouvons supposer que la
suite {xi} converge vers un point x0 de C0. Ce point ne peut appartenir à
C0 \D, sans quoi {yi} convergerait vers π(x0). Mais alors {f(xi)} tend vers
f(x0) ∈ f(D) et, comme f(xi) = µ(yi), nous avons %(µ(yi), f(D)) < η pour
i assez grand, ce qui est absurde.

La compacité des ensembles {y ∈ N | %(µ(y), f(D)) ≥ η} permet de
trouver une suite {Nk}∞k=1 de sous-complexes finis de N recouvrant N et
vérifiant

pour tout simplexe σ de Nk, St(σ) ⊂ IntNk+1,(3)

sup{%(µ(y), f(D)) | y 6∈ Nk+1} < 1
3 inf{%(µ(y), f(D)) | y ∈ Nk}.(4)

Posons Nk = ∅ pour k ≤ 0. Pour tout sommet v de N , prenons un
sous-ensemble fini Fv de X vérifiant

(5) %(µ(v), Fv) < 1
6εv.

Puisque X n’est pas dégénéré, les Fv peuvent être choisis contenant plus
d’un point et deux à deux disjoints. Dans chaque Fv, fixons deux points
distincts av et bv. Pour tout sommet v de N , il y a un unique entier k tel
que v ∈ Nk \Nk−1; posons

(6) Uv =
{
y ∈ X | d(y, av) < min

(
1
6εv, {d(av, bv′) | v′ ∈ N (0)

k−2}
)}
.

Soit ϕv : C0 → 2Un une fonction vérifiant la condition du lemme 3.
Puisque 2Uv est un rétracte absolu et que 2X \ F(X) est localement ho-
motopiquement négligeable, nous pouvons prolonger ϕv en une fonction,
encore notée ϕv, de Con(C0) dans 2Uv vérifiant ϕv(Con(C0) \ C0) ⊂ F(X)
et ϕv(w) = {av}.

Pour tout sommet v de N , choisissons une boule Vv de centre bv de façon
que

(7) diamVv <
1
6εv,

(8) si v ∈ Nk \Nk−1, alors Vv ∩
⋃{ϕv′(Con(C0)) | v′ ∈ N (0)

k+2 \N (0)
k−2} = ∅,

(9) si v ∈ Nk \Nk−1 et v 6= v′ ∈ N (0)
k+2 \N (0)

k−2, alors Vv ∩ Vv′ = ∅.
Soit ξv : C0 → 2Vv une fonction vérifiant les conditions du lemme 4. Pro-

longeons ξv en une fonction, encore notée ξv, de Con(C0) dans 2Vv vérifiant
ξv(Con(C0) \ C0) ⊂ F(X) et ξv(w) = {hv}.
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Si σ = 〈v0, v1〉 est un 1-simplexe de N , nous avons, comme dans la
démonstration du lemme 2, %(Fv0 , Fv1) < 1

2εσ. Le choix de la distance d nous
permet de trouver une famille finie Lσ d’arcs de diamètres < 1

2εσ, chacun
reliant un point de Fv0 à un point de Fv1 , de façon que Fv0 ∪ Fv1 ⊂

⋃Lσ.
Pour L ∈ Lσ, soit αL : I → L un homéomorphisme tel que αL(0) = L∩Fv0

et αL(1) = L ∩ Fv1 . Alors, la fonction ασ : I → F(X) définie par α0(t) =⋃{αL(t) | L ∈ Lσ} est un chemin de diamètre < 1
2εσ reliant Fv0 à Fv1 .

Définissons maintenant une fonction continue Φ de N × C0 dans 2X . Si
v est un sommet de N , posons

Φ(v, x) = Fv ∪ ϕv([x, 1]) ∪ ξv([x, 1]).

Si σ = 〈v0, v1〉 est un 1-simplexe de N et si z = (1− t)v0 + tv1, posons

Φ(z, x) =





ϕv0([x, 1]) ∪ ξv0([x, 1]) ∪ Fv0 ∪ ασ(4t) si 0 ≤ t ≤ 1/4,
ϕv0([x, 1]) ∪ ξv0([x, 1]) ∪ Fv0 ∪ Fv1

∪ ϕv1([x, 4t− 1]) ∪ ξv1([x, 4t− 1]) si 1/4 ≤ t ≤ 1/2,
ϕv0([x, 3− 4t]) ∪ ξv0([x, 3− 4t]) ∪ Fv0 ∪ Fv1

∪ ϕv1([x, 1]) ∪ ξv1([x, 1]) si 1/2 ≤ t ≤ 3/4,
ασ(4t− 3) ∪ Fv1 ∪ ϕv1([x, 1]) ∪ ξv1([x, 1]) si 3/4 ≤ t ≤ 1.

Soit r : N → F(N (1)) une fonction continue vérifiant r(x) = {x} si
x ∈ N (1) et r(τ) ⊂ F(τ (1)) pour tout simplexe τ de N (voir [3]). Posons,
pour z dans N ,

Φ(z, x) =
⋃
{Φ(z, y) | y ∈ r(z)}.

Nous avons alors

(10) %(µ(z), Φ(z, x)) < min
(
ε, 1

3%(µ(z), f(D))
) ∀(z, x) ∈ N × C0.

Pour voir cela, remarquons d’abord que (6) et (7) entrâınent que
%(Fv, Φ(v, x)) < 1

6εv pour tout sommet v. Si σ = 〈v0, v1〉 est un 1-simplexe
de N et si y ∈ σ, la définition de Φ entrâıne que

%(Fv0 , Φ(y, x)) < max
(

1
6εv0 , diamασ + 1

6εv1

) ≤ 3
6εσ + 1

6εv1 ≤ 4
6εσ.

Soit z ∈ N et soit τ un simplexe contenant z. Si y ∈ r(z) ⊂ τ (1) et si σ est
un 1-simplexe contenant y, il y a un sommet v de σ tel que %(Fv, Φ(y, x)) <
4
6εσ, d’où

%(µ(z), Φ(y, x)) ≤ %(µ(z), µ(v)) + %(µ(v), Fv) + %(Fv, Φ(y, x))

< 1
6ετ + 1

6εv + 4
6εσ ≤ ετ < min

(
ε, 1

3%(µ(z), f(D))
)
.

Puisque Φ(z, x) est la réunion des Φ(y, x) avec y dans r(z), la définition
de la distance de Hausdorff entrâıne la relation (10).

Définissons g : C0 → 2X par

g(x) =
{
f(x) si x ∈ D,
Φ(π(x), x) si x ∈ C0 \D.
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Puisque f |C0 \D = µ ◦ π, il résulte de (10) que

%(f(x), g(x)) ≤ min
(
ε, 1

3%(f(x), f(D))
)
,

ce qui entrâıne que g est continue et vérifie g(C0 \D) ∩ f(D) = ∅. Puisque
g|D = f |D et que (f |D)−1(dim≥n(2X)) = Cn∩D, il suffit pour montrer que
g−1(dim≥n(2X)) = Cn, de vérifier que (g|C0 \D)−1(dim≥n(2X)) = Cn \D.
Soient x ∈ C \ D et z = π(x). Si x 6∈ Cn, dimϕv([x, t]) < n pour tout
sommet v de N et tout t ∈ I; comme les ensembles Fv, ασ(t) et ξv([x, t]) sont
de dimension zéro, la définition de Φ montre que Φ(y, x) est de dimension
< n pour tout y ∈ N (1). Puisque g(x) = Φ(z, x) est réunion finie de tels
ensembles, dim g(x) < n. Si x ∈ Cn, soit y ∈ r(z). Par construction de
Φ(y, x), il existe un sommet v tel que g(x) ⊃ Φ(y, x) ⊃ ϕv([x, 1]), d’où
dim g(x) ≥ dimϕv([x, 1]) ≥ n.

Puisque g|D = f |D est un plongement et que g(C0 \ D) ∩ g(D) = ∅,
pour montrer que g est un plongement, il suffit de vérifier que g|C0 \D est
injective. Soient x1, x2 deux points de C0 \D tels que g(x1) = g(x2). Pour
j = 1, 2, soit zj = π(xj), et soit kj l’entier tel que zj ∈ Nkj \Nkj−1. Alors
|k1 − k2| ≤ 1. En effet, supposons le contraire, par exemple k1 < k2 − 1.
D’après (10), nous avons

%(g(x1), f(D)) = %(Φ(z1, x1), f(D))

≥ %(µ(z1), f(D))− %(µ(z1), Φ(z1, x1)) > 2
3%(µ(z1), f(D)),

d’où, en utilisant (4) et (10),

%(g(x2), f(D)) = %(Φ(z2, x2), f(D)) ≤ %(Φ(z2, x2), µ(z2)) + %(µ(z2), f(D))

< 4
3%(µ(z2), f(D)) < 4

9%(µ(z1), f(D)) < 2
3%(g(x1), f(D)),

ce qui contredit le fait que g(x1) = g(x2).
Nous pouvons donc supposer que k2 = k1 ou k1 + 1. Soit τj le plus petit

simplexe de Nkj contenant zj . Puisque k1 ≤ k2 ≤ k1 +1 et zj ∈ Nkj \Nkj−1,
la condition (3) garantit que τ1 ∪ τ2 ⊂ Nk1+2 \Nk1−2. Soient y ∈ r(z1) et v1

un sommet de τ1 tel que Φ(y, x1) contienne Φ(v1, x1) ⊃ ξv1([x1, 1]). Puisque
τ1∪τ2 ⊂ Nk1+2 \Nk1−2, la condition (8) garantit que Vv1 ∩(

⋃
ϕv(Con(C0)))

= ∅ pour tout sommet v de τ1∪τ2. D’après (9), ξv(Con(C0))∩Vv1 = ∅ si v est
un sommet de τ1 ∪ τ2 distinct de v1. Comme les ensembles Fv et ασ(t) sont
finis, il résulte de cela et de la définition de Φ que g(x1)∩ Vv1 est la réunion
de ξv1([x, 1]) et d’un ensemble fini. Comme ξv1([x1, 1]) est infini d’après (ii)
du lemme 4, g(x2) ∩ Vv1 = g(x1) ∩ Vv1 est infini. Mais ξv1([x2, t]) est fini
si t < 1, et le raisonnement précédent montre que g(x2) ∩ Vv1 ne peut être
infini que si g(x2) contient ξv1([x2, 1]), et qu’alors g(x2)∩ Vv1 est la réunion
de cet ensemble et d’un ensemble fini. L’égalité x1 = x2 résulte alors de la
condition (iii) du lemme 4.
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Comme nous l’avons remarqué, g(x) est infini pour tout x ∈ C0 \D. Il en
résulte que g(C0 \D) est localement homotopiquement négligeable. Puisque
g(D) est un Z-ensemble, g(C0) aussi.

Cas de {dim≥n+1 C(X)}. La démonstration est la même que précédem-
ment, avec les modifications suivantes :

(a) Nous prenons pour Fv un élément non dégénéré de A(X) et choisis-
sons des points av, bv dans Fv de façon que les av, bv, v ∈ N (0), soient tous
distincts. Nous construisons ensuite les ασ comme dans la démonstration du
lemme 2.

(b) Nous appliquons le lemme 3′ avec U = Uv, K = Fv et y = av, et
nous prolongeons la fonction ϕv ainsi obtenue en une fonction de Con(C0)
dans C(Uv; av) vérifiant ϕ(Con(C0) \ C0) ⊂ A(Uv; av) et ϕv(w) = av.

(c) G étant comme dans la démonstration du lemme 2, posons, pour
v ∈ N

(0)
k \ N (0)

k−1, Kv =
⋃{Gσ | σ ∈ N

(1)
k+2} et appliquons le lemme 4′

avec U = Vv, K = Kv et a = bv pour obtenir ξv. Prolongeons ξv en une
fonction de Con(C0) dans C(Vv; bv) vérifiant ξv(Con(C0) \ C0) ⊂ A(X) et
ξv(w) = {bv}.

(d) Pour z = (1 − t)v0 + tv1 où 〈v0, v1〉 est un 1-simplexe de N , la
définition de Φ(z, x) est modifiée comme suit :

Φ(z, x) =





ϕv0([x, 1]) ∪ ξv0([x, 1]) ∪ Fv0 ∪ ασ(2t) si 0 ≤ t ≤ 1/4,
ϕv0([x, 1]) ∪ ξv0([x, 1]) ∪Gσ

∪ ϕv1([x, 4t− 1]) ∪ ξv1([x, 4t− 1]) si 1/4 ≤ t ≤ 1/2,
ϕv0([x, 3− 4t]) ∪ ξv0([x, 3− 4t]) ∪Gσ

∪ ϕv1([x, 1]) ∪ ξv1([x, 1]) si 1/2 ≤ t ≤ 3/4,
ασ(2t− 1) ∪ ϕv1([x, 1]) ∪ ξv1([x, 1]) si 3/4 ≤ t ≤ 1.

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier qu’après ces modifications, la
démonstration précédente peut être répétée.
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