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Sur la division et la composition
dans des classes ultradifférentiables

par

JACQUES CHAUMAT (Oway) et ANNE-MARIE CHOLLET {Lille)

Abstract. We generalize to some classes of ultradifferentiable jets or functions the
ciassical Lojasiewicz Division Theorem and (laeser Composition Theorem. The proof uses
the desingularization results by Hironaka, Bierstone and Milman.

Introduction. On donne des généralisations & des classes de fonctions
ou de jets ultradifférentiables des théorémes classiques de division de Eo-
jasiewicz [9] et de composition de Glaeser [7]. On montre, par exemple,
qwils sont vrais pour l'intersection des classes de Gevrey alors qu'ils sont
faux pour une classe de Gevrey “individuelle”, Ce travail peut étre considéré
comme une suite de I'étude commencée dans [6].

Les preuves utilisent de manidre cruciale des résultats de désingularisa-
tion [3], [4], [8]. On rappelle que M. F. Atiyah [1] et, indépendamment,
I. N. Bernstein et S. I. Gelfand [2] ont, les premiers, utilisé le théoréme
d’Hironaka [8] dans ce contexte pour donner une preuve rapide et élégante
du théoreme de Eojasiewics précité. Cette idée a été exploitée ultérieurement
et en particulier par L. P. Bos et P. D. Milman dans [3] oni figurent aussi
des résultats “Gevrey” moins précis que ceux obtenus icl.

On peut remarquer que, coutrairement aux preuves données dans les
ouvrages de B. Malgrange [10] ct de J. C. Tougeron [L2], on n'utilise pas de
résultats d’extension do jets de type “Whitney”; ainsi, les théorémes obtenus
subsistent pour des intersections de classes quasi-analytiques.

Comme cela apparait déja dans Particle de Glaeser [7], les résultats de
composition présentés ici sont des conséquences de résultats de division.
On commence donc par établiv la proposition I1.6 (division : cas réduit).
On en déduit alors la proposition IIL8 (composition : cas réduit); dans
cette étape, les lemmes TI1.2 et II1.4 jouent un rdle central. En suite, par
désingularisation, on obtient le théoréme IV.3 (composition : cas d’une bi-
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jection “générique”) et le théorgme TV.4 (division : cas général}. Enfin, on
établit le théoréme IV.5 (composition : cas d'une submersion “générique™).

I. Définitions, notations et rappels

1. NoTaTIONS. Soit J = (J1,. .., Jn) un multi-indice dans N™. Qn note
W = J = g1+ ...+ jn la longueur de J et JU = jil... jul. Pour tout
z = (r1,...,%,) de R, on pose 3/ = z'...2" et on note |z| la norme

euclidienne de x.

2. Jeis et fonctions. Soit E un sous-ensemble compact de R". Un jet
F sur E est la donnée d'une suite {FV(¢) : { € B, J € N*} de fonctions
continues sur & & valeurs dans R ou C.
Pour un multi-indice L de longueur ! de N, on définit la L-idme dérivée
du jet F par
O'F
Bm‘:’f ...0zk

51 F et G sont deux jets sur F, on rappelle que le jet produst PG est défini
par

(2.2) {( =¥ BT K)[FK(C)GJ'K(C):CEE, JeNﬂ}.

K:KLJ

Soit F' un jet sur E. Pour tout { de F et tout entier p, on définit le polyndme
de Taylor de F, pour tout z de R™, par

(23 TF@ = Y =le- QTR0

J:Jsp

(2.1) D*F = ={FIHL({): ¢ B, JeN"},

De méme, pour tout entier p, pour tout multi-indice J avec j§ < p, et tout
(¢,z) de E x F, on définit le reste dans la formule de Taylor par

Jp 1
(2.4) RIPF(@)=F/(z)- > - OFRITE (.
K:|J+Ki<p
On rappelle qu'un jet F est un jet de Whitney sur F de classe 0% et
on note F' € C°°(E), si on a, pour tout entier p et pour tout multi-indice J

avec § < p,
R{PP(z) = o|¢ - a”™7)
lorsque ¢ — x| tend vers 0 avec {{,z) dans E x E.

Si f désigne une fonction de classe C* dans R®, on note, pour tout
multi-indice L de longueur | et tout z de R?,

DEf(z) = — 21

6mi‘ .0z

().
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On sait, d’apreés le théoréme d’extension de Whitney [10], [12], que, pour

A

tout jet F' de C°°(E), il existe une fonction f de classe C°° dans R", &
support compact, telle que, pour tout multi-indice L de N* et tout ¢ de F,
on ait
FH(¢) = DHF(Q).

3. Propriétés des suites. Soit M = (Mp)p»0 une suite croissante de nom-
bres réels strictement positifs vérifiant les deux conditions suivantes :

(H1) M est logarithmiquement convexe,

(Hs) M;/p tend vers Uinfini avec p.
On introduit la condition de régularité suivante : il existe une constante
A > 1 telle que, pour tout entier p et tout entier g, on ait

(Hg) Mpyq < APHIMpM,.

On note, pour tout réel C' > 1 et pour toute application strlctement crois-
sante ¢ de N dans N, (CM)¥ la suite définie par ((CM)#)p = ) My
pour tout p entier. On note aussi (C'M) la suite définie par ((C M), = CPM
pour tout entier p. Clairement, si la suite M vérifie une condition (H;),
suite (C'M)¥ vérifie la méme condition.

REMARQUE. Si M est une suite croissante de nombres réels strictement
positifs, si ) et @2 sont deux applications strictement croissantes de N dans
N et si Oy et Cp sont deux réels supérieurs a 1, on a, pour tout entier p,

(3.1) ((Cg(C’lM)"’l)“””) _ Ceaz(p)csm(lpz{P)JM o (oa(2))
(0201)¢1 (w2{)) pq Mo, (oa (o)) -

On note, pour a un réel strictement positif, M* la suite déﬁnie' par
(M?)p = My pour tout entier p. Bien siir, si la suite M vérifie une condition
(H;), la suite M@ vérifie la méme condition.

On note hy la fonction définie, pour tout » > 0, par

hp(r) = ég%(rpMp).
LEMME. Soit M une suite vérifiant (Hy), (H2) et (Hs). Soit a un réel

strictement posmj Soit ¢ une application de N dans N de la forme p(p) =
ep+e avec e et € entiers, e > 0. Soit C > 1. On a, pour tout entier p,

(32)  ((OM®)9), < (C/* A7 MuhiF(Cm¢/*AZIE b0,
Ici q est Uentier tel que 29 > e > 2071,

Preuve. En utilisant (Hs3), on a, pour tout p,
(3:3) Myop < AP (M)



icm

52 J. Chaumat et A.-M. Chollet

de la, en utilisant (H3) et la croissance de la suite M, on a, pour tout p,

(3.4) Moy < Mauprer < A My APV (01 )2
On a, par définition, pour tout p,
{3.5) (CVE/aA—(qﬁ-l)T‘)pMp > ha(Ce/a A~ (T2

On déduit de 14 le résultat annoncé.

4. Classes ultradifférentiables. Soit { M, }p>0 une suite vérifiant (Hy) et
(Hz). Scit ¢ un ouvert de R™. Une fonction f de classe C° sur @ appartient
4 la classe (M, O) si

|DT f ()]
4.1 sup  ————— = || flliar,0) < 00.
(4.1) s ey 7 [1f1l¢as,09
La classe (M, ) est un espace de Banach et la classe de Carleman usuelle
C{M, O} est la réunion croissante lorsque C' tend vers I'infini de (CM),0).

Soit B un sous-ensemble compact de BR™. Un jet F sur § est un jet de
Whitney de classe (M, F) s'il existe une constante 4; > 0 telle que pour
tout entier j, tout multi-indice .J de longueur § et tout & de E, on ait

(4.2) |F (z)] < Av5!M;,

et pour tout entier m, tout multi-indice J de longueur j < m et tout ({,x)
de F x £, on ait

(43) (BI™F)(@)} € Asf! Mo — (™09,

Bien sir, la meilleure constante A; dans (4.2) et (4.3) définit une norme
notée || F|| s, ) sur (M, E) et cet espace devient alors un espace de Banach.
On vérifie aisément que, si F et & sont deux jets sur F appartenant a

(M, E), le produit FG est un jet sur E appartenant & ((2nM), F), et que
I'on 3

(4.4) 1FCl (2nrr),m) < 1N a1, 891G (1t 2y
On note
(4.5) ﬁm:ﬂwwnmJMQ=ﬂwun
a>0 a0

Ces deux espaces sont des algébres de Fréchet.

5. Jets et fonctions sur des cubes. Soit n un entier strictement positif et
solent I, I~ et 1° trois parties de {1,...,n} éventuellement vides formant
une partition de {1,...,n}. On note T une telle partition de {1,...,n}.
On pose Q(IT, I, 1% n) = Q(I,n) le sous-cube compact de R™ défini par
T=(21,...,2,) € QUI*T,I=,I% n) si et seulement si 0 < z; < 1 pour tout
i€l —1 <z <0 pour tout i € I, et z; = 0 pour tout 7 € J9.
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SiITUTI™ =0 ona@Q{n) = {0} et un jet F de (M,Q(I.,n)) est
simplement une famille de nombres corplexes {F¥ : P € N"} satisfaisant
Iégalité

(5.1) sup = [|Fl(ar, 10}y < oo

Si IT = {l,...,n}, on a @(I,n) = [0,1]", et alors & un jet F de
(M, Q(I,n)) est associée la fonction FO-0) = f de classe € sur Q(I,n);
si on pose

D f(=)]

5.9 sup —se = = || f s, Q1))
(5:2) ze@(I,n), |Pl=p PMp

on a

(5.3) | Filiar,00my S NE 2,000 < o0

Réciproquement, on considére une fonction f de classe 0 sur Q(I,n)
isfai inégalité ; isé tilisant
satisfaisant I'inégalité || f|i{as,Q(1,n)} < c0; On montre alsément, en 1u
la formule de Taylor, que le jet F={FF(z)=D¥f(z):z€Q(I,n), PeN"}
appartient & ((2nM), Q(I,n)) et que I'on a

(5.4) | Fllanmyguay < HFlloanguany

On suppose maintenant § G I+ ¢ {1,...,n} et I~ = 0. .

On écrit @ = (u,v) avec u = (x;,1 € IT) et v = (z;,4 ¢ I'"); on associe,
de méme, & un multi-indice P de N" son écriture sous la forme P = (Q, R)
avec Q € N' et R € N"7*, oll « désigne le cardinal de DI;, A un jet F
de (M,Q(I,n)) on associe une famille f = {f#(u) = E( Bl ((u,0)) :u €
[0,1]*, R € N*"*} de fonctions de classe C* sur [0, 1]*; si on note

Do
(5.5) sup l—,i;# = [[fll{ar 0,103
yel0,1), [(QR)=p P ¥p
o6 a
(5.6) 1l gag,0,15) S I1F [aa,002m)) < 00

Réciproquement, si f = {f%{u) : v € [0,1], R € N*7'} est une famille
de fonctions de classe €™ sur [0,1]* vérifiant || f|| ar, 0,003 < 00, alorsnle
jet F = {FP(z) = DIfR(u) 1z = (,9) € Q(Ln), P = (QR) € N}
appartient & ((2nM), Q(I,n)) et on a encore 'inégalité

(5.7) [ Fllcennyoamy < 1F 10,103

Bien siir, lorsque I~ s 0, on a une description analogue pour tous les espaces
de jets (M, Q(I,n)).



54 J. Chaumat et A.-M. Chollet

I1. Division : “version réduite”

1. LeMME. Soit f une fonction de classe C™ sur l'intervalle [0, 1]. Soit
g une fonction continue sur [0, 1]. Soit k un entier, k > 0. On suppose que,
pour tout x de [0,1], on ait

(1.1) w*g(z) = f(z).

Alors g est de classe C™ sur [0,1] et on a, pour tout entier p,

(1.2) sup |g%(z)] <
€[0,1] (k +p) €[0.1]

Preuve. La formule de Taylor avec reste intégral fournit I’écriture sui-
vante pour la fonction g et tout z de [0,1] :

|75+ ().

1

(1.3) g(z I Sf(k zL)(
)

En dérivant p fois par rapport & z, il vient

—t)klds

1 1
S falazd (zt)tP(1 -

(14 #0e) = 1)

£y dt.

On déduit de 14 que

1 1

sup |fFEFE () Stp(l — )y
i\

(k 1)- te[-1,1) 0

< b (k+p)

] Si[gpll IR

2. LEMME. Soit I une partition de {1,...,n} telle que I° ne contienne
pas 1. Soit M une suite croissante de nombres réels satisfaisant (Hy) et
(Hz). Soit w un entier sirictement positif et soit G un jet sur Q(I,n)
el que le jet 2¥G appartienne & (M,Q(I,n)). Alors le jet G apportient
d ((4nM)?,Q(I,n)) avec p(p) =p+w, ef on a

(2.1) Gl (annrye,@umy < 127Gl ar,001m))-

L5) 1P <

Preuve. On suppose que I~ = @ (ceci n’est pas une restriction, seule-
ment une commodité pour la rédaction de la preuve). On note ¥ le jet ¢ G.
On associe & F, en reprenant les notations du paragraphe L5, la famille de
fonctions f = {f®(u):u € [0,1}, R € N*~*}; bien sr, pour chaque multi-
md1ce RdeN""*, ona fu) = 2y GOR) ((1,0)) = 2% g% (u) et les fonctions
g% sont contmues Oxn peut done apphquer le leznme 1 et on obtient

|
(2.2) sup [DlavaealgBuy < o I o plakeana) fRo)
uE[O,l]* (w+q1)-ue[0ﬁ}L| ‘f ( )|
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On tire de 1& que

(2.3) lgllr2arye o, < F a0y

avec @{p) = p + w, pour tout entier p. On utilise alors les inégalités 1.(5.6)
et 1.(5.7) pour conclure.

3. LEMME. Soit I une partition de {1,...,n} telle que I°® contienne 1.
Soit M une suite croissante de nombres réels satisfaisant (Hy) et (Hz). Soit
w un entier strictement positif ef soit G un jet sur Q(I,n) tel que le jet 253G
appartienne o (M,Q(I,n)). Alors le jet G appartient & ((2M)¥,Q(I,n))
avec w(p) =p+w, et on a

(3.1) Gl (20y2 .00 < 1125 Gllar,00z,n)-

Preuve. On suppose encore que I~ = §. On remargue que I'hypothése
sur I implique que Q(I,n) est inclus dans A; = {z € R™ : zy = 0}. Soit K
un multi-indice de N*, K = (k1,...,k,); la définition du produit de deux
jets donne sur @(I,n)

0
(3.2) (7 G)* = { ko
(k: — w)!

On peut réécrire ces formules sous la forme suivante :
( wG)J+ w,0,...,0)

st kb1 < w,

G(kl—w,kz,...,kn) si ki > w.

3.3 Gl =
(3:3) (i+1).. (i +w)’
pour tout multi-indice J = (41, ..., ) de N*. On déduit de la
j +w)l

4 J # Mjio|zsG -
(3.4) |G- (z)| < CESIRCE |25 Gl (ar,0(1,m))
Puisque 'on a

(.7 +w) (.7 + ) ERD]

3.5 < gt
3) TSRS e a
on a
(3.6) |GY (z)| < 71277 Mj1ull2 Gllar,@er,m))-

On considére maintenant un reste dans la formule de Taylor :

Y mle- OFETE.

K:|J+Ki<p

(37)  RIG() =G ()~
Icionaj=|J| <petzet(dans Q(I,n), donc dans A;. Cela signifie
que, dans (3.7), si K = {k1,...,kn} avec ky # 0, on a (z — CY¥ = 0; ainsi,
les seuls termes non nuls prov1ennent de k; = 0. 11 vient alors, en utilisant

(3.3),
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(mLiJG)J+(u,D,...,D)($)

(3.8) R{PG(x)=

Gr41)--(r+w)
_ Z _1_(;,3 _C)K (QSTG)J—I_(“”"’Z""']“")(C)
K:}J+K|<p, k=0 K Gr+1).. (G +w)
— I J+{w,0,...,0),ptw YN (2
(h+1).. (z7 G) (=)

i tw) e
On obtient donc, puisque 2¢'G appartient & (M, Q(I,n)),
(39) |RIPG()]

< PP My g |z — (P 008 Gl a0 myy-
Cect achéve la preuve du lemme.

4. LEMME. Soit & un compact de R™ et M une suite satisfaisant (Hi)
et (Hy). Soit a une fonction réelle-analytique sur E et G un jet sur E
appartenant ¢ (M, E). Il existe une constante C(a), ne dépendant que de a,
telle que, pour tout entier § non nul, on ait

(4.1) la? Gllanany,my) < hig (1/C(a))C{a) || Gl (ar, )

Preuve. On considére un prolongement holomorphe de a & un ouvert
U de C* contenant E. On note encore o ce prolongement. En utilisant la
formule de Cauchy, on obtient qu'il existe une constante C(a) telle que I'on
ait
% (a?)

(4.2) —az—K(m)

< KIC(a)*td

pour tout = de F, tout entier § non nul et tout multi-indice X de N™ de
longueur k, et

(4.3) [REP(a ) ()| < KIC(a)P ™11 2 — ¢

pour tout = et tout { de F, tous entiers § et p non nuls et tout multi-indice
K de longneur k vérifiant k < p.

De I, en utilisant fa définition de la fonction has, on obtient
{4.4) e I,y < hipf (1/C(a))Cla).

On conclut alors la preuve en utilisant 'inégalité 1.(4.4) sur le produit de
deux jets.

|p+1—k

5. LEMME. Soient By et Fs deux sous-ensembles compacts de R™. On
suppose que, ou bien By M By est vide, ou bien il existe une constante e,

0 <e <1, et un ouvert borné U de BR™ contenant By U Ey tels que, pour
tout  de U, on ait

(5.1) - dz, By) + d{z, By) > c1d(z, By N Ey).
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Soit M une suite satisfaisant (H1) et (Ha), F1 un jet de (M, E) et Fy un
jet de (M, Ey) dont les restrictions & Ey N By coincident. Alors le jet F
sur Bi U By dont la restriction & E; est Fy et la restriction & Ey est Fy
appartient & ((C1M), By U E3) et on a

(5.2) I Fll¢icunry,Biums) S 1F | ae,80) + 1 F2ll (g, 20

Ici la constante C1 > 1 ne dépend que de c; et de la dimension n.

Preuve. Bien évidemment, la seule difficulté est 'estimation des restes
dans la formule de Taylor lorsque Vintersection de F; et Fy n'est pas vide et
lorsque s est un entier, L un multi-indice de N® vérifiant I < s, ¢ un poimf
de E; et y un point de Es. On peut écrire, suivant une formule classique, si
z est un point arbitraire de Ey N Eo,

RE*F(y) + Z

K:k<s1

(53)  RLR(y) = W07 presep(g)

Compte tenu de la définition de F et de I'appartenance de Fy & (M, By}, la

formule (5.3) conduit & la majoration

(5.4) lRf‘SF(y)i < {1 Pallear,ms) + |1 Foll(ag, 1) M st
X (llly—z|3+l-’+ yo el g' (k+ D¢ - z|s+1—<k+i)),
K:ik<a—1

On choisit pour z un point de Fy N Ey vérifiant

(5.5) d(¢, B1 N Ba) = | — 2;
on en déduit, d’aprés (5.1},
(5.6) ¢ = 2| < ertd(C Ba) < eI -yl

On utilise alors 1’égalité suivante :

kl
(5.7) Z =y nf=

K k<3 K k<j

n”l 1

On obtient
(5.8) |REF@)| < {| Fallar, ) + 1 P2 ligaa, 0} Mo a

X l!(|z — yl“’l‘l + |y - C15+1—525 (Cl—ln)s'i'l"l)_
Ceci, compte tenu de (5.6), donne le résultat annonce.

On déduit immédiatement des lemmes précédents la propositipn suivante
qui est une version réduite du théoréme de division de fojasiewicz [9] pour
des classes ultradifférentiables,
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6. PROPOSITION. Soit I,, 1 < g < t, une famille de partitions de
{1,...,n} et E = c.oc: @Ls,n). Soit M une suite croissante de nombres
réels satisfaisant (H,) et (Ha). Soit 12 un multi-indice de N* de longueur
w, j un entier et a une fonction réelle-analytigue ne s’annulant pas sur E.
Soit G un jet sur B tel que le jet o’ 2 G appartienne & (M, E). Alors le jet
G apparitent & ({CoM)¥, B) avec p(p) = p+w, et on @

(6.1) G canrye.my < Colla?5?Gllar -
La constante Coy > 1 ne dépend que de E et de a.

JII. Composition de jets : “cas réduit”

1. Soit A une partie de R™, o € R™ et o un réel strictement positif. On
note cA4+a={zeR" :z=ay+a, y € A} et aussi cA+0 = ¢A.

Si F = (Fy,...,F,) est une application réelle-analytique de B? dans R®
définie dans un pavé P(0,7p) = re]—1, 1[® de B™ et si g est une fonction de
classe C°° au voisinage de F(0), on peut écrire, pour tout multi-indice L de
N™ de longueur ! > 1, dans un voisinage de 0,

55 ak
(1.1) For 9o F)(z) = Ax.1(z) 55 (9) 0 Fz),
KeNn : 1<|K[=hk<!
oti les fonctions A ; sont réelles-analytiques dans P(0,rg).

Bien siir, si F est un compact dans le pavé P(0,7g) et si G est un jet swr

F(E), alors G o F est un jet sur F et on a

(1.2) GoFim= 3

KeNr  1<|K|<I

A 1(z)(GE o F)(x).

On a donc aussi pour le jet dérivé DL (G o F)

(1.3) DY GoF) = M

KeNm 1< |K|<1

A (DXQ)o F

au sens des jets sur F.

De plus, on a le lemme suivant qui se démontre par récurrence comime
dans [11, proposition 2.5].

2. LEMME. [l eziste une constante C1 > 1, ne dépendont que de F, telle
que, pour tous multi-indices L, K et § et tout © de P(0,ry/2), on ait
BS

<O+ 5 — k).

Ici, k, | et 5 désignent les longueurs de K, L et 3.

Soit M une suite croissante de nombres réels strictement positifs et
vérifiant les hypothéses (Hi) et (H,). On suppose que E est inclus dans le
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pavé P(0,70/3) = (ro/3)[—1,1}". On utilise la formule (1.2) et le lemme 2;
il existe donc une constante Os > 1, ne dépendant que de F, telle que, pour
tout jet G sur F(E) appartenant & (M, F{E)), le jet G o F appartienne &
(C>M), E) et

(2:2) |G o Fll((carn), ey < CallGll(nt,7(E))-

3. On note JF la matrice jacobienne de F et & son déterminant jacobien.
On suppose que @ est non identiquement nul dans P(0, rp) et on note X' =
@~1(0). Soit z = {#1,...,2Zn} un point de P(0,rp)\ X et soit g une fonction
de classe C*° au voisinage de F(z). On a

i} ~ 8 0
— =% = — 1<p<n
1 g leo e = Y glele Felg (R, 1spsn
Puisque, par hypothése, JF est inversible au point z, on a
d 1 & o
— = —— § — Fyz), 1<qg<n.
(32) auq (g) o F(m) ds(fﬂ) ~ Tpa‘](w) azp (g o )(fﬁ) q n

Les fonctions Tpq, 1 < p £ », 1 £ g < n, sont réelles-analytiques dans le
pavé P(0,7g).

On obtient, en itérant le procédé, pour tout multi-indice I de N* de
longueur [ > 1 et tout z de P(0,79) \ X,

i
(3.3) a%(g) o F(z) = @—(w}lar_—; >

Kenn : 1K<

‘ o
TK,L(x)@f(Q o F)(z),

ot les fonctions T, 7. sont réelles-analytiques dans le pavé P(0,7g). Bien sfir,
la formule précédente est aussi vraie au sens des jets, c’est-a-dire,

(3.4) P YDEG) o F = > T D¥(GeF).

KeNr 1<|K|<I
On a un analogue du lemme 2 qui se démontre de la méme fagon [11, propo-
sition 2.5].
4. LEMME. Pour tous multi-indices K, I et § de N*, pour tout = de
P(0,r0/2), les fonctions Tk 1 intervenant dans la formule (3.3) vérifient la
Propriété

(4.1) =Tk p)(z)| €Ol +5s— k)

B’
Ici la constante Cs > 1 ne dépend que de F.

5. LeMME. Soit B un compact de P(0,70/3) et M une suite satisfaisant
(H1) et (Hy). Soit G un jet sur F(E). On suppose que GeF app.a:rtze-nt
& (M,E). Alors, pour tout multi-indice L avec I > 1, et tout multi-indice

iz
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K < L, le jet Tk, DX (G o F) appartient & ((C4M)?, E) avec w(p) = p+1,
et on a

(5.1) [T, D% (G o F)||(caraye,m) < Call|G o Fllar, 5y
Ici lo constante Cy > 1 ne dépend que de F et de M.

Preuve. On remarque que, si un jet  appartient & (M, E), alors le jet
D% H appartient & ((2M)#, E) avec ¢(p) =p+k, et on a

(5.2) D% Hllanye, 2y < K| Hli(aa,5).
On conclut alors comme dans la preuve du lemme I1.4.

On suppose maintenant qu’il existe un multi-indice {2 de N* de longueur
w et une fonction a réelle-analytique dans le pavé P(0,7)) et ne s’annulant
pas tels que &(z) = z™a(z) pour tout = de P(0,74). On suppose aussi que
E est formé de la réunion d'un nombre fini de (ry/3)Q(I,n). En utilisant la
formule (3.4), le lemme 5 et la proposition 1.6, on obtient le lemme suivant.

6. LEMME. Soit E un compact de P(0,7¢/3) formé de la réunion d'un
nombre fini de (ro/3)Q(I,n) et M une suite satisfaisant (Hy) et (Hs). Soit
G un jet sur F(E). On suppose que G o F' appartient & (M, E). Alors, pour
tout multi-indice L avec ! > 1, le jet (D*G) o F' appartient & ((CsM)?, E)
avec p(p) =p+ {2l - Nw+1, eton a

(6.1) {DEG) o Fll oy mrye,m) < CF G 0 F|(ag, -
La constante C5 > 1 dépend de F, de E et de M.

7. Remarque sur la réguliére situation. On rappelle que deux sous-en-
sembles sous-analytiques fermés d’un ouvert ¢ de B® sont réguliérement
situés [3]. En particulier, soit E un compact de P(0,rp/3) formé de la
réunion d’un nombre fini de (ro/3)Q(I,n) et soit F' une fonction réelle-
analytique dans P(0,7q); alors Ex B et {(x,£) € P(0,r9) x P(0,70) : Flz) =
F(£)} sont régulitrement situés.

Le résultat principal de cette partie est la proposition suivante.

8. PROPOSITION. Soit F' une application réelle-analytique définie dans
le pavé P(0,70) de R" 4 valeurs dans R™ et E un compact de PB(0,70/3)
formé de la réunion d'un nombre fini de (ro/3)Q(I,n). On suppose que
(8.1)  le jacobien & de F' s'écrive &(z) = z%a(z) dans P(0,79) et que a

ne s'annule pas.

Soit M une suite croissante de nombres réels strictement positifs satisfaisant
(‘Hl) et (Hs) et soit G un jet de Whitney sur F(E) tel que GoF appartienne
4 (M, E). Alors G appartient & ((CeM)¥, F(E)) avec p(p) = elp+ €%, et
on &

(8.2) Gl (Goraye, pemyy < CollG 0 F|ag, 13-
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Ici les entiers e' et e* ne dépendent que de F' et de E; la constante Cs > 1
dépend en outre de M.

Preuve. Dans cette preuve, les constantes C; > 1, les constantes ¢;, 0 <
¢; < 1, ne dépendent que de F, de M et de E, et les entiers e; ne dépendent
que de F' et de E.

On remarque que, en appliquant le lemme 6 avec p = 0, on a immédiate-
ment

(83) G= ()] < CEMUC 0 Fl e,y O ™% Moz o
pour tout y de F(F) et tout multi-indice L de N™ avec I > 1. Ceci donne
(84) GH)| £ CF M UMe 14 IG © Fllaa,y

pour tout y de F(E) et tout multi-indice L de N® avec I > 1, pour des
constantes ey, es et C7 convenables. Clairement cette inégalité est évidente
pour { = 0.

On doit maintenant estimer les restes des formules de Taylor. Soient y
et ¢ deux points de F'(E), L un multi-indice de N* de longueur [ et s un
entier tels que ! < s. I existe deux points z et £ de F tels que y = F{z) et
¢ = F(¢). On peut alors écrire

(85) B °Gly) =G oF(z)~ > %—@)—K(}HK o F(£).

KeNn 1 k<s—1
On écrit, pour tout j, 1 < 7 < n, un développement de F; en série entitre
au point £; on obtient

(86) Fiz)-Fi&)= >,

TENn 11>l

bir(E)z— 67T avec |b;r(€)] < C.

On a donc

(87) (F)-FE)* = 3
TEN (t2k

On obtient, en reportant la formule {(8.7) dans (8.5),

(88) RIG(y)

avec |br r{€)! < C’é”’t.

br,(€)(z-€)T

= @Lo F(z)
- Y (Y e - o) o R
K:k<s—l7 Tik<t
mGLoF(a:)
- Y (X el o) FHE RO+ Ry
K k<s~l ' Tik<t<e—l

= Ry (G* o F)(z) + R1.
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On utilise le lemme 6 et 1.(4.3); on obtient
(8.9) |Rg*T(GT o F)(x)|
<o — &7 HCE NG o Pl mCE T My 1)

avec p(p)=p+ (2 — Lw + 1.

Pour la majoration de Ry, on remarque tout d’abord, d’aprés (8.7), que
P'on a
810) | 3 bxr@@-o| < 3 nCite gl

T:t>s—l t>s—1
< 2G5 (nCo)* 1z — ¢
si |z — £} < (2nCg) ™. On tire de 13, d’aprés (8.4), que l'on a
(8.11) |Ba| < fo = €17 OH My o160 |G 0 Fll s,y
silz — €] < (2nCs) L
De (8.8}, (8.9) et (8.11), on déduit
(8.12) |R?’3G(y)1 <z — €T ICHT M (o) 1ea |G 0 Bl (0,19,

avec des constantes es, e4 et Cpy convenables, si |z — £ < (2nCh) ™t
Toujours, d’aprés {8.4), on peut aisément montrer que 'on a

(8.13) |RS°G(W)| < CfF UMeyo4.,[1G © Fll s,

ainsi, si |z —§| > (2nCy) ™7, quitte & changer C'iq, Vinégalité (8.12) est encore
valable.

On note X} = {(z,£) € P(0,ry) x P(0,r) : F{z) = F(£)}. De la réelle-
analyticité de F, en utilisant une inégalité de S. Lojasiewicz [9], [10], [12],
on déduit qu’il existe une constante ¢, 0 < 3 < 1, et un entier 5 tels que
Uon ait, pour tout (z,£) de P(0,rp/2) x P(0,70/2),

(8.14) |F(z) — F(&)| = erd((z, ), Z1)°.

On utilise la remarque 7 et on obtient qu'il existe une constante ¢z, 0 < ¢p <

1, et un entier v tels que, pour tout (x,£€) € F x E, il existe un couple de
points (z',£') € E % E vérifiant

(815)  |Fle) - FO)lz aalln —a'| + € - &) et F(z') = F(£).

A un couple de points (y,{) de F(E) x F(E) on associe un couple de
points (z,{) de B x E tels que F(z) =y et F(£) = ¢. Au couple (=, £) ainsi
choisi, on associe aussi le couple de points (z/,£') vérifiant (8.15) ainsi que
le point 2z = F(z') = F(¢§') de F(E). Soit s un entier et L un multi-indice
de N™ vérifiant I < 5. On peut écrire

) =R+ 3

K:k<s—1

Is—l-f—l

(8.16) RY KRf“LL'SG(C).
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D’aprés (8.12), on obtient
(8'17) iRg,SG(y)I < |93 - :cfls~l+lc{fi|-1“M53(s+1)+e4HG o F”(M,E)
+ O3 Moy (s-1)+2a| G © Fll(a,)
A
't - — [
Z |J K'CE |5__£ris k l+l(l+k)|
K :h<Lawl )

On déduit immédiatement de (8.9), (8.14), (8.15) et (8.17) 'inégalité
suivante:

(8.18) |RI°GWI < (lz—a'|+ly— ¢+ - €
X Cf UM, (o1 1)ed |G 0 Fll a1, 2)
<y = ¢TI N My (4 1) el |G © Fll a3

Soit I, un multi-indice de N", m et s deux entiers tels que ! < m < s.
On peut écrire, pour ¥ et ¢ dans F(F),

RP*Gy)— Y

K :m+1<i4k<s

WO greangg)

(8.19) R{™Gly) =

et on a, d’aprés (8.4), puisque F(E) est compact,

(8.20) >

K :mo1<k+Hi<as

K

('y 10 GK-I_L(C)’

< ly— ™G Moy ses |G 0 Fll o By
On choisit dans la formule (8.19) s = y(m+1—1)+1—1. De (8.18) et (8.20),
on déduit
(821)  [RETGW)| < |y~ (™0 T I Moy (mat e |G 0 Fll s,y
Ici les entiers es, eg ne dépendent que de F et de la géométrie de E; la
constante Cig dépend en outre de M. Ceci achéve la preuve du théoréme.

Comme corollaire de la proposition précédente et du lemme 1.3, on a la
version suivante du théoréme de composition de Glaeser [7].

9. COROLLAIRE. Soit F une application réelle-analytique définie dans le
pavé P(0,7p) de R® 6 valeurs dans R™ et E un compact de P(0,rg/3) formé
de la réunion d’un nombre fini de (ro/3)Q(I,n). On suppose que
(9.1)  le jacobien & de F s'ecrive $(x} = z%a(z) dans P(0,ro) et que a

ne s’annule pas.
Soit M une suite croissante de nombres réels strictement positifs satisfaisant
(H1), (Ha) et (Hs). Alors la sous-algebre de JM(E) formée des jets de la
forme G o F on G est un jet de JM(F(E)) est fermée.
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On rappelle que JM(E) a été défini dans I.(4.5).

10. REMARQUE. Clairement, la proposition 8 et le corollaire 9 restent
vrais sous les hypothéses suivantes, un peu plus générales, portant sur I’ap-
plication F et le compact E:

(10.1)  F' est réelle-analytique dans une réunion finie de pavés ouverts
P(b;,7;) deux & deux disjoints;

(10.2)  pour chaque 7, dans P(b;,r;), le jacobien & de F s'écrit &(z) =
7% a;(2) et a; ne s’annule pas;

(10.3)  EN P(bs,r;) est formé de la réunion d'un nombre fini de r]Q(1, n)

+ b; avec r{ < r;, pour tout 3.

IV. Composition et division : le cas général

1. DEFINITIONS. Soit O un ouvert de R™ et M une suite croissante de
nombres réels satisfaisant (Hy), (Hz) et (Hs). On note M (0, loc) la classe
des fonctions g qui appartiennent localement & M. , C'est-a~dire, telles que,
pour tout point = de @, il existe un sous-ouvert O, de O contenant =,
relativement compact dans O et tel que f € M(0,).

Soit E un sous-ensemble relativement fermé dans ©. On note JA (E,loc)
la classe des jets G sur B qui appartiennent localement 3 JM . y ¢'est-a-dire,
tels que, pour tout z de F, il existe un sous-ouvert O, de O contenant ,
d’adhérence @, compacte dans O et tel que G € JM| (O, NE)

2. Désingularisation. Soit O un ouvert de R, soit f une fonction réelle-
analytique de O dans R non identiquement nulle dans chaque composante
connexe de @ et soit £ un sous-ensemble sous-analytique et fermé dans
@. Soit K un sous-ensemble compact de . La version du théordme de
désingularisation donnée dans [3] et [4] permet de construire une famille
finie de pavés ouverts P(b;, 1) = b; +1-1,1" 1 € i < s, deux & deux
disjoints, et une application réelle-analytique F de Ui cics Plbi, 1) dans O
vérifiant les propriétés suivantes : o7

21)  FUycie, P 1/4) 5 K,

(2.2)  pour chaque i, 1 < i < s, dans P(b;, 1), le jacobien de T s'écrit

(m — b))% yi(z) avec 4; € N” et vi réelle-analytique, ne s’annulant
pas; :

(2.3) pour chaque i, 1 < ¢ < s, dans P{b;,1), la fonction foT sécris

(z — b:)"%:(z) avec 4; € N* et réelle-analytique, ne s’annulant
pas;

(24) pour chaque i, 1 < i < 8, F71(E) N P(b;,1/4) est la réunion,
éventuellement vide, d’un nombre fini de (1/4)Q(1, n) + b;.
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3. THEOREME DE COMPOSITION. Seit O un ouvert de R” et F' une appli-
cation réelle-analylique de O dans un ouvert O de R™ dont le déterminani
jacobien P est non identiquernent nul dans chagque composante conneze de
@. Soit E un sous-ensemble sous-analytique fermé de © dont l'tmage E' =
F(E) est fermée dans O'. On suppose que, pour tout compact K' de' E Al
eziste un compact K de E tel gue F(K) = K'. Soit M une suite croissante
de nombres réels satisfeisant (Hy), (Ha) et {Hs). Alors la so/'t_fs—algébre de
JI\?(E,IOC) formée des jets de la forme Go F avec G dans JM(E',loc) est

fermée dans JJT/f(E, loc).

Preuve. Soit A’ un compact de E’. Il existe un compact K de E tel
que F(K) = K'. On applique la procédure de désingula:cise?.tion a0, eru
jacobien & de F', & I et au compact K. On en déduit immedmte?n'er.lt qu'il
existe une famille finie de pavés P(b;, 1), 1 € i < s, deux & deux disjoints, et
une application réelle-anatytique F de |J, ;<  P(b;; 1) dans O vérifiant les
propriétés suivantes :

(3.1) IF( U P(bi,1/4)) S K.

1<i<s

Le déterminant jacohien de F oF est, dans chaque pavé P(b;,1), de la forme
(3.2) (@ - bi)%ay(z),

et la fonction a; ne s’annule pas dans P(b;, 1). _

De plus F~1(E)NP(b;, 1/4) est formé de la réunion, éventuellement vide,
d'un nombre fini de (1/4)Q(I,n) + bi. o

On note By = F1(B) Ny i, P(bs,1/4) et F1 = F o F. Bien siir, on a
Fl(E1) oK. N .

Soit (G un jet sur E' tel que G o F appartienne & JM(E, loc). Soit a un
réel strictement positif. On applique 'inégalité (2.2) du paragraphe I-II.2 4
Go F,F, Ey et M2 on obtient que le jet Go F of = G o Fy appartient &
((CyM%), Br) et on a
(3.3) G o Fill(eymey,my) < C1llG o Fliaze wiz ),
ot ¢y > 1 est une constante ne dépendant que de Fy et de El...

On applique maintenant la remarque IIL10 et la proposﬂ;mn III.S. au
compact Ep, & P'application Fi et & la suitel(C'll\A;“); le jet G appartient
donc & ((Ca(C1M*))?, FL(E1)) avec p(p) =ep+e”, et on a
(3-4) 1Gllcca(craaenye,matmn < CallG o Fill(onme),By)-

Ici les entiers ¢! et ¢2 dépendent de l'application Fy et de la géométrie de
En; la constante Cp dépend en outre de (C1M*). o

Onnote K = F(E;). Ona F(K) = FoF(E) = Fy(E4) et donc, d’aprés

(3.1), K' ¢ F(K) c E'. On utilise les inégalités 1.(3.2), (3.3) et (3.4); on
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obtient alors que le jet G appartient & ({M 63“),K Yetona
(3.5) HG”((Me%),Kf) < GsliGo F”((Ma),g),

la constante C'3 ne dépendant pas de G et entier ¢* ne dépendant ni de G,
ni de a, ni de M.

Etant donnés un réel strictement positif o et un corapact K’ de E', on
a donc construit un compact K de B vérifiant F(K) D K’, un entier €3 at

une constante (3 tels que, pour tout jet & sur E' tel que G o F appartienne
54 JM(E,loc), on ait

(3.6) ”G“((Me%),fc:) < Gsl|Go F“((Ma)j{'y
'entier €® ne dépendant pas de a.
Ceci, clairement, achéve la preuve du théoréme.

4. THEOREME DE DIVISION. Soit @ un ouvert de R, g une fonction
réelle-analytique dans @ et £ un sous-ensemble sous-analytique et fermé
dans O. Soit M une suite croissanle de nombres réels satisfaisant {Hy),

(Hs) et (Hs). Alors ’idéal engendré par g dans JH(E, loc) est fermé.

Preuve. Bien siir, on peut, sans restreindre la généralité, supposer que
() est connexe et que ¢ est non identiquement nulle dans @, On utilise le
résultat de désingularisation décrit dans le paragraphe 2. Soit X un sous-
ensemble compact de E. II existe une famille finie de pavés ouverts P{b;, 1),
1 <4< s, deux & deux digjoints, et une application F réelle-analytique de
Urgics P(bi; 1) dans O vérifiant les propriétés (2.1)-(2.4). On note K5 =
FH(E) MUy cics Plbi, 1/4); bien siir, on a K ¢ F(K:) C E.

Soit & un jet sur F tel que gG appartienne a JJ\?(E, loc) et soit a
un réel stricterent positif; gG appartient & (M F{K)) et done, en utili-

sant les résultats du paragraphe II1.2, on obtient que (¢G) o F appartient &
((ClMG), Kj‘_) avec

(4.1) 1(9G) o Fll¢en aa), 100y < CrllgGllease wiry)y
la constante C) ne dépendant que de T, de K, de M et de a.
On a (yG) oF = (g o F).(G o F). Donc, dans chaque pavé F;, on peut,

compte tenu de (2.3), appliquer la proposition I1.6. On obtient que G o F
appartient & ((Co(C1M%))¥*, K1) avec p1(p) = elp + e2, et on a

(4.2) 1G e Flltcs(crmepyen ieyy < Call(9G) o Flicy aroy 1y -

Ici les entiers e® et €2 dépendent de 4;, 1 <4 < r, et de K; la constante Cy
dépend en outre de (Cq.M?2).

On peut maintenant, d’aprés (2.1) et la remarque II1.10, appliquer la
proposition IT1.8. On obtient que G appartient & ((Ca(Co(CLM))yrr)en,
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F(K1)) avec po(p) = e’p+ e’ eton a
43)  [IGleseatonsaeyyeryen Bz < CaliG o Flie, (oraesyen, ky)-
Tci les entiers e® et e ne dépendent que de K et de F.

On peut, comme précédemment, utiliser I'inégalité I.(3.2} et on obtient
ainsi le résultat suivant. Etant donne un sous-ensemble compact K de E et
un réel strictement positif a, il existe un sous-ensemble compact K de E

contenant K, un entier e® et une constante Cy tels que, pour tout jet & sur
E tel que gG appartienne & JM(E,loc), on ait

(4.4) G presaiey < CellaGll e )

Ici Pentier e® ne dépend que de g et de K , alors que la constante Cy dépend
en outre de M et de a.
On déduit, de 13, le théoréme 4,

Bien évidemment, on peut aussi obtenir un théoréme de composition
valable pour des submersions. Sa preuve consiste en une modification simple
des arguments développés dans la partie III; elle n’est donc pas donnée ici.

5. THEOREME DE COMPOSITION. Soit @ un ouvert de R® et F une appli-
cation réelle-analytique de O dans un ouvert O’ de RP dont l'ensemble des
points réguliers est dense dans O. Soit B un sous-ensemble sous-analytique
fermé de O dont 'image E' = F(F) est fermée dans O'. On suppose que,
pour tout compact K' de F', il existe un compact K de E el que F(K) = K.
Soit M une suite croissante de nombres réels satisfaisant (Hy), (Ha) et (Hs).
Alors la sous-aigébre de JJT/f(E,Ioc) fo[@ée des jets de la forme G o F avec
G dans JJ\’Z(E’,loc) est fermée dans JM(E,loc).

V. Commentaires et exemples

1. Soit @ un ouvert de R* et F un fermé de O. On introduit Iespace
J(E) des jets sur F; on rappelle qu'un jet G sur E est la donnée d'une
famille {GF(x) : = € B, L € N*} de fonctions continues sur E & valeurs
dans C. Sous les hypothéses du théoréme IV.4, on a en fait montré que

(1.1) (9.J(E)) N JM(B,loc) = g.JM(E, loc).
De méme, sous les hypothéses du théoréme IV.3, on a montré que
(1.2) FHJ(F(E)) N JM(E,loc) = JM(F(E),loc).

2. Soit @ un ouvert de R™ et M une suite croissante de nombres réels
positifs satisfaisant (H1) et (Hz). On note M(O) = Uysp(M?, O). On intro-
duit, de méme, les espaces M(E), M(O,loc) et M(E,loc}. On peut facile-
ment se convaincre que les théordmes IV.3, IV.4 et la remarque 1 restent
VIais pour ces espaces.
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8. Un exemple classique de suite M satisfaisant les hypotheses (H)),
(Hs) et (Hj) est la suite définie par M, = p! pour tout entier p. On obtient
que M(©) est Iintersection des classes de Gevrey sur ; de méme, M{O) est
la réunion des classes de Gevrey sur (7. On a ainsi obtenn des généralisations
des théorémes de division de L.ojasiewicz et composition de Glaeser dans la
réunion et intersection de ciasses de Gevrey.

4. On peut se demander si les théorémes de division et de composition
sont vrais pour une classe de Gevrey “individuelle”. Les exemples suivants
montrent qu’il n’en est rien.

Seit O un ouvert de R™. Soit & un réel strictement positif. Avec les
notations introduites dans I, si la suite M est définie par M, = p!® pour
tout entier p, la classe de Cevrey—Beurling BG'T%(O) est égale &
Ne=o((CM), 0); de méme, la classe de Gevrey—Carleman CGI+*(0) est
égale & | oy o ((CM),0).

On considére, sur l'intervalle [0, 1[, la fonction g définie par

g(w) = exp(=1/}e[V/) ;

cette fonction appartient & CG*T<([0, 1]).

On note F' la fonction définie sur intervalle ]—1
la fonction f = go F appartient & CG*T2/2(]—1,1]
optimaux.

] par F(z) = %
). Ces résultats sont

On considére maintenant, pour £ strictement positif, la fonction paire f,
définie sur |1, 1] par

0 SiOST'SE:
fs(m)z{f(w—a) sie<z<1.

On peut remarquer que f. tend vers f dans CG'F/2(j—1,1[) lorsque ¢
tend vers 0, que, pour chaque &, la fonction g., définie sur [0, 1] par g.(z) =
f<(z'/%), appartient & CGI2/2([0,1]) et que Pon a f; = g.o F.

Ainsi le théoréme de composition est faux dans les classes de Gevrey—
Carleman.

On considére, sur O = |—1,1] x ]—1, 1], la fonction f définie par

[0 siy <0,
flz,y) = { eXp(-—l/’yl/a) siy > 0;
cette fonction appartient & CGM(]—1, 1] x ]-1,1]). :
Soit g la fonction définie dans R? par g(z,y) = z2 + 2. On peut re-
marquer que la fonction A = f/g est bien définie et qu’elle est de classe O
sur 0. Un caleul immédiat & Vaide de la formule de Faa di Bruno montre
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que, pour tout k entier et tout (z,y),y >0, ona

ok (—1)y2qlk! , 5
. = A S —{g+1)
ok h(.ﬁ&‘,‘y) f(ﬂ:,y) Z nlg! (x*+y ) (2x)®
avec ¢ = g1 +gz et ol la somme est faite sur tous les couples d’entiers (g1, g2)
vérifiant k = ¢1 + 2q2.

On obtient donc, si k =2s,siz=0et y > 0,

29
86:1:23 h(O, y) = exp(_l/ylla)(_l)s(23)!3}"3(3“)-
On déduit de 14 que
325
sup |- Rz, } > (2)10%(25)13%/2
(=)@ Hx2s ( v) (25)1C°(2s)

pour une constante C' convenable.

Ainsi la fonction h n'appartient & CG7*(0) pour tout ¢ < 3/2.

On peut maintenant reprendre une idée déja utilisée dans l’exemple
précédent et introduire, pour & > 0, la fonction f; définie sur O par

0 siy <eg,
fs(w’y)—{f(:c,yw-e) siy>e.
On introduit aussi he = fe/g. On vérifie aisément que f; tend vers f

dans CGT(O) lorsque & tend vers 0; on vérifie aussi que b, appartient 3
CGY+{0). Ceci montre que le théoréme de division est faux dans les classes
de Gevrey—Carleman.

On peut facilement se convaincre, & partir des exemples précédents, que
les théordmes de division et de composition sont tout aussi faux pour les
classes de Gevrey—Beurling.

5. On peut remarquer pour conclure que les classes considérées icl peu-
vent étre quasi-analytiques. En effet, dans les preuves, on n’a pas fait usage
de résultats d’extension de type “Whitney”.
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Induced stationary process and structure
of locally square integrable periodically correlated processes

by

ANDRZEJ MAKAGON (Hampton, Va., and Wroctaw)

Abstract. A one-to-one correspondence between locally square integrable periodically
correlated (PC) processes and a certain class of infinite-dimensional stationary processes
is obtained. The correspondence complements and clarifies Gladyshev's known result [3]
describing the correlation function of a continuous periodically correlated process. In con-
trast to Gladyshev’s paper, the procedure for explicit reconstruction of one process from
the other is provided. A representation of a PC process as a unitary deformation of a
periodic function is derived and is related to the correspondence mentioned above. Some
consequences of this representation are discussed.

1. Introduction. Periodically correlated processes were introduced by
Gladyshev in [3] and were defined as continuous functions z : R — 7, from
the set of real numbers B into a complex separable Hilbert space H, for
which there exists a number 7' > 0 {called the period) such that

(1) (x(t),z(s)) = (z(t +T),z(s +T)) foralls,teR

In the paper we will call such processes Continuous Periodically Correlated
and abbreviate them CPC. If z(t) is a CPC process then the mapping V' :
z(t) — z(t + T, t € R, extends linearly to a unitary operator V, called the
T-shift operator, from the space M, = span{z(t) : t € R} onto itself. If now
Wt is any continuous unitary representation of R in some K 2 M, such that
WT =V on M, then the function p(t} = W~*z(t) is a continuous periodic
function in K and o(t) = Wip(t). This gives the following theorem, which
we will refer to as the Structure Theorem for CPC Processes (see also [8]).

THeoREM 1.1 (Structure Theorem for CPC Processes). Let T' > 0. A
Function x : R — M is @ CPC process with period T iff there are o Hilbert
space K 2 H, o unitary representation Wt of R in K, and a T-periodic
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Key worda and phrases: periodically correlated process, stationary process, imprin-
tivity theorem.



