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SUR L’ABSENCE DE MELANGE POUR DES FLOTS SPECIAUX
AU-DESSUS D’UNE ROTATION IRRATIONNELLE

PAR

M. LEMANCZYK (TORUN)

Abstract. We prove the absence of mixing for special flows built over

(1) an irrational rotation and under a function whose Fourier coefficients are of order
O(1/[n]), and

(2) an irrational rotation (satisfying a diophantine condition) and under a function
having a finite number of singularities of a logarithmic type.

These results generalize two theorems of Kochergin.

1. Introduction. Soient (X, B, ) un espace probabilisé standard et
T:(X,B,p) = (X, B, 1) un automorphisme. Soit f une fonction numérique,
intégrable, strictement positive sur X telle que Sx fdu =1. On note X/ =
{(z,t) 2z € X,0 <t < f(xr)} muni de la tribu borélienne naturelle et uf
la restriction & X7 de la mesure produit x4 ® A (ici A désigne la mesure de
Lebesgue sur R). Soit T = (T/),cr le flot spécial construit & partir de T
et de la fonction plafond f, i.e. T/ est déterminé par les deux conditions
suivantes :

T (z,r) = (.t +7) sit+r < f(z) et T/

f(z)(ac,O) = (Tz,0)

(voir [3], chapitre 11). Le mélange et I’absence de mélange pour des flots
sur des surfaces ont été étudiés par Kochergin dans une série d’articles (voir
[7-10]) ainsi que par Khanin et Sinai (voir [5]). Dans certains cas ([10]),
de tels flots se réduisent a des flots spéciaux construits a partir d’une rota-
tion irrationnelle et une fonction réguliere ayant un nombre fini de points
de singularité ou la croissance est logarithmique. Sous certaines conditions
(portant aussi sur la rotation) Kochergin démontre 1’absence de mélange
([10).

Dans cet article on étudie le mélange de T/ pour une rotation irra-
tionnelle 7': [0,1[ — [0,1[, Tz = z + a (mod 1), et

fa)=g(@)+ Y bih(x = Bi) + cih(Bi — x),

i=1
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ou les coefficients de Fourier de g sont d’ordre O(1/|n|) et h(z) = j(logx),
ot la dérivée de j est bornée a linfini et Y ;" ; b = > ; ¢;. On démontre
I’absence de mélange de T7 pour un sous-ensemble de o & quotients partiels
non bornés. Le cas particulier ot g est & variation bornée et j(y) = y a été
démontré par Kochergin dans [10].

Lorsque fA(n) € O(1/|n]), nous démontrons 'absence de mélange de 77
sans aucune hypothese sur la rotation irrationnelle T. Ceci généralise le
résultat classique de Kochergin pour les fonctions & variation bornée ([7]).
En particulier, pour toute rotation irrationnelle, il n’y a pas de mélange
quand f(z) = —3(log(z) + log(1 — z)).

Les propriétés de base du développement d’un nombre irrationnel en
fraction continue utilisées dans cet article se trouvent dans [6] ou dans [4].

Les résultats de cet article ont été présentés pendant une visite annuelle
de ’équipe ergodique de Torun au seminaire ergodique du professeur Anzelm
Iwanik a Wroctaw en Novembre 1996.

Je tiens a remercier le rapporteur d’avoir contribué a la rédaction finale
de cet article.

2. Critére de I’absence de mélange. Désignons ici par R = RU {oc}
le compactifié d’Aleksandrov de R. Si g € L'(X,B, ), on note g.u I'image
sur R de p par g. Etant donné f € L*(X, B, u) on pose fo = f — SX fdu et

f@)+ f(Tz)+ ...+ f(T" 12) sin>1,
f(”)(x)z 0 sin=0,
—(f(T"z) + ...+ f(T"ta)) sin <O0.

PROPOSITION 1. Soient T : (X,B,u) — (X, B, un) ergodique et (gi)ien
une suite de fonctions intégrables sur X telle que ;T — g converge vers 0
en mesure. Supposons que (g¢)«p converge faiblement vers une probabilité v
sur R. Alors pour toute mesure de probabilité o sur (X, B) telle que o < p,
(gt)x0 converge faiblement vers v.

Démonstration. La démonstration est analogue a celle de la propo-
sition 8 dans [13]. =

Une suite (n;) d’entiers est appelée un temps de rigidité de T si pour tout
AcBonapu(T"AAA) — 0. Doncsi g € L'(X, u), alors )T — (") — 0
en mesure. Il résulte de la proposition 1 :

PROPOSITION 2. Soient T : (X,B,u) — (X,B,u) ergodique et g €
LY(X,B,p). Soit (ng) un temps de rigidité de T. Supposons que (g\")).p
converge faiblement vers une probabilité v sur R. Alors pour toute mesure
de probabilité o sur (X,B) telle que o < p, (g(”t))*g converge faiblement
vers v. m
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Rappelons quune suite (F,TF,..., 7" 1F) avec u(F) > 0 est dite une
tour de Rokhlin pour T si les ensembles T F sont deux-a-deux disjoints pour
1 =0,...,n—1. Si T est apériodique, par le lemme de Rokhlin (voir [3],
p. 242), étant donné € > 0, nous pouvons trouver (F,TF,...,T" 'F) une
tour de Rokhlin de hauteur arbitraire n > 1 telle que u(U?;Ol T'F)>1—¢.

Si T est ergodique et p(A) > 0, alors étant donné une tour de Rokhlin
(F,TF,...,T""'F), il existe k > 0 tel que u(T~*F N A) > 0. 1l en résulte
que (F',TF',...,T"'F"), o F' = T~FF N A, est une tour de Rokhlin de
hauteur n dont la base F’ est contenue dans A.

LEMME 1. Soient T ergodique, apériodique et f > 0, SX fdu=1. Alors,
étant donné € > 0, pour tout n > 1 assez grand, il existe (F,TF,...,T""'F)
une tour de Rokhlin pour T telle que la réunion J,c( (1-cyn) T (F x {0}) soit
une tour de Rokhlin pour TY, i.e. les ensembles T (F x {0}) sont deuz-d-deus
disjoints pour t € [0, (1 — e)n].

Démonstration. D’apres le théoreme ergodique ponctuel, si
X, ={zeX:fO) el —-e/2)r,(1+¢e/2)r] pour tout r >n —1},

alors p(X,) — 1. Soit F C X, tel que (F,TF,...,T""'F) soit une tour
de Rokhlin pour 7. Montrons que (T} (F x {0}))o<t<(1—e)n st une tour de
Rokhlin pour le flot spécial. Prenons 0 < t1,t3 < (1 —¢e)n, 21,22 € F, tels
que
T/ (21,0) = T/ (22,0).

D’apres la définition de 77 on a (T™'xy,t; — f™ =V (21)) = (T2 29, ty —
FOm2=D(25)), ot fOm=D(z;) < t; < f0) (), 4 = 1,2. Si my était supérieur
ou égal & n, alors f(™1=1 () serait supérieur ou égal & (1 —¢/2)(n — 1), ce
qui n’est pas possible car t; < (1 — ¢)n. Par conséquent 0 < mq,ms < n,
puis m1 = mo. C’est pourquoi x1 = x2, et cela implique t; = 5. m

Rappelons qu’une suite (a;) dans R est dite un temps de mélange pour
un flot spécial T si pour tout ensemble mesurable D € X7,

Jim u(Tf DN D) = (uf(D))>.
— 00 .

THEOREME 1. Soient T : (X, B, ) — (X, B, 1) ergodique, apériodique et
>0, SX fdu=1. SiTT est mélangeant, alors pour tout temps de rigidité
(ng) de T et pour toute (az) C R,

|f(m)(.) —ai| = 00 en mesure.

En particulier, |fént)()| — 00 en mesure.

Démonstration. Considérons v; := (g:)«p, t > 1, la suite de mesures
de probabilité sur R définie par g, = f(™) — ;. Quitte & passer & une sous-
suite nous pouvons supposer que (v¢) converge faiblement vers une mesure de



32 M. LEMANCZYK

probabilité v sur R. On va démontrer que si v n’est pas concentrée & I'infini,
i.e. si v({oo}) < 1, alors le flot spécial T/ n’est pas mélangeant le long de
la suite (a;). En effet, choisissons M > 0 tel que 6 := v([-M, M]) > 0.
Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que v({M}) = v({-M})
= 0. Alors, étant donné € > 0, on a

(1) u{z € X : gi(z) € [-M,M]}) — 6] <e
pour t assez grand. Prenons R > 0 satisfaisant a
(2) M/R < e.
Gréce au lemme 1, on peut trouver A C X tel que p(A) < §/(200R) et que
R
B= | T/(Ax{0})
t=—R

soit une tour de Rokhlin pour 77. On a
(3) p! (B) < 6/100.
Supposons que (a;) soit un temps de mélange pour le flot T; en partic-

ulier

p' (T BN B) — 1/ (B)%.
Par (3),

1)
(4) w(T,BNB) < mﬂf(B)
pour tout t assez grand. Posons
Yi={zeA:glx) e [-M,M]}.

Or, par (1) et par la proposition 2 on a

[n(Ye) = 6pu(A)| < en(A)
pour ¢ assez grand. Comme (n;) est un temps de rigidité, on a aussi

p{x e A:T™x € A}) — u(A).
Posons
R—M
c= |J T/Aax{o}.
t=—R+M
On a uf(B\ C) < (M/R)uf(B) < epf(B). Si (y,3) € C, alors il existe
r€Aet —R+ M < s<R— M tels que (y,3) = T (x,0) et

Tt{t (ya g) = Tszuff (‘T’ 0) = T!Tiff(nt)(x)Tf(M)(z)(‘ra 0)
_ mfpf ny _7pf ng
=T{T! (T"2,0) =T/, (T"2.0).

D’ou, dés que T™x € A et x € s,
T/ (y,3) € B.
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Silon pose u(Y;) = du(A) (§ —e < 6 < § + ¢ pour t assez grand), alors

w ( U T (Vi x {01)) = ou! ( U T{(4 % {o})

s=—5 s=—5

pour tout 0 < S < R car Usszis TS (Y; x {0}) est une tour de Rokhlin. Nous
avons obtenu que pour tout t assez grand

4] ]
W ({(5,5) € BT/ (5,5) € BY) > 54/ (B) — epf (B) > Suf (B)
si e > 0 est assez petit et ceci contredit (4).
Nous avons démontré que pour tout temps de rigidité (n;) il existe une
sous-suite de la suite (| (™) —a;|) qui converge vers oo en mesure. Le résultat
s’en déduit directement. m

Il s’avere que pour une rotation ergodique 7' on peut remplacer les temps
de rigidité par la suite des entiers positifs.

COROLLAIRE 1. Soient T : (X, B, u) — (X, B, 1) une rotation ergodique
et f >0, SX fdu = 1. Si T' est mélangeant, alors pour toute suite (a,)
dans R,

|F™ () —an| = 00 en mesure.

En particulier, |fén)()| =nln~ fM() - SX fdu| — oo en mesure.

Démonstration. On suppose donc que Tx = x + xp, ou X est un
groupe métrique, compact, abélien. Il suffit de démontrer que s’il existe une
suite (my,) telle que |f(™) —b,,, | ne converge pas vers oo (oit (by,, ) est une
suite de nombres réels), alors on peut trouver un temps de rigidité de T
avec la méme propriété. On note g,,, = flme) — bm, . Quitte a passer a une
sous-suite de (my), nous pouvons supposer que myo — y et

(30 < o <1)(3M > 0)(Vk € N)(FAr C X)
p(Ar) > a et |gm,(x)] <M pour tout z € Ag.
On en déduit que
(36 = B(a) > 0)@p = p(a) e NY(WR)BT < i < <p)  plArsi N Agsy) > 8

(voir le lemme ci-dessous). On peut donc choisir une sous-suite (m;,) telle
que

(Vk € N)(3By, € X, u(Bi) > B) (Y € Bi)  |gmy, ()], |gm;

2k+1

(2)] < M.

Posons ny = my, ;| —mj, et ap = bmr%+1
de rigidité de T et de plus

flrae) (@) = fO) () 4 fO0 (T),

- bmr%. Alors (ny) est un temps
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d’ou
9m!,

2k+1

(@) = Gy, (x) + (FU) (T2 ) — ).

. ’
Mais |f(™) o T™2r — ay| converge en mesure vers oo quand k — co. D’autre
part si x € By, alors

g, () — g ()] < 2M
et on obtient une contradiction. m
LEMME 2. Soit 0 < o < 1. 8i B = 1a? et k = [2/a] + 1, alors pour
tous Ai,..., A satisfaisant a p(A;) > o il existe 1 < i < j < k tels que
w(A;NA;) > 6.

Démonstration. Supposons que le lemme soit faux. Alors il existe
Aq, .o Ak, 1(As) > a, tels que p(A; N Aj) < B pour tout 4, 5. Or,

AiU...UA, :AlU(AQ\AlﬁAQ)U...U(Ak\((AkmAl)U...U(AkﬁAkfl))),
doul>ka—(f+28+...+ (k—1)5). Cela entraine

> 9—a?. 2/(04(2/804 1),

qui donne une contradiction. =

REMARQUE 1. On peut déduire le théoréeme 1 & partir du théoréme 1 de
Kochergin dans [10].

REMARQUE 2. Supposons que T soit une rotation ergodique. Il est in-
téressant de constater que dans le cas de T/ mélangeant, les comportements
de la suite (| f0")|)n en mesure et presque surement sont différents. En ef-
fet, le théoreme de Atkinson ([15], Th. 11.4, [1]) dit que pour presque tout
x € X, liminf, |f0") ()] = 0, tandis que |fé")| — o0 en mesure d’apres
le corollaire 1.

Nous laissons comme une question ouverte le fait de savoir si dans le
corollaire 1 'hypothese “T" est une rotation” est nécessaire.

Voila un autre critere d’absence de mélange (il est implicitement contenu
dans [10]) que nous utiliserons plus tard.

PROPOSITION 3. Soient T : (X, B, ) — (X, B, ) ergodique et fi,..., fp
€ LY(X, ) positives telles que Sx(fl + ...+ fp)du = 1. Supposons que (n)
soit un temps de rigidité de T. S’il existe K € N et une famille de suites de
fonctions mesurables (gy])teN (r=1,...,p) ou gy] ne prend que K wvaleurs,
tels que

lim limsup p{z € X : |f(")(x) — gtm ()| >M}=0
M —o0 t

pour tout r =1,...,p, alors TH+Ff plest pas mélangeant.
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Démonstration. Etant donné 0 < e < 1/(2p) il existe M > 0 tel que

pour tout ¢ assez grand on puisse trouver Xi 4,...,Xp; C X, p(Xyy) > 1—¢,
des nombres réels 55112, ceey sgf) et des partitions X,.; = Xr(}t) Uu...u Xr(f)
tels que

|f£"t)(x)—85f,)g| <M pourtoutze X i=1,... K r=1,..p.

Tt

Tlexiste 1 <4 < K,l=1,...,p, tels que si
Yi=x"n..nxiy

Pt
alors ) )
—ep
n¥) > == > S

De plus, si z € Y; alors

(et f) (@) = (889 44 s < M.
Pour conclure, il suffit donc d’utiliser le théoreme 1. m

Dans [7], Kochergin démontre que si f est une fonction & variation
bornée, alors pour toute rotation irrationnelle 7', le flot spécial associé n’est
pas mélangeant. Voici une généralisation de ce théoreme.

THEOREME 2. Soit T une rotation irrationnelle. Supposons que f €

LY(T) soit strictement positive de moyenne 1. Si f(n) € O(1/n), alors le
flot spécial T n’est pas mélangeant.

Démonstration. D’apres [2], il existe une constante C' = C(f) telle
que

16" Olle <€
pour tout n > 1, ol (g,) est la suite des dénominateurs des réduites de a
(Tx = 4+ «). Cela implique que pour toute limite faible v de la suite
(féq”))*u sur R on a v({oco}) = 0. 1l suffit maintenant d’appliquer le théo-
reme 1. m

REMARQUE 3. Dans [12] les auteurs démontrent que si de plus les coef-
ficients de Fourier de f sont d’ordre o(1/n) alors T/ est rigide. Une autre
généralisation du théoreme de Kochergin a été démontré par Ryzhikov [14]:
I’absence de mélange est vraie pour toute fonction & variation bornée au-
dessus d’un échange fini d’intervalles.

On peut aussi déduire le théoréeme 2 & partir de [2] et du théoreme 1 de
Kochergin dans [10].

3. Classe MEP(A,T). Soient T : (X,B,u) — (X,B, 1) un automor-
phisme ergodique et f : X — R une fonction mesurable. On va considérer
des fonctions hors de L'(X, i), donc, en général, nous n’aurons aucune in-
formation sur le comportement des moyennes ergodiques de f. Pour une
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classe de fonctions considérée ci-dessous on va controler, d’'une fagon as-
sez faible mais suffisante, le comportement des moyennes ergodiques le long
d’une sous-suite. Soit A = {a, : n > 1} C Z, a1 < az < ... On dit que
fe MEP(A,T) sl existe une suite (en)nea = (en(f))nea de nombres réels
telle que

1
lim limsup,u{x e X: ‘—f(")(ac) —en
M—oo pecA n

> ar} =0,

Autrement dit les moyennes ergodiques (le long d’une sous-suite) sont
“plates” (et elles tendent vers l'infini si la suite (e,) tend vers oo). Si f €
LY(X,p), alors f € MEP(N,T) avec e, = Sdeu, n > 1.

EXEMPLE 1. Soient T : [0,1] — [0,1], Tx = = + «, une rotation irra-
tionnelle, A = {g, : n > 1} 'ensemble des dénominateurs des réduites de
aet f:]0,1[ —» R strictement positive, décroissante, prolongée en 0 par
f(0)=0et
(5) (3D > 0)(Vz € [0,1]) |zf(z)| <D

(en particulier, lim,_,o+ f(x) existe). Alors, f € MEP(A,T). En effet,

posons
192 /5
eq—2f<—> (@ =an).
94" \q

Pour tout « # j/q (j =0,...,q — 1) notons

ag = min {z+jo},

olt pour t réel, {t} est sa partie fractionnaire. Comme |o — p/q| € O(1/4¢?),
on a
eq <

1 2 1 1
270w < 2 flag) + §f<5) e

Fixons C' > 1 et posons Y, = Y,(C) = JIZ, T7%[0,1/(Cq)]. Si z ¢ Y, alors

1 1 1 2 1
eg < —fV@)<e +—f<—) +—f<—)
o= st G ) i \e
et en utilisant (5) on obtient

1
eq < gf(Q)(:c) <eq+ D +2CD,

d’otu le résultat.
Nous nous intéressons aux fonctions f :]0,1[ — R, f € L[0, 1], dont les
dérivées f' € MEP(A,T). De fagon plus précise on suppose que :
fljo,1[ est de classe C*,
(6) lim_f(z) = oo,

z—0*t



ABSENCE DE MELANGE 37

(7) —f! satisfait aux hypotheses de ’exemple 1.

Dans ce cas on a e, = e4(—f') € O(Si/q |f/(t)] dt), donc

(8) eq € O(f(1/q))
et (voir (5))
(9) eq € O(logq) avec qlij& eq = 0.

EXEMPLE 2. Soit g : Rt — R une fonction satisfaisant & : g € C*,
(3C > 0) |¢'(y)] < C pour y € [1,00[, limy oo g(y) = 0 et =
(1/z)g'(—logz), = € ]0,1[, est décroissante, positive. Alors si f(z) :=
g(—logz), x € ]0,1[, on voit aisément que [ satisfait aux hypotheses (6)
et (7). D’apres (8) on a donc

(10) eq € O(g(logq)).

4. L’absence de mélange. Soit f : T — R et soit § € T = [0,1].

Notons
fo() == f({z + B}) — f(x), = e€[0,1]

Soient Tz = x 4+ « (mod 1) une rotation irrationnelle sur T et (g,)n>1 la
suite des dénominateurs des réduites de a. La mesure de Lebesgue sur T
sera notée \. La distance usuelle entre z,y € T sera notée ||z — y||.

LEMME 3. Soit f : [0,1] = R une fonction satisfaisant a (6) et (7).
Supposons que o admette des approximations par des nombres rationnels p/q

tels que
P 1
(1) q eo(f(l/Q)QQ)

(le long d’une sous-suite de (q,)). Alors, pour tout 8 € [0,1] il existe une
suite (hq) de fonctions mesurables sur le cercle telle que chaque hy ne prenne
qu’au plus deux valeurs et

o —

lim limsup Mz € T : [f§ () — hy(z)| > M} =0.
M— o0 q

Démonstration. (I) On peut se limiter dans la démonstration & ne
considérer que p,, /g, vérifiant (11) qui sont toutes inférieures (ou supérieures)
a a. La démonstration dans un cas s’adapte facilement a ’autre cas.

On suppose donc que a > p,, /gy, (ici et plus loin on utilise 'ordre naturel
de ]0, 1]) et on pose p = pp, ¢ = gn. On définit §; = 2q|a —p/q|. Gréce a (11)
et au fait que f(1/q) = oo, on a

(12) dq = o(1/q)-
(II) Fixons C' > 1000. Posons aq = 1/(Cq), by = 1/q — 64, et Ag =

—1 g - y
U7y T"aq, be]. Alors, pour tout ¢ assez grand on vérifie aisément les pro-
priétés suivantes:
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(i) Tiag,by] C [ki/q, (ki +1)/q], ou ki # ki lorsque i # ' (i,i’ =
0,...,q—1) (en effet, 6, — (¢ — 1)|a — p/q| > 0);

(ii) si @ € A,, alors T’z ¢ [0,1/(Cq)], i = 0,1,...,¢ — 1 (en effet,
g — (¢ — 1| —p/q|l > gla — p/al);

(i) si T"[ag, by, T?[aq, by] sont deux intervalles consécutifs (i.e. si entre
eux il n’y a pas d’intervalle de la forme T*[a,, b,], 0 < k < ¢ — 1), alors

1Ty — T ay| < =0,1,...,q—1

2 .
o
(en effet, || 770y — T7ay|| < 04 + (¢ — D] — p/g| +1/(Cq));

(iv) A(4) > 1 - 2/C

(v) pour z € T et 0 < ¢ < g — 1 supposons que les points 2,7z, ...,
Tt =12 n’appartiennent pas & [0,1/(Cq)]; alors

|f(q)(z) _ f(Q)(Tiz)| < 2DC.O<f(11/q))'

En effet

F9(2) = T = 1f() = (T92) o J(T2) = f(TH15)
= [F/(60)(z = T%2) o+ [ (G (12 = T7712))

ou & € [T%2,T9%2], s =0,...,i— 1. Donc

i—1

1FD(z) = FOT2)] = [lgal Y1)
s=0

() 1 (5) e (50)

§2DC~O<

< llga

1
f(l/q)>
grace & (5) (pour f') et & (11).

(III) Soit Sz = z+ B (mod 1). Pour tout ¢ assez grand soient I, J, deux
intervalles maximaux contenus dans [a,,b,] tels que I, N J, = 0 et pour
certains ig, jo € {0,1,...,q9 — 1},

S(I,) C T™[ag, by —20,],  S(Jy) C T%[ag, by — 26,].
Posons
g—1 g—1
B, =11, F=T,
1=0 =0

Il est possible que I'un des ensembles E,; ou F; soit vide. Alors, pour tout ¢
assez grand on a :
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(vi) M(EqUF,)>1-4/C,

(vii) E, U F, USE, USF, C A, (en effet, comme ST = TS, SE;, =
Ui, TSI, € Ay).

Supposons que E; ne soit pas vide. Nous allons démontrer que féq) (Eq)
est contenue dans un intervalle de longueur O(1) (jusqu’a la fin de la démons-
tration, en écrivant O(1) nous pensons a une constante qui dépend de C).
On procede de méme avec Fy. Il en résulte la construction d’une fonction
hg ayant deux valeurs (au plus) telle que la suite (hq), ainsi obtenue vérifie
les conclusions du lemme.

(IV) Soient x,y € E,; alors © € T"I, (pour r € {0,1,...,q — 1}) et
il existe un seul 7, 0 <7 < ¢g—1, et unseul s, 0 < s < g — 1, tels que
Ty € T"[aq, by et Sz, ST'x € T*[as,bs]. On a

F2) = () = (FQy) - f D) — (O {y +B)) - FO({z + B)))
= (f9y) — f9(Ty))
— (f T Sy) — f (T Sy)) + Ry(x,y),
ot Ry(z,y) = (fO(T'y) — f@(x)) — (FO(TSy) — f@(Sx)). Grace & (v),

19 (y) — F9OTy)| = O(1)

et
FT'Sy) — 9 (Sy)| = O(1);

|
il suffit donc de démontrer que Ry(x,y) = O(1). Or

Ry(2,y) = | = Ty 1F"” (&) - (&),
ot T9¢1,T7¢,, j =0,1,...,q — 1, n’appartiennent pas & [0,1/(Cq)], donc

Ry(x,y) = la=T"y||-lg(eg=0(1)) —q(eq£0(1))| = O(D)gllz—T"y|| = O(1). =

LEMME 4. Supposons que f et a vérifient les hypotheéses du lemme 3.
Alors il existe une suite (rq) de nombres réels telle que

lim limsup Mz € T : |9 (z) + f D (=) —ry| > M} = 0.
M—oco q

Démonstration. On considére g(z) = f(z) + f(—x). Tout d’abord
Papplication x +— —x sur le cercle est une isométrie qui permute les inter-
valles [i/q, (i +1)/q[,i=0,1,...,qg—1. Puis, grace a la vitesse d’approxima-
tion de « par des rationnels, la rotation par —a peut étre regardée comme
la rotation par (¢ — 1)p/q. Il est donc clair que quitte & effectuer quelques
adaptations dans la démonstration du lemme 3 on obtient le résultat. m

Soit f satisfaisant aux hypotheses du lemme 3. Soient

61,...,6,16'1[‘, bl,...,bn,cl,...,CnER.
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THEOREME 3. Si 30 b, = Y., ¢, si a satisfait a (11), si g(n) €
O(1/|n]) et si la fonction

n

F(z) =g(x)+ Y _(bif (& — Bi) + cif (Bi — x))

i=1
est positive de moyenne 1, alors le flot spécial TT n’est pas mélangeant.

Démonstration. Posant R=3 .  b;, ona

n n

F(z)=g(x)+ Y bi(f(x—Bi) = f(@) + Y il f(z) + f(—z) + f(B; — )

= g(@) + R(f(@) + F(=2)) + D bif -5, (2) + D il (@),

ou f(y) = f(—y). Maintenant, il suffit d’appliquer le lemme 3, le lemme 4,
le théoreme 2 et la proposition 3. m

REMARQUE 4. Si f(x) = —logx et g est a variation bornée, le résultat
du théoréme 3 a été démontré par Kochergin dans [10].

REMARQUE 5. (1) Un cas particulier est celui de f(z) = —(logz +
log(—x)) car le coefficients de Fourier f(n) de f sont d’ordre O(1/|n|) (en
effet, les parties réelles des coefficients de Fourier de Inx (z € 10, 1]) forment
une suite dans O(1/|n|)). Donc le théoréme 2 s’applique directement sans
aucune hypothese sur a.

(2) Supposons que « soit un nombre irrationnel quelconque. Si dans le
théoreme 3 on suppose que tous les 3; appartiennent & Ze, alors T'F n’est
pas mélangeant (en effet, pour tout k € Z, fra(z) = gr(z + @) — gr(z) pour
une fonction mesurable gg).
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