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Fonctionnelles invariantes et courants basiques
par

A. ABOUQATEB (Marrakech) et
A. EL KACIMI ALAOQUI (Valenciennes)

Ttésumé. Dans ce travail : (1) on caractérise 'espace C des fonctionnelles invariantes
par un groupe compact G opérant lindairement et continfment sur un espace vectoriel
topologique localement convexe séparé et séquentiellement complet E; plus précisément,
on montre que Cg est le dual topologique du sous-espace Eg des vecteurs de B qui sont G-
invariants. (2) On étudie les courants basiques sur une variété feuilletée (V, F). On obtient
alors, dans le cas ot le feuilletage est associé & une action localement libre d'un groupe
de Lie compact connexe, une dualité entre les courants basiques et les formes basiques &
support compact. (3) Dans le cas oft F est défini par une action homogéne d*un groupe de
Lie connexe & sur une variété homogéne H/I", on exhibe un isomorphisme entre Vespace
des courants G-basiques sur H/I" et les courants I'-invariants sur H/G. On conclut par
des applications dans le cadre des actions homogénes & orbites denses.

Nous allons d’abord introduire les notions qui vont apparaitre constam-
ment. Solent G' un groupe topologique et V un espace topologique séparé.
On appelle action de @ sur V toute application & : (g, Z)EGxV —»gzeV
continue et telle que :

(1) &(e, z) = x pour tout z € V' (e étant I'élément neutre de G);
(2) (¢', B(g,x)) = ${g’g, z) pour tout z € V et tous g,9 € G.

Pour ¢ € V, on notera G, = {9 € G : gz = T} Son sous-groupe
d‘isotropie. L'orbite de z est l'ensernble Gz = {gz € V:g € G}; elle
s'identifie au quotient G/Gy. Sion fixe g € G, I'application partielle ®{(g,-) :
z €V — $lg,x) = go € V est un homéomorphisme et ainsi, si Homéo(V)
est le groupe des homéomorphismes de V' muni de la topologie C° (cgn—
vergence uniforme sur les compacts), on obtient un morphisme continu
de groupes ¢ 1 ¢ € G +— $(g,-) € Homéo(V) et on dira gu'on a une
représentation de G dans Homéo(V). On dira que & est libre si, pour tout
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z €V, G, = {e}, ie. si gz = = implique g = e. On dira que & est locale-
ment libre si, pour tout x € V, G, est discret dans G. Si V est une variété
différentiable, I’action est de classe C* (k € NU {cc}) si la représentation ¢
associée est & valeurs dans Diff® (V), groupe des difffomorphismes de classe
C* de V muni de la C*-topologie (i.e. convergence uniforme des dérivées
jusqu’a 'ordre k sur les compacts de V). Supposons maintenant que G est
un sous-groupe fermé connexe d’'un groupe de Lie H; si I' est un autre
sous-groupe fermé de H, 'action naturelle & gauche (resp. & droite) de G
sur H induit une action & sur ’espace homogeéne V = H/I" (resp. I'\H);
on dira que @ est une action homogéne de G sur V'; si I' est discret, & est
localement libre.

Soit V une variété différentiable de dimension N ; on la supposera con-
nexe et orientable. On note 27(V) Vespace des r-formes différentielles a
support compact dans V muni de la C*-topologie de Schwartz : une suite
w] converge Vers w, pour cette topologie, s'il existe un compact K C V con-
tenant les supports de w et de toutes les wy et w; converge vers w pour la
topologie €™ ; 27{V) est alors un espace vectoriel topologique, localement
convexe, séparé et complet (cf. [Sch]). Un élément T du dual topologique
Cr(V) de QY -"(V) est appelé courant de degré r sur V {et distribution
lorsque r = V). L'évaluation de T sur w sera notée (T, w).

Soit G un groupe topologique agissant sur la variété V' & l'aide d'une
représentation continue p : G — Diff (V') ot Diff (V') est le groupe des difféo-
morphismes de clagse U™ de V muni de la topologie C°°, On confondra
Pélément ¢ € G avec le difféomorphisme p(g). Alors ¢ induit une action
naturelle (bien connue), définie pour tout g € G par

grwe (V) e olg™) w e (V).

Un courant T €C"(V) est dit G-invariant si, pour toute forme we 2N =7(V),
on a (T,gw) = (T,w). L'ensemble des courants sur V de degré r et G-
invariants est un sous-espace vectoriel C5{V') de C" (V). La notion de courant
généralise celle de mesure et on sait & quel point ['usage des mesures inva-
riantes est important en systémes dynamiques et en théorie ergodique. Il
est bien connu que de telles mesures n’existent pas toujours; il est donc na-
turel de s’intéresser & des objets plus généraux, en 'occurrence les courants
invariants.

Les distributions sur I'espace R™ invariantes par un groupe linéaire pré-
servant une forme quadratique ont déja été étudides par P, D. Methdée
[Met], G. de Rham [Rha], A. Tengstrand [Ten], B. Ziemian (Ziel] et
C. B. Zhu [Zhu]. Dans [Zie2], B. Ziemian souligne le réle important que
jouent de telles distributions dans I'étude des opérateurs différentiels in-
variants. L. Flaminio [Fla] a donné une caractérisation des distributions
invariantes par le flot géodésique d'une surface de Riemann compacte. Dans
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[Elk], une détermination explicite a ét¢ donnée de I'espace des courants in-
variants par une action localement libre préservant le volume du groupe
affine sur les 3-variétés compactes 4 groupe fondamental réscluble. Le point
de vue des “courants invariants par un pseudo-groupe” a été développé par
A. Haefliger dans [Hae]; il en a fait usage pour caractériser les feuilletages
a feuilles minimales. Dans un autre travail [HL] A. Haefliger et Li Banghe
ont décrit explicitement 'espace C7(8') pour un groupe fuchsien I" de co-
volume fini opérant sur le cercle 8. Dans [Gai] P.-Y. Gaillard a relié, via
la transformation de Poisson, les courants sur la sphére S™, invariants par
un groupe kleinéen, aux formes harmoniques automorphes et cofermées sur
l'espace hyperboligue H"*'. Toujours pour un groupe kleinéen I” opérant sur
87, il est établi dans [EMM] un théoréme de décomposition des r-courants
I-invariants (r > exposant critique de I") en fonction des courants inva-
riants 4 support dans 'ensemble limite Ar et des courants invariants sur
le domaine de discontinuité Dr = 8™\ Ar. Récemment, F. Delacroix [Del]
a usé des résultats de [EMM] et [Gai] pour donner une démonstration de
la conjecture de Borel-Harder dans le cas particulier d’'un groupe kleinéen
élémentaire.

Dans la section 1, nous nous intéressons & la notion plus générale de fonc-
tionnelle invariante sur un espace vectoriel topologique. Plus précisément,
soit G un groupe topologique agissant continfiment sur un espace vecto-
riel topologique localement convexe séparé E. L’ensemble Eg des vecteurs
G-invariants est un sous-espace vectoriel fermé de E. Une forme linéaire con-
tinue (on dira fonctionnelle) T : E — C est dite G-invariante si elle vérifie
(T, gz} = (T, z) pour tout g € G et tout ¢ € E. L’ensemble Cg des fonction-
nelles G-invariantes est un sous-espace vectoriel du dual topologique C de E.
Le probléme suivant se pose alors de facon naturelle : caractériser explicite-
ment [’espace Cc. Le premier régultat que nous obtenons dans cette direction
est le suivant : supposons G compact et E séquentiellement complet. Alors
Vinclusion j : Eg — E induit, par transposition, un isomorphisme 3% de Cg
sur le dual topologique (Eg) de Eg.

La section 2 est comsacrée i 1'étude de Vespace Cx(V) des courants
basiques sur une variété feuilletée (V,F), i.e. les courants T qui vérifient
ixT = 0 et LxT = 0; ces objets représentent, en un certain sens, les
courants sur Uespace des feuilles V/F qui, en général, ne posséde aucune
structure différentiable. On regarde plus particuliérement le cas oli F est
défini par une action homogéne d'un groupe de Lie connexe G sur H/I'
(G étant un sous-groupe fermé de H et I" un sous-groupe discret). Dans la
section 3, on applique les résultats de la section 2 aux actions localement
libres homogénes & orbites denses. La section 4, qui constitue Pappendice,
sera consacrée A la notion d'intégrale d'une fonction & valeurs vectorielles
comme outil principal de la section 1. :
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1. Fonctionnelles invariantes par G compact. Soient & un groupe
topologique compact et y sa mesure de Haar normalisée. Soit E un es-
pace vectoriel topologique localement convexe séparé (EVTLCS en abrégé)
séquentiellement complet. L’espace des fonctionneiles sur E muni de la
topologie usuelle forte (resp. faible) sera appelé le dual fort (resp. le dual
faible) de E; dans ces deux cas on désignera par E' ce dual topologique.

On se donne une action linéaire continue (g,2) € G x B — gz € E.
Un élément x € E est dit invariant si gz = 2z pour tout ¢ € G. On note
Eg le sous-espace (fermé) des éléments invariants. De méme, on dira qu’une
fonctionnelle T' € B’ est invariante si (T, gz) = (T,z) pour tout x € F et
tout g € G. L’espace vectoriel de telles fonctionnelles sera noté (E')g ; c'est
un sous-espace fermé du dual E',

Pour tout = € E, I'application ¢ : g € G v+ gz € E est continue; son
intégrale {;(g)du(g) (cf. appendice) est un élément de E qu'on notera
m{z). On vérifie facilement que m(x) € E¢ (grice 4 P'invariance & gauche
de p). On obtient ainsi une application linéaire

m:E— Eg avec m(z) =m(z).

(Elle est notée m quand elle est considérée & valeurs dans E ; cette distinction
est utile quand on passe aux transposées.) Les applications m et 7@ sont
continues {ceci découle de I’équicontinuité de la famille des applications z €
E — gz € E indexée par g € G dile & la compacité du groupe et de
la continuité de I'action de G sur E). De plus, pour tout z € Fg, on a
m(zx) = W(x) = z, i.e. application 7 est une rétraction de E sur Je sous-
espace Fg.

Lorsqu’on munit le dual de E de 'une des deux topologies usuelles faible
ou forte, 'application transposée de m, m® : B' — E', est continue (cf. par
exemple [VoK], page 73) et a pour image (E')g car m est constante sur les
orbites de l'action de G sur E (ceci est dfi & l'invariance & droite de u).
Par le méme argument, on montre que, pour tout § € (Eg)/, Mm*(5) est
une fonctionnelle invariante. De plus, pour tout T' € (F')g, on a 'égalité
m*(T) =T, i.e. la transposée de m permet de définir une rétraction de E'
sur le sous-espace des fonctionnelles invariantes (E')q.

THEOREME 1.1. Soit j linjection canonique de Eg dans E et notons
7' B — (Eg) sa transposée. Alors la restriction de it 4 (B)g muni de la
topologie induite faible (resp. forte) est un isomorphisme canonique sur le
dual faible (resp. fort) (Eg) de Eg.

Démonstration Commengons par la surjectivité. Soit § un élément
de (Eg)"; en posant T' = *(S5), on obtient un élément de (E')g tel que
JYT} = S. Pour établir l'injectivité de la restriction de 4% au sous-espace
(E}a, considérons un élément T € (E')g tel que 55(T) = 0, i.e. la restriction
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de la fonctionnelle T" & Pespace Fg est la fonctionnelle nulle. Montrons qu'en
fait T est nulle. Soit z € E; comme m(z) € Eg, on a

(T,x) = {T,z) - (T,m(x))

Y

d’ou
(Tyz) = (T, z) — (m*(T), z).

Puisque m*(T) = T' {car T € (E')g), nous aurons (T, z) = 0. Reste & mon-
trer que 'on a bien un isomorphisme topologique. Or, nous venons juste
d’établir que I'application réciproque de la bijection en question (i.e. la re-
striction de j* & (E')¢) n'est autre que 'application 7at qui est bien con-
tinue. w

De ce théoréme, nous allons tirer quelques conséquences portant sur des
objets géométriques définis de facon naturelle sur une variété. Soient & un
groupe topologique et £ un fibré vectoriel au-dessus d'une variété V' ; on
notera Aut®(£) le groupe des automorphismes de classe C* de £, ie. les
homéomorphismes C* de la variété £ qui sont linéaires en restriction aux
fibres, muni de la topologie C*. On dira que £ est un G-fibré ou que G agit
sur £ s’il existe une représentation ¢ de G dans Aut®*(£). En particulier, o
définit une action de G sur Pespace E*(£) des sections de classe C* de & : si
g€ G et o € B¥(£), go est la section définie au point z € V par (ga)(z) =
g-a(g™! - z). On notera E%(£) 'ensemble des sections G-invariantes de £ ;
c’est un sous-espace vectoriel de E*(£).

Soient £ — M un G-fibré et E¥(£)} Pespace de ses sections de classe
O*. Usuellement on munit E¥(£) de la C*-topologie; mais si on se restreint
au sous-espace EF(£) des sections & support compact on met dessus la C*-
topologie de Schwartz : une suite w; dans EX(£) converge vers w € EF(£) ¢'il
existe un compact K C V tel que les supports de w et de toutes les w; socient
contenus dans K et w; converge vers w pour la C*-topologie. L'espace E*(£)
contient des sous-espaces intéressants suivant la nature du fibré £, le degré
de différentiabilité & et la topologie qu'on y met. Nous allons en donner
quelques exemples.

(1) £ est e fibré trivial de fibre espace vectoriel C et ¥ = 0. On considere
le sous-espace ES(V'} de E%(E) des fonctions & support compact muni de la
C-topologie de Schwartz ; alors le dual topologique de E (V) est I'espace
des mesures sur V.,

(2) £ est le fibré A™T*V, puissance extérieure de degré r du fibré cotan-
gent 3 V, et k = 00. L'espace des sections globales de £ est I’espace 27(V)
des r-formes différentielles sur V' qu'on connait bien. Soit {27(V) le sous-
espace des r-formes & support compact muni de la C°°-topologie de
Schwartz. Le dual topologique de 27(V) est espace des (N — r)-courants
sur V (olt N = dim(V}). Une distribution sur V' (au sens de Schwartz) est
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donc un N-courant dans la terminologie que nous avons adoptée. Evidem-
ment, si V est compacte, 'espace vectoriel topologique 27 (V) est égal &
Q).

Nous avons donc une liste £ I’EVTLCS séquentiellement complets :
'espace EF(£) avec la C*-topologie et son sous-espace EX(€) avec la CF-
topologie de Schwartz, 27(V) et 27(V), etc.

THEOREME 1.2. Soit £ — V un G-fibré avec G un groupe de Lie com-
pact. Soit E 'un des espaces de la liste £. On notera Cq Pespace des fone-
tionnelles G-invariantes sur E. Alors le dual topologique de Eq s'identific
canoniguement & Cq.

2. Courants basiques. Soit F un feuilletage de dimension m sur une
variété V' de dimension N = m 4 n. On notera X' (F) le C°°(V)-module des
champs de vecteurs sur V tangents 3 F.

Soit X un champ de vecteurs sur V. Le produit intérieur d*un 7-courant
T par X est le (r — 1)-courant ixT défini par

(ixT, ) = (~1)7{T, ixc)

pour toute forme o de degré N —r + 1 & support compact. De méme, la
dérivée de Lie de T le long de X est le r-courant LxT défini par '

(LxT,c) = (—1)™(T, Lxa)

pour toute (N — r)-forme a & support compact. Une forme différentielle
est dite basique si, pour tout X € X(F), on aixn = 0et Lxn = 0. Un
r-courant T sur V est dit besique si, pour tout X € X(F), on a ixT == 0
et LxT =0, i.e. pour toute (N — r + 1)-forme « et toute (N — r)-forme S,
toutes deux & support compact, on a (T,ixa) = 0 et (T, LxfS) = 0. Il est
facile de voir que, pour r > n + 1, les r-formes basiques et les r-courants
basiques sont nuls. L'ensemble des r-courants basiques est un sous-espace
vectoriel C%(V') de l'espace C7 (V).

On sait qu'une r-forme n définit un r-courant 7}, (appelé courant régulier)
par

(Tﬂsa)m S”.'/\Ot
v

olt o est une (VN — r)-forme sur V & support compact.

PROPOSITION 2.1. Le courant T, est basique si, et seulement si, la forme
n est basique.

Démonstration. Supposons n basique. Soient X € X({F), a une
(N — ¢+ 1)-forme et 3 une (I — r)-forme, toutes deux & support compact.

icm

Fonetionnelles invariantes et courants basigues 205
Ona
<Tn,'~’:Xa) = S A ('I':XOC);
v
d’on1

(Tpvixe) = (<17 ( §ix(nao) - Jlixn) o).
v v

Ainsi (T}, ix ) = 0. D’autre part, on a

(Ty, LxB) = { n A (LxB).
v

Puisque Lxn = 0, nous aurons
(T, LxB) = | Lx(n A B).
v
La formule de Cartan nous donne alors
(T, LxB) = { dix(n A B).
v
Par suite, d'aprés la formule de Stokes,
(T,,LxB)=0.
Réciproquement, supposons T, basique. Il s’agit de monfrer que, pour
tout X € X(F), on aixn=0et Lxn =0. Soit & une (N — r + 1)-forme &
support compact ; on a
0= (Tn: ix a):
¢’est-a-dire
0= S nA (ixor),
v
soit encore
0= (_1)T( Jixtnna)— {Gixn) /\a).
14 v
Ainsi on a
0= (-1 {(ixm) A
v

Comme ceci est vrai pour toute o on en déduit que ixn = 0. Soit maintenant
B une (N — r)-forme & support compact. On a

0= (TnaLX,B>1

soit encore
0=={(Lxn) AB% | Lx(nnB).
v v
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Or n A B est de degré maximum, d’oit

0=+ (Lxn) A B £ | dlix(nAB))
v v

et d’aprés la formule de Stokes

0= {(Lxm 5.
v
Ceci étant vrai pour toute 3, on en déduit que Lxn = 0. On a donc montré
que la forme n est basique. =

Un courant T}, associé & une forme basique 9 est dit basique régulier; on
le confondra avec 1.

Supposons le feuilletage F défini par une action localement libre d’un
groupe de Lie connexe compact G de dimension m = N — n. [l est facile de
voir qu'un courant T est basique si, et seulement si, ixT =0 et LxT =0
pour tout champ fondamental X, Soit » le fibré normal 3 F. Alors v est un
G-fibré. Une section & € E®{A""*) du fibré vectoriel A"~ "v* est appelée
forme semi-basique de degré n — r pour F. Un courant 7 sur V est dit
semi-basique 8’il vérifie ixT = 0 pour tout champ X tangent & . Notons
EZ (A*"v*) le sous-espace des formes semi-basiques & support compact
muni de la C™-topologie de Schwartz et C] (V) l'espace des r-courants
semi-basiques. Une forme o € EF(A"""v*)} semi-basique est basique si,
en plus, elle vérifie la condition Lya = 0 pour tout champ fondamental X
ou, de fagon équivalente, puisque G est connexe, si & est G-invariante.

Soient (X1,...,X,,) une base de champs fondamentaux de action de
G sur V et x une m-forme différentielle sur V invariante par G et telle
que x(X1,..., Xm) = 1. Soit j : B (A" "v*) — 27F"-T(V) application
définie par j(a) = xAc. Alors il est facile de voir que j est linéaire, continue,
injective et & image j(BEZ (A" "»*)) fermée. En plus, j(EX(A""v*)) admet
un supplémentaire topologique qui est 'espace ﬁg“"”_’"(V) engendré par
les éléments de la forme ixn avec X € X(F) et n € QMTHI-7(V). La
transposée de j induit alors un isomorphisme

i T € Ch(V) = §*(T) € (BP(A™"v*))",

JH(T) étant défini par (7*(T), @) = (T, x A @). On vérifie facilement que 5°
est G-équivariant. On obtient alors comme conséquence du théoréme 1.2

THEOREME 2.1. Soit F un feuilletage de codimension n défini par une
action localement libre d’un groupe de Lie connexe compact G sur une
variété V. Alors Uespace CL(V') des r-courants basiques est le dual topolo-
gique de l'espace des (n — r)-formes basiques & support compact muni de la
C* -topologie de Schwartz.
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Le lemme qui suit donne un critére pour qu'un courant soit basique. Il
nous sera utile et sa démonstration est immédiate.

LEMME 2.1. Un courant T (resp. une forme différentielle n) est basique
si, et seulement si, tout point de M admet un voisinage U tel que ixT =0
et LxT =0 (resp. ixn =0 et Lxn = 0) pour tout champ X tangent d F et
& support dans U.

Soit maintenant I” un groupe discret opérant proprement et discontindi-
ment sur V de telle sorte que le quotient V' = V/I' soit une variété; la
projection w : V' — V/I" est donc un revétement. On suppose que l'action
préserve le feuilletage F; dans ce cas F induit un feuilletage F sur V.

L’exemple type d’une telle situation est celui olt V est un groupe de Lie
connexe H, F a pour feuilles les classes & gauche d’un sous-groupe fermé
connexe (3 et I un sous-groupe discret de H agissant a droite.

Avec les hypothéses que nous avons faites, nous allons décrire l'espace
Csp (V) des courants basiques et I'-invariants sur la variété V, i.e. Cxp(V) =
CHV) N CM(V).

La projection 7 : ¥V — V/I" étant un revétement, on a une application
transfert (cf. [EMM)) = : Q8 -"(V) — 2N~7(V/I') définie par

*(mla) = Z T
~&l

(oh on a identifié v € I' au difféomorphisme qu'il induit sur V). Par trans-
position, on obtient un isomorphisme I : C"(V/I") — CL(V) donné par

(I(T), ) = (T, 7).

PROPOSITION 2.2. Un r-courant T sur V est basique 31, et seulement si,
le courant I(T) sur V est basique. L’opérateur I induit donc un isomor-
phisme CH(V/T} = Chp(V).

Démonstration. Supposons I(T) basique sur V. Soit G une (N —r
-+ 1)-forme et & une (N — r)-forme sur V, toutes deux & support compact,

et X un champ de vecteurs tangent & F. Alors X se reléve en un champ X
sur V, tangent & F et invariant par I'. On a

<7'sz E) = :h(T, @')TE>:
d'olt _
(ixT, B) = £(I(T),izm!(B8)),
oit B est une forme sur V telle que 7!(8) = B. Ceci donne (puisque X est

TI-invariant}
(ixT, B) = £{I(D),ix (B))
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et par suite

D’autre part . :
(LxT, @) = £(T, Lxa),
d'otr
(LT, @) = £{I{T), Lgn!(a)),
ol & est une forme sur V' telle que 7l(a) = @. Ceci donne (toujours puisque
X est I'-invariant)
{LgT, @) = £(I(T), Lx(a))
et par suite
(LxT,&) = 0.

Réciproquement, supposons T basique. Nous allons établir que I(T') est
aussi basique en utilisant le lemme 2.1. Soient z un point de V, A I'intérieur
d'un domaine fondamental de 'action de I sur V' tel que 2 € A et X un
champ tangent & F et & support dans A. Alors le champ E—ye 7YX est

invariant par I' et induit done un champ X sur V tangent & . On se donne
une (N —r+1)-forme 8 et une (N —r)-forme « sur V toutes deux & support
compact. On a alors comme précédemment

(ixI(T), B) = £(I(T),ixB) = (T, 7!(ixf)) = £(T,ixm(B)) = 0.
D’autre part

(LxI(T), ) = 2{(I(T), Lxa) = £(T, 7N Lx )} = £(T, Lyr!(a)) = 0.
Le fait que I induise un isomorphisme de CH(V/I"} sur Cxp(V) est alors
immédiat. =

Rappelons qu'un feuilletage F de codimension n sur une variété donne
lien de facon naturelle & un pseudo-groupe, i.e. une collection M de difféomor-
phismes locaux d'une variété 7" (non forcément connexe) de dimension n;
cette collection contient I'identité de 7 et est fermée par composition (quand
elle est définie}, par passage A I'inverse, union et restrictions aux ouverts (cf.
[Hae] pour un exposé succinct de cette notion). On dira que (T,H) est le
pseudo-groupe transverse de F. Notons £27(Tr F) le quotient de £27(T) par
le sous-espace engendré par les éléments de la forme o — h*a avec h € H et
a € 27(T); il s’agit d'un EVT non séparé en général.

On suppose le feuilletage F orientable et on se place toujours dans les
hypothéses précédentes. On désigne par § l'opérateur d’intégration sur la
fibre :

b:2N-7(v) - or-r(Te ).

C’est une application linéaire, continue, surjective et ouverte.
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PROPOSITION 2.3. Une forme o € 2™+ (V) est dans le noyau de § si,

et seulement si, il existe ay,...,ar, b1, ..., By et des champs Xi,..., X €
X(F) tels que .
a=3 (Lx,a; +ix,8;).
j=1

Démonstration. Rappelons d’abord (cf. [Rum]) qu'une forme w €
Q™HT(V') est dite F-triviale si, pour toute famille Z, . .. s Zyn4r de champs
de vecteurs dont m parmi eux sont tangents & F, on a w(Z1,..., Zmir)
= 0. D'autre part, d’aprés [Hae], @ € ker§ si, et seulement si, il existe
B e 2rtr(Vyet ne QPF-1(V), F-triviales et telles que o = 5 + dn.

Soit {U;} un recouvrement ouvert localement fini de V et trivialisant F.
Par une partition de 'unité, subordonnée & {U;}, o se décompose en une
somme finie & = ¥ a; oft &; est une forme F-triviale & support dans U/;.
Soit (€1, .+.,&m,Y1,--+1¥n) un systéme de coordonnées sur U; adapté & F
(ie. le feuilletage sur U; est défini par les équations dy; = ... = dy, = 0).
On peut alors écrire

o == Zf,,tdmal /\.../\dEaa Adytl /\.../\d’ytb,

ol €a<m~1 a+b=m+r et la sommation porte sur tous les

multi-indices 8 = (81,...,8,) et t = (t,...,%) avec 1 < 51 < ... < 8, < m,
1<t <... <ty £n On voit alors que si o est F-triviale, il existe de
formes 3y,..., 8 et des champs X;,..., X € X(F) tels que . :

k
a = Zixjﬁj.
=1

La formule de Cartan Ly = ixd + diy permet alors de conclure. m

Soit C™{TrF) le dual topologique de 27 "(Tr F) qui est l'espace des
r-courants transverses (cf. [Hael).

COROLLAIRE 2.1. La transposée J de § définit un isomorphisme de
C"(Tr F) sur Cx(V).

Supposons maintenant que 'espace des feuilles V/F est une variété;
celle-ci va supporter donc une action de I" de telle sorte que la projection
V — V/F soit I'-équivariante. La démonstration de la proposition qui suit
est presque immédiate.

PROPOSITION 2.4, Soit T € C"(V/F). Alors T' est I'-invariant si, et
seulement si, J(T) est invariant. L’opérateur J induit donc un isomor-
phisme CH(V/F) 5 Chp(V). -

Une conséquence immédiate des propositions 2.2 et 2.4 est que les espaces
CL(V/I') et CR(V/F) sont isomorphes via I'application J=% o I.
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Donnons des applications dans le cadre des actions homogénes. Soient
H un groupe de Lie connexe {de dimension m +n), G un sous-groupe fermé
connexe de dimension m de H et I un sous-groupe discret. L’action 3
droite de G sur H y induit un feuilletage F se projetant sur V = H/T
en un feuilletage F dont les feuilles sont les orbites de I'action localement
libre de  induite sur V. Comme l'involution h € H ++ h™' € H est un
difféornorphisme I'-équivariant de P'espace homogéne G\H sur ’espace ho-
mogeéne H/G, Vespace CL(G\H) est isomorphe (toujours en tant qu’EVT)
a Vespace C}.(H/G) pour tout r € N.

Signalons aussi que, puisque le groupe G est connexe, I'espace homogéne
H/G est orientable (ceci de fagon que ’action homogéne de H sur H/G
préserve l'orientation), et on a I'identification C*(H/G) ~ C°(H/G). Mais
cecl ne nous permet pas d’affirmer l'existence d'une forme volume sur H/G
qui soit invariante par toutes les transformations de H. En fait, si le groupe
H est unimodulaire, l'existence d’une telle forme volume est équivalente 3
P'unimodularité de (; par exemple, si on prend pour H le groupe unimo-
dulaire des matrices carrées d’ordre 2 & coefficients réels de déterminant 1,
et pour G le groupe des transformations affines de la droite réelle, alors il
n’existe pas de 1-forme volume sur H/G qui soit H-invariante.

THEOREME 2.2. Pour tout r, on o un isomorphisme CHH/T) =
CH(H/G). Supposons H unimodulaire (i.e. supportant une forme volume
H-invariante & gouche et & droite). Alors les espaces CL{H/G), CL(H/I")
et CZTM(H/I) sont isomorphes; si en plus le groupe G est unimoduladre
alors Uespace des distributions I'-invariantes sur H/G et espace des dis-
tributions G-invariantes sur H/I' sont isomorphes.

Ce théoréme peut s’interpréter comme une “variante” (au niveau des
courants) d'un résultat de H. Furstenberg ([Fur], Th. 1.4) : soient G et
L deur sous-groupes fermés unimodulaires d’un groupe de Lie H. Alors il
existe une correspondance biunivogue entre les mesures sur H/G invariantes
par L et celles sur H/L invariantes par Q.

3. Actions homogénes & orbites denses. Soient H un groupe de Lie
et K un sous-groupe fermé de H sur la variété homogene V = H/K = {h:
h &€ H} avec h = {hk : k € K}. Tout sous-groupe de Lie G de H opére
différentiablement sur V via la représentation ¢ : G — Diff (V) définie par

o(g)h = gh.

C'est 'action homogéne de G sur V = H/K. En un point z = h de V le
groupe d'isotropie est donné par

G. = Gn (RKRY).
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Il est notamment discret si K est discret ; I'action est alors localement libre.

Si
-1
geGn (’Q?hKh )

alors p{g) est I'identité de V, de fagon que dans le cas particulier ot K est un
sous-groupe distingué de H, I'action de K sur V est triviale. 11 est par ailleurs
clair que si I" désigne un sous-groupe discret de H, alors I'action homogeéne
de G (sous-groupe fermé de H) sur V = H/I" définit un feuilletage sur V' ;
beaucoup d’exemples sont obtenus de cette manigre.

Lemme 3.1, Soient H un groupe de Lie, G et K deux sous-groupes
fermés de H. Alors les propositions suivanies sont équivalentes :

(a) Les orbites de Uaction homogéne de G sur H/K sont denses.
(b) Les orbites de Uaction homogéne de K sur H/G sont denses.
(¢) GK est dense dans H.
(d) KG est dense dans H.

Démonstration. Puisque G et K sont des sous-groupes de H et que
Vinvolution A — k™! du groupe H est continue, 'équivalence entre (c) et
(d} est claire. L'implication (c)}=(a) est aussi claire par la continuité de la
projection « : H — H/K,

Réciproquement, supposons que les orbites de & dans H/K sont denses.
Alors pour tout b € H, il existe une suite (g,) dans G telle que w(h) =
limy, oo (gn). Comme la projection 7 : H — H/K est un K-fibré princi-
pal, il existe un voisinage ouvert V de A dans H/K trivialisant le K-fibré
principal :

piseT {V)S (ms,-) eV x K

avec @(h) = (mh,1) et tel que m(g,) € V pour tout n. Soit alors ¢(gn) =
(Tgn, kn) ; on aura donc w(gnky ") = (Tga, 1), d'ol

Jim (gnkyt) = (wh,1) = o (h)

et par suite lim(gnk;'l) = h. Ainsi GK est dense dans H. L'équivalence
entre (d) et (b) est la méme que celle entre (c) et (a). m

ExeMPLES 3.1. (1) Soit A une matrice de SL(2, Z) de trace strictement
supérieure & 2. Soient H le groupe défini par la multiplication sur R® donnée
par

(1,9, t) - (2}, 7h, 1) = (A*(e], 23) + (m1,22),t +t7)
et I' le sous-groupe de H formé par les éléments a coefficients dans Z. La
matrice A posséde deux valeurs propres A > 1 et A’ = 1/A; soit » un vecteur
propre de B2 associé 3 la valeur propre A et considérons le sous-groupe
G = {(au,b) € H : a,b € R}. Alors l'action homogéne de G sur H/T est
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localement libre et & orbites denses (cf. [Ghyl). Une généralisation de cet
exemple se trouve dans [EN].
(2) Soient G le sous-groupe de SL{2,R) des matrices de la forme

iab a>0
ﬁol’ )

et I" un sous-groupe discret cocompact de SL(2, R), Comme les orbites de G
agissant sur SL(2,R)/I" sont denses (cf. par exemple [Ghy]), on en déduit en
utilisant le lemme 3.1 que GI” est dense dans SL(2, R) et l'action homogéne
de I' sur SL(2,R)/G = S* est & orbites denses.

(3) Soient H un groupe de Lie semi-simple sans facteur compact et G un
sous-groupe unipotent connexe maximal de H. Alors pour tout sous-groupe
discret cocompact I' de H D'action homogeéne de G sur H/I' est & orbites
denses (cf. [Danl]).

Le corollaire qui suit découle immédiatement du lemme principal.

COROLLAIRE 3.1. Désignons par ¢ : H — Diff(V) la représentation
définie par lUaction homogéne de H et supposons que l'action homogéne de
G sur V est 4 orbites denses. Alors

(1) ¢(@)p(K) est dense dans @(H),

(2) si K est distingué dans H, o(G) est dense dans o(H) et tout courant
G-invariant sur V est ausst H-invariant,

(3) si Vaction homogéne de G sur V = H/K est d orbites denses, les
courants H-invariants sur V s’identifient auz courants qui sont & la fois
G-invariants et K-invariants.

Soient H un groupe de Lie de dimension N muni de son orientation
a droite, G un sous-groupe fermé de H et I' un sous-groupe discret de
H. La projection naturelle # : H — H/I' est alors un revétement et la
variété H/I' est canoniquement orientée. Nous avons vu que ’application
“transfert” «!: 2N —"(H) — QV~"(H/TI') définie par

w*(mla) = Z Ra
yel
induit, par transposition, un isomorphisme topologique
I:C™(H/T) S ¢}, (H)
ot CF, (H) est I'espace des r-courants sur H, I-invariants & droite.

PROPOSITION 3.1. Lapplication I induit aussi des isomorphismes

(1) entre CL(H/T) et l’espace Cr (HYNCy (H) des courants sur H qui
sont I'-invariants & droite et G-invariants 4 gauche;

(2) entre CL.(H/T) et lespace C}, (H) des courants I'-biinvariants sur H.
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Démonstration. Découle de la G-équivariance de Papplication ml.
Ceci est dil essentiellement au fait que sur un groupe de Lie, une translation
& droite et une translation & gauche commutent. w

LEMME 3.2, Soit T' € C"(H/T') tel que I{T") soit défini par une forme
différentielle 8 € (27 (H), i.e.

(I(T),e)={BNa, Yaenl(H)
H
Alors

(1) B est une forme différentielle I'-invariante & droite. Le courant T
est régulier sur H/I', associé d U'unique forme différentielle B € QL (H/T')
telle que n*(08) = B, i.e.

(Tyny= \ Ban, wneal-—(H/T)
H/I

(2) L’espace C(H/T'} s'identifie & lespace (A"H*)r, des r-formes dif-
férentielles invariantes & gauche sur H et I'-invariantes d droite. L'isomor-
phisme J ¢ (A"H*)pr, — CL(H/T) est donné par

(J@B)my= | Ban awec () =8.

H/T

Démonstration. (1) La premiére assertion est claire puisque H est
mouni de Vorientation & droite. Montrons la deuxiéme. Puisque I est un
isomorphisme, il suffit de vérifier que 'image par I du courant régulier sur
H/I' défini & partir de 3 n'est autre que le courant régulier sur H défini &
partir de 7*(3). Or ceci est une conséquence du fait qu’on 2

| Banla={Bra, Yae Rl "(H),
H/I' H

formule qui s’obtient facilement en introduisant un domaine fondamental de
Vaction de I' sur H.

(2) L'espace C(H/I') s'identifie, via 'isomorphisme I, & CF, (H) N
Ch, (H) (Cl, (H) = espace des r-courants sur H, H-invariants & gauche}. Il
suffit alors, d’aprés (1), de montrer que tout r-courant sur H, H-invariant a
gauche est régulier. Soit alors wh, ..., w" une base de 1-formes différentielles
invariantes & gauche sur H. Il est clair (& cause de V'orientation naturelle de
H par la forme volume w* A ... A w?) que la donnée d’un N-courant sur
H n'est autre que la donnée d’une distribution sur H. 8i S est une distri-
bution sur H et J une r-forme différentielle sur H, on désignera par SAB
le r-courant défini par (S A B, @) = {8, 8 A a). Ceci étant, 'expression d’un
r-courant T sur H est donnée par T = > Tr Aw! ol la sommation porte sur
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tous les multi-indices I = (41 < ... <4,) C {1,... ,N}, Ty étant une distri-
bution sur H pour chaque I et w’ = w® A ... Aw'. Dire que le r-courant
T est H-invariant & gauche signifie que les distributions Ty le sont. Or il
est bien connu que toute distribution invariante & gauche sur un groupe de
Lie est une mesure de Haar & gauche. On en déduit alors que Tr est une
constante pour tout multi-indice I. =

La démonstration du corollaire qui suit est une conséquence immédiate
du lemme 3.5 ci-dessus et du corollaire 3.1.

COROLLAIRE 2. i U'action homogéne de G sur H/I" esat d orbites denses
alors pour tout r-courant T sur H/I', G-invariant et I'-invariant, il existe
une forme différenticlle 8 sur H, invariante & gauche et I'-invarionte 4
droite telle que T soit donné par

Topy= | Ban oumB=4.
H/I

Dans [Elk] il est montré que dans le cas de exemple 3.1(1), les courants
G-invariants sur V = H/I" s’identifilent aux courants H-invariants. Le corol-
laire 3.1 nous permet d’affirmer que plus généralement, dans le cadre des
actions homogénes & orbites denses, les courants G-invariants sur V = H/I'
s'identifient aux courants H-invariants si, et seulement si, tout courant G-
invariant sur V est aussi [-invariant, soit encore, d’aprés le corollaire 3.2,
si tout courant sur H qui est [-invariant a droite et G-invariant & gauche
est aussi I-invariant & gauche. L'exemple qui suit montre que ceci n’est pas
toujours le cas.

On considére le demi-plan de Poincaré H = {z-+iy € C: y > 0} muni de
sa métrique hyperbolique ds? == (dz? + dy?) /y?. Le groupe des isométries de
H s’identifie an groupe quotient PSL(2,R) = SL(2,R)/{I, —I}. L'opération
de PSL(2,IR) est induite par celle de SL(2,R) définie comme suit :

( a b ; l__}cm+b
c df’ cz+d’

Celle-ci permet aussi de décrire I’action projective de PSL(2, R) sur le cercle
S! = RU {00} qui, avec action de PSL(2,R) sur H, donne une action de
PSL(2, R} sur le produit S! x H. En plus on a un difféomorphisme PSL(2, R)-
équivariant @ : A € PSL(2,R) — (A(00), A(7)) € 8 x H (cf. [Mat]).

Soit maintenant I" un sous-groupe discret de H = PSL(2, R). On dira que
I" est de covolume fini si le volume de H/I est fini; on dira que I" est cocom-
pactsi H/T" est compact. Bien siir, 51 I est cocompact, il est de covolume fini.
Si I' est de covolume fini sans étre compact, il a des cusps (cf. [Fre]) en nom-
bre fini gu'on notera k ; par exemple I' = PSL(2, Z) a un seul cusp correspon-
dant & la pointe de la surface modulaire H/PSL(2,Z). Si X est une surface
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de Riemann compacte de courbure constante égale & —1, son groupe fonda-
mental se plonge dans H en un scus-groupe discret cocompact I” de sorte
que le fibré unitaire tangent S 4 X s'identifie & H/I". Notons G le groupe
des transformations affines de la droite réelle préservant 'orientation, con-
sidéré comme sous-groupe de PSL(2, R) (cf. I’exemple 3.1(2)). Alors 'action
4 droite de G sur H définit un feuilletage de codimension 1 sur H/I" usuelle-
ment appelé feuilletage stable. D’apres la section 2 on a

CH(H/I') ~ Cp{H/F).
Supposons maintenant que I est cocompact; alors le difféomorphisme @
induit un difféomorphisme & : H/F — S* qui est I'-équivariant (8! est muni
de 'action projective induite par I'). Le quotient I'\H est difféomorphe a

une surface compacte avec points coniques (i.e. orbifold) puisque I'action de
I sur H n’est pas forcément libre ; soit g son genre.

THEOREME 3.1. Soient I' un sous-groupe discret cocompact de H et
F le feuilletage défini sur V = H/I' par Paction homogéne de G. Alors
CL(V) = CH(SY) et CH(V) =~ CR(S").

D’aprés [Hae], les espaces C:(V') et C(S') ont 2g pour dimension et les
espaces CL(V) et CL(S?) sont des droites vectorielles.

COROLLAIRE 3.3. L'inclusion CL(H/I') C CL{H/T") est stricte pour tout
sous-groupe discret cocompact I' de H tel que la surface I'\H soit de genre
g supérieur a 2.

Soit @ une action localement libre du groupe affine préservant un volume
continu w sur une 3-variété compacte V. Alors w est C°, la variété V est
difféomorphe & 'un des espaces H/I" des exemples 3.1 et & est conjuguée a
l’action homogéne de G sur H/I" qui est & orbites denses [Ghy]. On a alors le

THEOREME 3.2. Seit & une action localement libre du groupe affine
préservant un volume continu w sur une 3-variété compacte V. Alors CE(V)
o~ G

Il est bien connu que la donnée d'une famille de champs de vecteurs com-
plets sur une variété différentiable V', tels que leurs crochets soient donnés
par les constantes de structures d’une algtbre de Lie H, implique ’existence
d’une action d'un groupe de Lie connexe H sur V' dont les champs fonda-
mentaux sont ceux de cette famille. Si en plus ces champs de vecteurs sont
linéairement indépendants en tout point de V, alors I'action de H sur V est
localement libre. On obtient ainsi

COROLLAIRE 3.4. Soient V une 3-variété compacte et X,Y deuz champs
de vecteurs sur V' linéairement indépendants en tout point et tels que [X,Y]
=Y. On suppose qu'il existe une forme volume w sur V' telle que Lxw =0
et Lyw = 0. Alors le sous-espace vectoriel de C°(V) (qu’on munit de la
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C* -topologie) engendré par {Xf+Yg: f,g € C°(V)} est dense dans le
noyau de la forme linéaire p € C™(V) — {,, pw e C.

REMARQUE 3.1. On dira qu’un feuilletage F sur une variété V est trans-
versalement homogéne s'il est défini par un cocycle feuilleté (U, fi,vi;) ol
IJ; est un recouvrement ouvert de V, f; une submersion de U; au-dessus
d’un espace homogeéne H/G et v;; un difféomorphisme de f;(U; N Uj) sur
£;(Us;NU;) induit par une translation & gauche sur H et vérifiant f; = ;0 f;.

Notons V le revétement universel de V' qu'on supposera compacte. Soit
F un feuilletage transversalement homogéne sur V. Alors il existe une sub-
mersion D : V — H/G dont les fibres sont les feuilles du feuilletage relevé F
4 V et une représentation g : 1 (V) — H telles que, pour tout o € m1(V) et
tout z € V, on-ait D(c-z) = p(0)(Dz) (cf. [Blu]). En appliquant ce théoréme
de structure et le méme type de calculs que pour les actions homogenes, on
peut montrer que Cx(V') est isomorphe & CF, (H/G) ot I' = o(m (V).

4. Appendice. Soit E un espace vectoriel sur un corps K (qui sera
toujours R ou C). Une famille de semi-normes (p;)icr est dite filtrante si,
pour toute partie finie J de I, la borne supérieure de (p;);es est un élément
de cette famille ; on dira qu'elle est séparante si p;(z) = 0, pour tout i € I,
implique z = 0. La donnée d'une telle famille permet de munir E d’une struc-
ture d’espace vectoriel topologique localement convexe séparé (EVTLCS en
abrégé); si I est dénombrable, F est métrisable.

Une partie B de E est dite bornée si pour tout i € I, il existe un réel
a; > 0 tel que pour tout = € B, p;(z) < a,. Une telle partie B de E permet
toujours de définir sur le dual B’ une semi-norme pg donnée par

pe(T) = sup (T, )|

pour T' € E’. La topologie forte (resp. la topologie faible) sur B’ est celle
définie par la famille des semi-normes pg pour B variant dans ’ensemble
des parties bornés de E (resp. 'ensemble des parties finies de E).

Une suite (;) dans E converge vers z € E si, pour tout &€ > 0 et tout
i € I, il existe {; € N tel que

121l = pi(m;—-m) < E.
On dira que x; est une suite de Cauchy si, pour tout &£ > 0 et tout ¢ € I, il
existe I; € R tel que
Lk>1 = pi(m —zp) <e.

L'espace E est séquentiellement complet si toute suite de Cauchy est conver-

gente. Dans toute la suite, (E, (p;)icr) sera un EVTLCS séquentiellement
complet.
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Soient G un espace topologique compact dont la topologie est définie par
une métrique & et p une mesure de probabilité sur la tribu borélienne Bg.
On note C(G, E) V'espace vectoriel des applications continues de G dans E
muni des semi-normes ¢;{¢) = supge Pi(@(g)) qui en font un EVTLCS.

PROPOSITION 4.1. Il existe une application linéaire T : C(G,E} — E
associant & chaque  un vecteur I(yp) € E appelé intégrale de . Cette
application vérifie les propriétés suivanies :

(1) Pour toute fonctionnelle T : E — K, la fonction numérique g € G —
T(¢(g)) € K est intégradle, d’intégrale T(I(¢p)).

(2) Pour tout i € I, on a Uestimation pi(Z(y)) < g:(p), i.e. T est con-
tinue.

Démonstration. Remarquons d’abord que, d'aprés le théoréme de
Hahn-Banach, si Papplication Z : C(G, E) — E existe, elle est unique. On
va la construire. ‘

Une partition mesurable finie de G (on dira simplement partition) est
]a. donnée d'une famille finie (G3}xea d’éléments deux & deux disjoints G
de Bg dont la réunion est G. On dira que (Gar)xea est plus fine que
(Ga)nea s, pour tout N € A', il existe A € A tel que Gy C G. On appelle
diameétre de (G))aea le nombre 74 = sup{diamétre de Gr}. Soient T une
suite de réels strictement positifs tendant vers 0 et Ay = (Gir)rcay une
suite de partitions, chacune de diamatre Ty et telle que Ay soit plus fine
que Ay. On choisit un élément gy dans chaque G et on pose

ov= 3 WG ele)
AeAyn

Montrons que la suite (zn)x est convergente. Pour cela, F étant séquentiel-
lement complet, il suffit de montrer que (zx) est de Cauchy. Soient & > 0
et i € I. Comme ¢ est continue sur G compact, elle y est uniformément
continue ; il existe donc > 0 (ne dépendant que de & et i) tel que

§(g,9') <n = pilplg) —(g) <e&
Soit I; € N tel que 7, < . Nous allons montrer que
' pilmi— o) < €
pour tous entiers I,k > ;. On a
pi(z1 — Tx) =Pi( 3 WG elen) — u(Gx)so(g,v)).
AE A AR

Soit encore

piz — k) = Pi(z 1{Gr NG )(wlgr) — ‘P(QA')))
%Y
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et par suite

pi(m — z) < Y p(Gr N Cadpil(ga) — lon)-
AN

Dans la somme les seuls termes éventuellement non nuls sont ceux pour
lesquels gy et gy sont dans un méme G, élément de la partition (Gi)ie Ay
Donc p;(x; — xx) < €. Ceci montre que la suite zx est de Cauchy dans E,
donc convergente. On pose alors

Z(p) =limzy.

T est ainsi l'application cherchée. w
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