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Sur la capitulation des 2-classes d’idéaux de
k = Q(v/2pq,i) o p=—g=1mod 4

par

ABDELMALEK Azizl (Oujda)

1. Introduction. Soient k un corps de nombres de degré fini sur Q, F
une extension non ramifiée de k et p un nombre premier. L’extension k™ de
k, abélienne maximale et non ramifiée pour tous les idéaux premiers finis et
infinis, est dite corps de classes de Hilbert de k. De méme ’extension k](ol) de
k dont le degré est une puissance de p, abélienne maximale et non ramifiée
pour tous les idéaux premiers finis et infinis est dite p-corps de classes de
Hilbert de k.

La recherche des idéaux de k qui capitulent dans F (deviennent princi-
paux dans F) a été 'objet d’étude d’un grand nombre de mathématiciens.
En effet, Kronecker était parmi les premiers a avoir abordé des problémes
de capitulation dans le cas des corps quadratiques imaginaires. Dans le cas
ou I est égal au corps de classes de Hilbert k™ de k, D. Hilbert avait con-
jecturé que toutes les classes de k capitulent dans k) (théoréeme de l'idéal
principal). La preuve de ce dernier théoreme a été réduite par E. Artin a
un probleme de la théorie des groupes, et c’est Ph. Furtwangler qui 'avait
achevée.

Le cas ou F/k est une extension cyclique de degré un nombre premier p
a été traité par Hilbert. Sa réponse est le sujet du théoréeme 94 qui affirme
qu’il y a au moins une classe non triviale dans k qui capitule dans F. De
plus, Hilbert avait trouvé le résultat suivant :

Soient o un générateur du groupe de Galois de F/k, N la norme de
F/k, Uy le groupe des unités de k, U le groupe des unités de F et U* le
sous-groupe des unités de U dont la norme, relative a lextension F/k, est
égale a 1. Alors le groupe des classes de k qui capitulent dans I est isomorphe
au groupe quotient U* /U~ = H!(U), le groupe cohomologique de U de
dimension 1.
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A Taide de ce théoreme et de plusieurs résultats sur les groupes coho-
mologiques des unités, on montre le théoreme suivant :

THEOREME 1. Soit F/k une extension cyclique de degré un nombre
premier, alors le nombre des classes qui capitulent dans F/k est égal a

IF : K|[U, : N(U)).

Soient k un corps de nombres, Cy le groupe de classes de k, Cy la 2-
composante du groupe de classes de k, kgl) le 2-corps de classes de Hilbert
de Kk, ]kg) le 2-corps de classes de Hilbert de kgl) et G2 le groupe de Galois

(2)
de ky'/k.

DEFINITION 2. Soient M une extension cyclique non ramifiée de k, Cy
le groupe de classes de M et Cy u le sous-groupe de Cy associé a M par la
théorie du corps de classes. On dit que M est

e de type (A) si un élément de Cy i capitule dans M,
e de type (B) si aucun élément de Ci v ne capitule dans M.

Soient j l'application de Cy vers Cy qui fait correspondre a la classe
d’un idéal A de k l'idéal engendré par A dans M et N la norme de M/k;
alors on a :

M est de type (A) < |Ker(j) N N(Cwy)| > 1,
M est de type (B) < |Ker(j) N N(Cyp)| = 1.

DEFINITION 3. Soient Q,,, le groupe des quaternions, D,, le groupe diédral
et Sy, le groupe semi-diédral d’ordre 2™. Ces groupes sont définis comme
suit : chaque groupe est engendré par deux éléments x et y tels que :

2m72

Qm:<xay> ou x :y2:a7 CL2:1, y_l !

ry=2x"",
m—1 1

Dy, = (z,y) ouz® =y’=1,y  lay=a"",

gm~— 1 277:,—2_1

1 2 _
=y =Ly ay=x

On sait que si Gy est d’ordre 2™, m > 1 et Go/Gh ~ Z/27 x Z/27Z,
alors Gy est isomorphe & Q,,, D, ou S,,. Dans tous ces cas, on a G, = (2?)
et les trois sous-groupes d’indice 2 de Gy sont : Hy = (x), Hy = (22,y)
et Hy = <:r2,xy>. Soient IF; le sous-corps de ko laissé fixe par H; et j;
Papplication j définie pour Ml = F;. Si G, # 1, alors il existe un sous-groupe
(x*) de G% d’indice 2 engendré par x*. Soit L le sous-corps de ko laissé fixe
par (z4).

THEOREME 4. On suppose que Ga/GY ~ 727 x Z./2Z. Alors on a :

Sm = (z,y) ouzx

(i) Si ko = ky, alors les corps F; sont de type (A), |Ker(j;)| = 4 pour
i=1,2,3 et Gy ~ 7,27 x 7,2
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(ii) Si Gal(L/k) ~ Qs, alors F; est de type (A), |Ker(j;)| = 2 pour
1= 1,2,3 et G2 2@3.

(i) Si Gal(L/k) ~ Ds, alors Fy et Fg sont de type (B) et |Ker(j2)| =
|Ker(j3)| = 2. De plus, si Fy est de type (B) alors |Ker(j1)| = 2 et Gy ~ S,,.
Si Fy est de type (A) et |Ker(j1)| = 2, alors Gy ~ Q. Enfin si Fq est de
type (A) et |[Ker(j1)| =4, alors Gy ~ D,,.

On trouve plus d’informations sur ce dernier théoreme dans [Ki-76].
On trouve d’autres résultats sur le probleme de capitulation dans [Te-71],
[Ki-76], [Mi-89], [Su-91] et [Az-97].

On désigne par p un nombre premier congru & 1 modulo 4, ¢ un nombre
premier congru & —1 modulo 4, k = Q(1/2pq, i), ]kgl) le 2-corps de classes de
Hilbert de k, k;Q) le 2-corps de classes de Hilbert de kgl) et G2 le groupe de

Galois de [Lsg)/k. D’apres [Az-93] ou [Az-99:1], on a : Co ~ Z/2Z x 7./ 27 si et

seulement si au moins deux éléments de {(%), (%), (%) } valent —1 et 'indice

@ des unités de Q(1/2pq) dans k est égal a 1. Dans toute la suite on va donner
un ensemble de résultats pour démontrer le théoreme principal suivant :

THEOREME PRINCIPAL. Soient k = Q(v/2pq,i) et Co la 2-partie du

groupe de classes de k. On suppose que Co ~ 7./27 X 7./27; alors kél) con-
tient trois extensions quadratiques de k, Kq, Ky et K3 ou seulement deux
classes de Cq capitulent et de plus Go ~ Q..

2. Unités de certains corps de nombres de degré 8 sur Q

2.1. Préliminaires. Soient d; et dy deux entiers naturels sans facteurs
carrés et premiers entre eux, d3 = dids, €1 (resp. €2, e3) 'unité fondamentale
de kl = @(\/CTl) (resp. kg = @(\/@), ]kg = Q(\/@)), k = kg(i), KO = klkg,
K = Ko(i), N1 (resp. Na, N3) la norme de Ko /ky (resp. Ko/ko, Ko/ks) et
Ex (resp. Eg,, Ex) le groupe des unités de k (resp. Ko, K).

On sait d’apres [Kur-43] qu’'un systéme fondamental d’unités (SFU) de
Kg est, a une permutation pres des indices, I'un des systeémes suivants :

(i) {e1,e2,e3};
i {e1,€2,/E3} (Na(e3) =1);

(i)

(ill) {,/6162,62,53} (N3(€1) = N3(€2 );
iv) N

(v)

)=1

(iv) {e1, V22, /E3} (N1(e2) = Ni(es) = 1);

v {\/8162,\/8263,\/6183} (N2(€3) = Ng(&‘j) = 1, j = 1,2);
(vi) {\/515233752753} (N3(e1) = N3(g2) = Na(e3) = £1).

D’autre part, d’apres [Az-93] ou [Az-99:2], on a les résultats suivants :

R1: SFU de k = Q(\/d,i) ot d est un entier naturel différent de 2 et
sans facteurs carrés. Soit eg = s + tv/d I'unité fondamentale de Q(\/&)

(i) Si &g est de norme —1, alors {gg} est un SFU de Q(v/d, ).
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(ii) Si €g est de norme 1, alors {1/igg} est un SFU de k si et seulement
si s £ 1 est un carré dans N (i.e. si et seulement si 2¢g est un carré dans
Q(v/d)). Dans le cas contraire, {g¢} est un SFU de k (ce résultat se trouve
aussi dans [Kub-56]).

R2: SFU de K. Soient n un entier supérieur ou égal a 2 et &, une racine
primitive 2"-iéme de 'unité. Alors

1 . .
§n = i(ﬂn + )\nl)y ou  pln =/ 24 pn-1, Ap = V 2 — pp_1,
NQZO, )\2:2 et /1,3:)\3:\6.

De plus, soient ng le plus grand entier tel que &,, appartient a K, {€], 5,5}
un SFU de Kq et € une unité de Kq telle que (2 + pup,)e est un carré dans
Ko (si elle existe). Alors, d’apres [Az-93], 'un des systémes suivants est un
SFU de K :

(a) {e],eh, ¢4} si e n’existe pas, o

(b) {&],eh, \/Eno€} si € existe ; dans ce cas on a e = ] "' &}"?e}, ol iy, ip €
{0,1} (& une permutation pres).

2.2. SFU de certains corps de nombres de degré 4 ou 8

LEMME 5. Soient d un entier relatif sans facteur carré et € = x 4+ yv/d
l'unité fondamentale de Q(v/d) ot x et y sont des entiers ou bien des demi-
entiers. On suppose que ¢ est de norme 1. Alors 2(x £ 1) et 2d(x £ 1) ne
sont pas des carrés dans Q.

Preuve. Comme
N %(\/2(95 T4V 1) et 2@t D2 —1) = 254,

alors \/2(x — 1) et \/2(x + 1) ne sont pas des carrés dans Q. Si 2d(z £ 1) =
52, alors \/2(z &+ 1) = (s/d)v/d appartient & Q(v/d) et \/2(z F1) = 2yd/s

appartient & Q. Par suite /& € Q(v/d), donc on a une contradiction. m

LEMME 6. Soient ¢ un nombre premier impair congru ¢ —1 modulo 4 et
e = x +y,/q l'unité fondamentale de Q(,/q). Alors x est un entier naturel
pair, r £+ 1 est un carré dans N et 2¢ est un carré dans Q(,/q).

Preuve. Comme ¢ = —1mod 4, alors € = = + y,/q est tel que (z,y) €
72 et 22 —qy? = 1. D’ott (z+1)(z—1) = qy?. Du fait que (z+1)—(z—1) = 2,
le plus grand commun diviseur de = + 1 et x — 1 est un diviseur de 2. Par
suite il existe (y1,y2) € Z? tel que

r—1= qi2jy%,
r+1= qi,2jy%7
ot i, i, 5 €{0,1}, i+ =1 et 2y = v.
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Si z — 1 est pair, alors j =1 et \/2(x F 1) est un carré dans N. D’apres
le lemme 5, ceci est impossible. Par conséquent, x est pair et z + 1 est un
carré dans N. De plus, comme x — 1 est impair, alors 7 = 0 et 2¢ est un carré

dans Q(,/q). =

LEMME 7. Soient p un nombre premier impair et € = x + y/2p unité
fondamentale de Q(\/2p). On suppose que € est de norme 1. Alors x £ 1 est
un carré dans N et 2¢ est un carré dans Q(+/2p).

Preuve. On suppose que x = 1 n’est pas un carré dans N. Comme
€ = x +y+/2p est de norme 1, alors (z + 1)(z — 1) = 2py?. Les entiers z + 1
et x — 1 ont pour diviseurs communs les diviseurs de 2. Par suite on a :

r—1=py3, ou x+1=pys,
Y =y1y2, Y =yy2.

Donc y/2(x F 1) est un carré dans N. D’apres le lemme 5, ceci est impossible.
Il vient donc que = 4+ 1 est un carré dans N. De plus, d’apres le résultat R1,
x £+ 1 est un carré dans N si et seulement si 2¢ est un carré dans Q(v/2p).
Ceci termine la preuve. m

LEMME 8. Soient p et q nombres premiers impairs, Ko = Q(,/q,v/2p),
€1 (resp. €2, €3) lunité fondamentale de ki = Q(,/q) (resp. ko = Q(+/2p),
ks = Q(v/2pq)). On suppose que toutes les unités e; sont de norme 1 et que
2e3 n'est pas un carré dans ks. On pose e3 = x + y+/2pq. Alors on a :

(i) Si2p(x £ 1) est un carré dans N, alors 2e3 est un carré dans Ko et
{\/8153, \/6162, \/8263} est un SFU de Ko.
(i) Si 2q(z £ 1) est un carré dans N, alors €3 est un carré dans Koy et

{61,\/5162,\/5} est un SFU de KO.

Preuve. Soit e3 = z + yy/2pq tel que (z — 1)(z + 1) = 2pqy?. On sait
que 2e3 est un carré dans kg si et seulement si x & 1 est un carré dans N
(voir résultat R1).

D’apres le lemme 5, 2(x £ 1) et pg(x £ 1) ne sont pas des carrés dans N.
Ainsi on a :

e Si2p(x +1) est un carré dans N, alors g(z F 1) est un carré dans N et
il existe (y1,y2) € Z? tel que

{x:l:lepy%, {\/2€3=y1v2p+y2\/?1,
T F1=qy3, VEs = 3(2y1y/P + y21/20).

e Si2g(x £+ 1) est un carré dans N, alors p(z F 1) est un carré dans N et
il existe (y1,y2) € Z? tel que

{x:l:leqy%, {\/E:yu/@ﬂz\/ﬁ,
rF1=py3, VEs = 32914 + y2v/2p).



388 A. Azizi

Par conséquent, si 2p(xz & 1) est un carré dans N, alors 2e3 est un carré
dans Kq et si 2g(x £+ 1) est un carré dans N, alors 3 est un carré dans K.
D’autre part, d’apres les lemmes 6 et 7, 21 et 2e5 sont des carrés dans K.
D’ou €165 est un carré dans K. De méme, si 2e3 est un carré dans Ky, alors
€1€3 et e9e3 sont des carrés dans Kq et donc {\/5152, VE1€s, \/5253} est un
SFU de Ky. Dans le cas ou €3 est un carré dans Ky, I'unité 16963 est un
carré dans Ky et d’apres les résultats de [Kur-43|, rappelés au début de ce

paragraphe, {€1,/€1€2,/€3} est un SFU de K. =

THEOREME 9. On se place dans les conditions du lemme 8. Soit K =
Ko(2). Alors on a :

(i) Si 2p(x £ 1) est un carré dans N, alors {\/ie1,V/ic2, Vies} est un
SFU de K.

(i) Si2q(x£1) est un carré dans N, alors {\/ic1, /€3, ie2} est un SFU
de K.

Preuve. Les unités g1 et 2 jouent un role symétrique.

(i) Soit & = \/E162\/E1631/E283 = £1(1/E2€3)2. On sait que Vie € K si
et seulement si v/2¢ € Ky (car vi = (1414)/+/2). Comme 2¢; est un carré
dans Ky, alors 2¢ est un carré dans Ky. Un SFU de Kg est donné par le
lemme précédent. D’oui, d’apres le résultat R2, {\/g1e2, /€163, Vic1€263}
est un SFU de K. Comme 2¢; est un carré dans Ky pour ¢ = 1,2, 3, alors
{\Vie1,Vi€a, Vie3} est aussi un SFU de K.

(ii) Soit € = 9. On sait d’apres le lemme 7 que 2¢9 est un carré dans K
et le lemme 8 nous donne un SFU de Kj. Donc en utilisant le résultat R2,
on trouve que {,/€1€2, /€3, Viga} est un SFU de K. Puisque 2¢; est un carré
dans Ko pour ¢ = 1,2, alors {\/ic1, /€3, /1€2} est aussi un SFU de K. m

THEOREME 10. Soient p et ¢ deux nombres premiers impairs tels que p =
—q = 1mod 4, Ko = Q(\/p, v/2q) etey (resp. €2, €3) l'unité fondamentale de
ki = Q(/p) (resp. ko = Q(v/2q), ks = Q(v/2pq)). On pose e3 = = + y/2pq
et on suppose que 2e3 n’est pas un carré dans ks. Alors on a :

(i) {€1,€2,/E3} est un SFU de Ko < 2p(x £ 1) est un carré dans N.
Dans ce cas {e1,/23,iea} est un SFU de K = Ko (i).

(i) {e1,e2,+/E263} est un SFU de Ko < 2q(x £ 1) est un carré dans N.
Dans ce cas {e1,\/e2€3,\ica} est un SFU de K = Ko(i).

Preuve. Les unités €1 et €2 ne jouent pas un roéle symétrique dans ce
théoreme. On a que €1 est de norme —1, €5 et €3 sont de norme 1. D’apres
le lemme 7, 2¢5 est un carré dans ks. D’oll €5 n’est pas un carré dans K,
car sinon v2 € K. Soit €3 = = + y1/2pq. Par hypothese 2e3 n’est pas un
carré dans ks, ce qui est équivalent au fait que x & 1 n’est pas un carré
dans N (le résultat R1). De la méme facon que dans le lemme 8, comme
(x 4+ 1)(z — 1) = 2pqy?, alors 2p(x + 1) ou 2¢(z £ 1) est un carré dans N.
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(a) On suppose que 2p(z £ 1) est un carré dans N. Si 2p(z — 1) est un
carré dans N, alors il existe (y1,y2) € Z? tel que

{9: —1=2py, { V2e3 = y1v/2p + 42/,
z+1=qy3, VEs = 5(2y1v/D +y2v/20).
Il en est de méme si 2p(x + 1) est un carré dans N. Il vient donc que si
2p(x £ 1) est un carré dans N, alors /g5 € K et /2e3 & K.
(b) On fait la méme chose si 2¢(x £ 1) est un carré dans N et on trouve

que /es & Ky et 2e35 € Ko. Si y/2e3 € K, alors (/eze5 € Ky, puisque
V2e5 € K. Ainsi on a :

(i) {e1,€2,/€3} est un SFU de Ky si et seulement si 2p(z £ 1) est un
carré dans N.

(i) {e1,€2,/€263} est un SFU de K si et seulement si 2¢(x 4 1) est un
carré dans N.

D’autre part, 2e2 est un carré dans ke entraine que v/iea € ky(i). En
utilisant le résultat R2, on trouve qu'un SFU de K = Kq(7) est :

(i") {e1,Viea,/€3} si 2p(x £ 1) est un carré dans N.
(ii") {e1, Viea, \/e2e3} si 2q(z £ 1) est un carré dans N. m

THEOREME 11. Soient Ko = Q(/7,v2p), K = Ko(i), ki = Q(/q),
ko = Q(v/2p) et ks = Q(v/2pq). On garde les autres notations du théoréme
précédent. On suppose que eo est de norme —1 et 2e3 n'est pas un carré
dans k3. Alors sie3 = x +y\/2pq on a :

(i) {e1,e2,/€3} est un SFU de Kq si et seulement si 2q(x = 1) est un
carré dans N. Dans ce cas un SFU de K est {€2,/i€1,/€3}.

(ii) {e1,€2, €163} est un SFU de Ky si et seulement si 2p(x £1) est un
carré dans N. Dans ce cas, un SFU de K est {e2,/1€1,/€1€3}.

Preuve. Il suffit de remarquer que 2¢; est un carré dans kq, €; n’est
pas un carré dans Kq et si €3 = x + y+/2pq, alors on a :

(i) 2q(x £ 1) est un carré dans N < /5 € Kq et /2e3 ¢ K.

(ii) 2p(x £ 1) est un carré dans N < /2e3 € Kq et /g5 € K.

Avec le méme raisonnement que dans le théoreme précédent, on arrive
aux résultats voulus. m

THEOREME 12. Soient p et q deux nombres premiers impairs tels que
¢ = —1mod4, Ko = Q(v2,pq), K = Ko(i) et 1 (resp. ea, €3) l'unité
fondamentale de ki = Q(v/2) (resp. ke = Q(/pq), ks = Q(v/2pq)). On

suppose que 2e3 n’est pas un carré dans ks.

1. Sieo =z +y\/pq avec (x,y) € Z2. Alors on a :
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(i) Six=£1 est un carré dans N, alors {1, /22,e3} est un SFU de
Kq et de K.
(ii) Sinon, {e1,e2,/E263} est un SFU de K et de K.

2. Siey = x/2+ (y/2)\/pq avec x ety deux entiers impairs. Alors les
deuzx corps Ko et K ont le méme SFU {e1,¢e2,\/2€3}.

Preuve. 1. On a que €7 est de norme —1, €5 et €3 sont de norme 1 et
(x — 1)(z + 1) = pqy?. D’apres le lemme 5, 2pg(z + 1) n’est pas un carré
dans N. Ainsi on a :

(a) Soit pg(x £1) un carré dans N. Si pg(x —1) est un carré dans N, alors
il existe (y1,y2) € Z? tel que

—1= 2
{:1: PIVE  Jeg = (y1/2pq + y2V2) /2 € K.

x—l—lzy%,

Il en est de méme si pg(z + 1) est un carré dans N.
(b) Soit p(x £ 1) ou 2p(z £ 1) un carré dans N. Si p(z — 1) est un carré
dans N, alors il existe (y1,y2) € Z? tel que

—1=nmy2
{x pPy1, VEz = (Y14 /2p+y2\/ﬂ)/2 ¢ Ko, /pe2 et \/qe2 € Ko.

r+1=qy3,

Dans les trois cas qui restent on a que /g2 € Ko, \/pe2 et \/qe2 € K.

Soit e3 = s+1t1/2pg. On a (s —1)(s+1) = 2pqt?. Comme 2e3 n’est pas un
carré dans ks, alors s &= 1 n’est pas un carré dans N. Avec un raisonnement
semblable a celui fait pour &5, on trouve que les seuls cas possibles sont :

e 2¢(s+ 1) est un carré dans N;
e 2p(s £ 1) est un carré dans N.

Dans ces deux cas, /g3 ¢ Kq et /pes, \/qe3 appartiennent a Kq. Si |/pes €
Ko et \/pe3 € Ko, alors /e2e3 € K.

Enfin, avec toutes ces données et les résultats de [Kur-43| rappelés au
début de ce paragraphe on conclut que :

(i) Si x £1 est un carré dans N, alors {1, /€2,e3} est un SFU de K.
(ii) Sinon, {e1,e2,/€2¢3} est un SFU de K.

D’autre part, d’aprés le théoréme 2(ii) sur les unités de Q(v/d, v/2,4) de
[H-Y-90] une condition suffisante pour qu'un SFU de K soit aussi un SFU
de K, est que s =1 ou x &= 1 n’est pas un carré dans N. Or, dans notre cas,
on suppose que 23 n’est pas un carré dans ks, ce qui est équivalent au fait
que s £ 1 n’est pas un carré dans N. D’ou K et K ont un méme SFU.

2. Soit e2 = /2 + (y/2)\/pq. Comme e5 est de norme 1, alors on a
(x —2)(z +2) = pqy?, (x +2) — (x —2) =4, x — 2 et ¥ + 2 sont impairs.
Par suite = + 2 et £ — 2 sont premiers entre eux.
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(a) Soit pg(x £2) un carré dans N. Si pg(x —2) est un carré dans N, alors
il existe (y1,y2) € Z? tel que

x—2 = pqyi,
= 2 € ks.
{x+2:y37 Vez = (y1v/Paq + y2)/2 € ks

Ceci est absurde puisque €2 est 'unité fondamentale de ko = Q(,/pg). 1l
en est de méme si pg(x + 2) est un carré dans N. Donc ces deux cas ne se
présentent pas.

(b) Soit p(z +2) un carré dans N. Si p(x — 2) est un carré dans N, alors
il existe (y1,y2) € Z? tel que

— 9 =2
{i-i-?_gz%’ Ver = (o +y2va) /2 € Ko, ez et \/gea € K.
= qu2,

Les résultats du cas précédent concernant €3 restent valables ici, c’est-a-dire

Ves € Ko, /pes et /qes € Ky. Par conséquent, (/e2e3 € Kg. De la méme
fagon que dans le premier cas on conclut que {e1, €2, /22€3} est un SFU de

Ko et K. m

REMARQUE 13. On garde les notations précédentes. Soient d = pq, €1
I'unité fondamentale de Q(v/d), g2 I'unité fondamentale de Q(v/2d) et A;
la partie sans carré de N(g; + 1). On trouve dans [H-Y-90] que si Q) = 2
alors Ay = Ay = 2 oubien Ay = 2d et Ay = d. Or si g1 = x—i—y\/get
€9 = s+ tV2d, alors

(x—1)(z+1)=dy* et N(ey+1)=2(x+1);
(s—1)(s+1)=2dt* et N(ex+1)=2(s+1);
et
A1 =2 & (x+1)estun carré dans N < d(z — 1) est un carré dans N.
Ay =2d < d(x + 1) est un carré dans N < (z — 1) est un carré dans N.
Ay =2 & (s+1)est un carré dans N < 2d(s — 1) est un carré dans N.
Ay =d < 2d(s+ 1) est un carré dans N < (s — 1) est un carré dans N.

Par suite si  + 1 ou s & 1 n’est pas un carré dans N alors @) = 1.

THEOREME 14. Soient p et ¢ deux nombres premiers impairs tels que p =
—q =1mod 4, Ko = Q(/p, /7). K =Ko(i) etey (resp. ez, €3) l'unité fonda-
mentale de Q(,/p) (resp. Q(1/q), Q(y/Pq)). On suppose que 23 est un carré

dans Q(/pq). Alors {e1,€2,/e263} est un SFU de Ko et {e1,/ic2, \/E2€3}
est un SFU de K.

Preuve. On sait, d’apres le lemme 6, que 25 est un carré dans Q(,/q).
Comme 2¢e3 est un carré dans Q(,/pq), alors \/25e3 appartient a Ky. De plus
Ve2 € Kg et /23 & Ko. D’ott {€1, €2, /€263 } est un SFU de Ky. D’autre part
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V2e9 € Ko & Viey € K. Par suite, d’apres le résultat R2, {e1, /ie2, /€263 }
est un SFU de K. =

REMARQUE 15. Soient p et ¢ deux nombres premiers impairs tels que
p=1mod8 —g =1mod4 et (%) = —1. Soit €3 l'unité fondamentale de

Q(\/pq). Alors 2¢e3 est un carré dans Q(,/pq) (c.a.d. Q = 2).

Preuve. Soit e3 = x + y,/pq. Comme e3 est de norme 1, alors on a
(x — 1)(z + 1) = pqy?. D’apres le lemme 5, 2(z 4 1) et 2pg(x + 1) ne sont
pas des carrés dans N. Ainsi on a deux cas :

(a) p(z — 1) ou 2p(z — 1) est un carré dans N. Si p(z — 1) est un carré
dans N, alors il existe (y1,y2) € Z? tel que

z+1=qy3
Donc —2 = py? — qy3. Ceci implique que (%) = (%) = 1, ce qui n’est pas

possible. Si 2p(z — 1) est un carré dans N, on obtient la méme contradiction.

(b) g(x — 1) ou 2¢(z — 1) est un carré dans N. Si 2¢(z — 1) est un carré
dans N, alors il existe (y1,y2) € Z? tel que

{w—1=2%i
r+1= 2py§.

Donc 1 = py? — qy?. Ceci implique que (%) = 1, ce qui n’est pas possible.
Si g(z — 1) est un carré dans N, on obtient la méme contradiction.

Ainsi donc pg(x —1) ou (x —1) est un carré dans N; ce qui est équivalent
a dire que 2e3 est un carré dans Q(,/pq) (c.a.d. Q = 2).

3. Nombre de classes capitulant dans certaines extensions
qudratiques de k. Soient p un nombre premier congru a 1 modulo 4
et ¢ un nombre premier congru a —1 modulo 4, k = Q(v/2pq, i) tel que

au moins deux éléments de {(%), (%), (g)} valent —1 et lindice @ des

unités de Q(1/2pq) dans k est égal a 1, et kél) le 2-corps de classes de
k. D’apres [Az-93], la 2-partie du groupe de classes Cy est isomorphe a

7./27 x 7./2Z. Dans notre cas ]k(;) = Q(/P; /7, V'2,1) et les sous-extensions
quadratiques de kgl)/k sont : K1 = Q(/p,v2¢,1), Ko = Q(/q,v2p,1) et
Ks = Q(V2, \/pq, i).

On va faire une étude du probleme de la capitulation dans les différentes
sous-extensions quadratiques K/k de kél)/ k.
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kS

Diagramme 1

(a) Capitulation dans K;/k. Soit €1 (resp. €2, €3) 'unité fondamentale

de Q(\/p) (resp. Q(v2q), Q(v/2pq)). On pose €3 = s + ty/2pq. D’apres le

théoreme 10, un SFU de K; est donné de la fagon suivante :

(i) Si 2p(s £ 1) est un carré dans N, alors {e1,/23,1/ic2} est un SFU
de Kl.

(ii) Si2¢(s=+ 1) est un carré dans N, alors {e1,/ic2, \/e2€3} est un SFU
de Kl.

Dans les deux cas on a N(Eg,) = Eg. D’ou, d’apres le théoreme 1, exacte-
ment deux classes de Cqy capitulent dans K.

(b) Capitulation dans Ky/k. Soit €1 (resp. €2, £3) I'unité fondamentale

de Q(y/q) (resp. Q(v/2p), Q(v/2pq)). On pose €3 = s + t\/2pq. Distinguons

les deux cas suivants :
(i) On suppose que ez est de norme —1 (théoréeme 11). Dans ce cas :

e si 2g(s £ 1) est un carré dans N, alors {\/ic1, 2, /€3} est un SFU

de KQ;
o si2p(s+1) est un carré dans N, alors {\/ie1, €2, /€163 } est un SFU
de KQ.

(ii) On suppose que &5 est de norme 1 (lemme 8, théoreme 9). Dans ce
cas :

e si 2p(s £ 1) est un carré dans N, alors {\/ie1,/i€2, Vies} est un
SFU de Koy;

e si 2g(s £ 1) est un carré dans N, alors {\/ie1,/i€2, /€3} est un
SEFU de Ka.
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Dans tous ces cas on a que N(Eg,) = Eg. Par suite, d’apres le théoréeme 1,
exactement deux classes de Cs capitulent dans K.

(c) Capitulation dans Ks. Soit €1 (resp. €2,e3) l'unité fondamentale

de Q(v2) (resp. Q(v/Pq), Q(v/2pq)). On pose e = x + y,/pg. D’apres le
théoreme 12, un SFU de K3 est donné de la fagon suivante :
(i) Si x £1 est un carré dans N, alors {1, /€2,e3} est un SFU de Kjs.
(ii) Sinon, {e1, €2, /22€3} est un SFU de Kjs.

Dong, si z+£1 est un carré dans N, alors [Ey : N(Eg,)] = 2; sinon, N(Eg,) =
Ey. Il vient, d’apres le théoreme 1, que toutes les classes de Cy capitulent
dans K3 si et seulement si z £+ 1 est un carré dans N.

On obtient alors le théoreme suivant :

THEOREME 16. Soient k = Q(v/2pq,i) avec au moins deuz éléments de
{(g), (2), (E)} valant —1 et lindice Q des unités de Q(v/2pq) dans k est

p/'\q/)7 \q
égal a 1, Ki = Q(/p,v2¢,1), Ko = Q(/7,v2p, 1) et K3 = Q(V2,/pq,1).
Alors dans chaque extension K;, i € {1,2,3}, il existe exactement deux
classes de Cqo qui capitulent.

Preuve. Soit e2 = x+y,/pq (resp. e3 = s+t/2pq) 'unité fondamentale
de Q(,/pq) (resp. Q(v/2pq)). On rappelle que p = —¢ = 1 mod 4. On désigne
par (%) le symbole de Legendre pour un entier naturel m. On sait que deux
classes seulement capitulent dans K;, que deux classes seulement capitulent
dans Ky et que les 4 classes de Cy capitulent dans K3 si et seulement si z 41
est un carré dans N. On se propose de montrer que x & 1 n’est jamais un
carré de N.

Montrons que si x = 1 est un carré dans N, alors (%) = 1. En effet,

(x—1)(z+1) = pqy?. Si x+1 est un carré dans N, alors il existe (y1,y2) € N2
tel que 'une des deux situations suivantes est satisfaite :

x4+ 1=y} p P P p)’
$+1:pqy%7 1= ﬁ — -1 — LH — ;2 — 2
z—1=12, p p p p p)

Ainsi, cette propriété est démontrée.

Montrons que si 2¢3 n’est pas un carré dans Q(1/2pq), alors (%) =1ou

bien (%) = (%). En effet, (s — 1)(s + 1) = 2pqt?. Si de plus 2e3 n’est pas

un carré dans Q(1/2pq), alors s = 1 n’est pas un carré dans N et il existe
(t1,t2) € N? tel qu'on a 'une des situations suivantes :
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Cn () -5 -(57)-0)
s T 1=qt3, p p p p)
1ot (4)-(59-(22)-)- -
s F1=2qt3, p p p p P

Ceci termine la démonstration de cette propriété.
Conclusion : Si x=£1 est un carré dans N, alors, d’apres les deux propriétés
précédentes, (%) = (%) = 1. Par conséquent, nos hypotheses ne seront pas

vérifiées. Il en résulte que x 4+ 1 ne peut pas étre un carré dans N. m

4. Structure de G5 et 2-groupe de classes de k. Soient p un nombre
premier congru a 1 modulo 4 et ¢ un nombre premier congru a —1 modulo
4, k = Q(v/2pq, 1) tel que au moins deux éléments de {(%), (%), (g)} valent
—1 et l'indice @ des unités de Q(v/2pq) dans k est égal & 1, Cy le 2-groupe

des classes de k, Ei le groupe des unités de k, ]kgl) le 2-corps de classes de

Hilbert de k et G2 le groupe de Galois de ng)/ k.
Nous étudions la capitulation de certains idéaux de k et par la suite nous
déterminons la structure de G5 en nous basant sur le théoréme 2.

PROPOSITION 17. Soient k = Q(1/2pq, i) et Ho l'idéal premier au dessus
de 1+ i dans k. Alors la classe de Hy dans k est d’ordre 2. De plus Hy
capitule dans k(v/2).

Preuve. Montrons que la classe de Hy est d’ordre 2. Comme 2 est
totalement ramifié dans k/Q, alors il existe un idéal Hy de k tel que H3 =
(1 +4). On suppose que Hy = (a) pour un certain a dans k, ce qui est
équivalent & (a?) = (1+1). Il existe une unité e de k telle que (1+1i)e = o?.
Comme l'indice des unités @ est égal a 1, alors € est un nombre réel ou bien
un nombre purement imaginaire. Les deux cas se traitent de la méme fagon.
Supposons que ¢ est réel. Soit a = a; + ias avec oy et as deux nombres

réels de k. On a

{5:04%—@%7 a%—a%—%qozg:Oet041—042::&042\/5.
€ =2a1a09,

Comme /2 ¢ k, alors on a une contradiction. Il s’ensuit que la classe de Hg
est d’ordre 2.

Montrons que Hy capitule dans k(v/2). Comme dans le cas précédent, le
probléme est de chercher un élément o de k(v/2) tel que (a?) = (141). Ceci
est équivalent & (1 +i)e = o pour une certaine unité & de k(v/2). Si ¢ est
réel et a = a1 + tap, on trouve que

2 2 _
{8 T e qui est équivalent a o1 =\/e(1£v2)/2,
€ =2may, az =¢/(2ay).
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Il est clair que si € = 14 +/2, alors o et ay appartiennent a k(1/2) et par
conséquent (Ho) = () dans k(v/2). D’out le résultat. m

PROPOSITION 18. Soient k = Q(1/2pq,i), b et ¢ deuz entiers tels que
p=0b%+c? et P lidéal premier de k au-dessus de b+ ci. Alors la classe de
P est d’ordre 2 dans k. De plus, lidéal P devient principal dans k(,/p).

Preuve. Comme p est ramifié dans k/Q(7), alors il existe un idéal P,
premier dans k et tel que (b + ci) = P2. Si P est principal dans k, alors il
existe  dans k et € une unité de k tels que (b+ci)e = o?. Comme 'indice des
unités @ est égal a 1, alors € est une unité réelle ou bien une unité purement
imaginaire. Les deux cas se traitent de la méme facon. On suppose que &
est une unité réelle. Si o = a1 + ias avec aq et ap deux nombres réels de k,
alors

{bsza%—a%, ca%—cag—%alag:()et alzw.

ce = 201 aa, 2c

Or ceci implique que /p € k. Donc on a une contradiction. Par suite la
classe de P est d’ordre 2. Montrons que l'idéal P devient principal dans
k(y/Pp)-

Soit €; I'unité fondamentale de Q(,/p). Deux situations se présentent.

1) Cas oliey = z+y,/p avec x et y dans Z. Dans ce cas (z—i)(x+1) = py?
et le plus grand commun diviseur de x — ¢ et x + 7 est un diviseur de 2. Par
suite,

x —i= Ty,
{ T +i=n'y3,
avec T = b+ ci ou i(b+ ci), ou 7’ est le conjugué de 7 et y = y1y2.

Vu que c et b jouent un role symétrique, on suppose que m = b + ci.
Dans ces conditions, /&1 = % (y1V2r + y2V/27"). D’autre part, P devient
principal dans k(,/p) si et seulement sil existe o dans k(,/p) et &’ une
unité de k(\/p) tels que e’ = a®. Si @ = o + i et € = €i avec € une
unité réelle, alors on trouve que a; = y/e(—c£,/p)/2 et az = be/(20).
De plus, \/—c+ /D = 1}ri(ﬁ+ V'), Si on prend € = &1, alors a;
et ay appartiennent a k(,/p). D’ou I'idéal engendré par P dans k(,/p) est
principal.

2) Cas ol €1 = %(m + y/pP). De la méme facon que précédemment, on
trouve que
{ T — 2 = Ty3,
T+ 2 =7'y3,

avec T = b+ ci ou i(b+ ci), on 7’ est le conjugué de 7 et y = y1yo.
On suppose que T = b+ ci. Alors /1 = 3 (y1y/7 + y2V/7'). De méme, P
devient principal dans k(,/p) si et seulement si I'équation en a, 7 = a? ol
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¢ est une unité de k(/p), est résoluble dans k(,/p). Si a = a1 + i et € est
une unité réelle, alors on trouve que oy = \/e(b£,/p)/2 et az = ce/(20).

Comme /b + /p = \/7/2 + /7'/2 et pour € = €1, les nombres a; et ay

appartiennent a k(,/p), alors P devient principal dans k(,/p). m

PROPOSITION 19. Soient k = Q(\/2pq, i), Ho lidéal premier de k au-
dessus de 1 + i et P l'idéal premier de k au-dessus de b+ ci ot b et ¢ sont
deuz entiers tels que b®> + ¢ = p. Alors la classe de HoP est d’ordre 2 dans
k et la 2-partie du groupe des classes de k est engendrée par les classes de

Ho et P.

Preuve. Onpose b/ =b—cet ¢ =b+ c. Alors b'? + ¢? = 2p. L’idéal
HoP = («) ou « appartient a k si et seulement s’il existe une unité ¢ dans
k telle que (1 +4)(b+ ci)e = a?. Comme l'indice des unités @ est égal a 1,
alors € est une unité réelle ou bien une unité purement imaginaire. Les deux
cas se traitent de la méme fagon. Par suite, on suppose que € est une unité
réelle. Si o = a1 + ias avec aq et ap deux nombres réels de k, alors

o 2 2
{b/s—al—QQ, da? —ca — 20 ajan =0,
ce =2a1a9,
donc a; = ag(b' £ /2p)/c’. Or ceci implique que /2p € k. Donc on a une
contradiction. Par conséquent, la classe de HyP est d’ordre deux dans k et
la 2-partie du groupe des classes de k est engendrée par les classes de Hg et
de P. m

PRrOPOSITION 20. On garde les notations et les hypothéses des proposi-
tions précédentes et on suppose de plus que (%) = —1. Alors l'idéal HyP

capitule dans k(/2p).

Preuve. Dans ce cas 'unité fondamentale de Q(/2p), 2 = x + y/2p,
est de norme —1. D’ou

{x—z’: (1 +4)my?,
r4i=(1—1i)r'y3,
avec T = b+ ci ou i(b+ ci), ou 7’ est le conjugué de 7 et y = y;y2. Comme
b et ¢ jouent un role symétrique, on suppose que ™ = b+ ci. Alors on a que
Vez = 3(yi/ (1 + 497 + y2/(1 — i)n’). D’autre part, I'idéal HoP devient
principal dans k(1/2p) si et seulement si ’équation en a, (1 + i)me = o? ol
¢ est une unité de k(y/2p), est résoluble dans k(1/2p). Si a = ay + i avec
a1 et as deux nombres réels et € est une unité réelle, alors

e(b ++/2p) e

o=\ ——— et ay=

avecb =b—cetd =b+ec.
2 20[1
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De plus,

/b’+\/2>: \/(1+i)77 +\/(1—i)7r’.
2 2
Il est clair que si € = &9, alors a; et ag appartiennent a k(1/2p). Par suite,
I'idéal HoP devient principal dans k(v/2p). =

THEOREME 21. Soient k = Q(v/2pq,i) , kgl) le 2-corps de classes de

Hilbert de k, ]kgm le 2-corps des classes de Hilbert de kél) et Go le groupe de

)
2

Galois de kg)/]k. Suivant trois cas, le type des sous-corps de ko ', quadra-

tique sur k, est donné dans le tableau ci-dessous :

k(v2) k(vp) k(v2p)

H=-G-=-(=--—1 4 4 4
H=(=-t@G=1 4 B >
H-@--1G-1 b 4 5

En particulier, si F = k(v/2p) et Cxr est le sous-groupe de Cy associé
a I par la théorie des corps de classes, alors dans le premier cas, Cyr
ne contient ni Hy nit P, tandis que dans les deuxr autres cas il contient
exactement l'un d’eux. De plus, le groupe Go est isomorphe au groupe des
quaternions Q3 dans le premier cas, tandis que dans les deux autres cas il
est isomorphe a Q., ot 4 < m.

Preuve. Soient b et ¢ deux entiers tels que p = b + 2, H, l'idéal
premier de k au-dessus de (1 + i) et P 'idéal premier de k au-dessus de
(b + ci). On remarque les faits suivants.

L’idéal Hy capitule dans k(v/2) et il se décompose completement dans
k(v/2)/k si et seulement (%) = (%) = —1. Dans ce cas, le corps k(1/2) est
de type (A). Dans le cas contraire, k(v/2) est de type (B).

De plus, si (%) = 1, alors P capitule dans k(,/p) = Q(/p, v/2q¢,1) et se
décompose completement dans k(,/p)/k. D’ott P est norme dans k(,/p)/k.
Donc le corps k(,/p) est de type (A). Dans le cas contraire, k(,/p) est de
type (B).

Si (%) =—1l,ona:

1) Soit p=1mod 8 et (%) = —1. Alors, d’apres la preuve du théoreme 16,
la condition ) = 1 entraine que (%) = 1 ou bien (%) = (%). Par suite ce
cas est impossible.
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2) Soit p = 5 mod 8 et (%) = 1. Alors HoP capitule dans k(/2p). Comme

a
p

Hy est inerte dans k(1/2p)/k, alors HoP n’est pas norme dans k(/2p)/k.
Par suite, k(1/2p) est de type (B). De plus, dans ce cas k(1/2) est de type

(A).

En utilisant le théoréme 4 le résultat s’ensuit.
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