Sur les fonctions indépendantes I.
Par

J. Marcinkiewicz (Wilno).

1. Ce travail contient trois parties différentes.

Le théordme principal de la premitére partie est le th.3. Ce
théoréme est la base de deux parties suivantes. Le {th. 4 on est
aussi une conséquence. Lo démonstration du th, 3 est fonddée sur
les résultats du th.1.

La deuxitme partie du présent travail sera consacrée aux
recherches des conditions suffisantes et nécessaires pour la validité
des lois: de grands nombres, de Gauss et de Poisgon. Les résultats
obtenus sont connus en ce qui concerne la loi de grands nombres
et celle de Gauss; par contre, ceux qui concernent la loi de Poisson
semblent étre nouveaux. La dernidre partie sera congacrée i 1’étude
des fonctions caractéristiques analytiques de P. Lévy.

Les résultats obtenus peuvent étre traduits en langage do la
théorie de probabilités, ce que nous laissons au lecteur.

2. La notion de fonctions indépendantes est due o M. M.
A. Kolmogoroff?!) et H. Steinhaus?). Noug allons nous appuyer
souvent sur les résultats récents de M. A. Zygmund et moi-méme %),

Nous désignons par 4,B,C,... des constantes, qui peuvent
étre d’ailleurs différentes dans différents contextes. / ddsignera

' S
toujours lintégrale prise dang lintervalle <0,1, ¢. & . Pintégrale / .
0

Y Kolwmogoroft [3].

%) Kae [2].

%) Marcinkiewicz et Zygmund [5], [6].
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3. Nous allons établir d’abord une inégalité fondamentale pour
tout ce qui va suivre:

Théoréme 1. Soient @y, %y, %y,... des fonctions indépendantes
telles que

3.1) Ledi=0
( / (r=1,2,3,...)
(3.2) o] < K

Posons

1
N=u..
.

Alors les indgalités

(3.3) (I8 @<, >0,  |CAl<e<e

A

entrainent Vindgalitd
\ ¢ r., r o
(8.4:) [ISVdt <O ( M +eE),
ot (el g me dépendent que de r.

Lo démonstration de ce théoréme va étre décomposée en
plusieurs lemmes.

Lemane 1, Le th. 1 est vrai pour towt g<<r, s'il est vrai pour r.

En effet, soit o<<r et ep=1¢,/2. 11 suffit de démontrer la propo-
sition pour K=1. En supposant le th.1. faux pour g, on pourrait
trowver pour tout nombre # une suite de fonctions indépendantes

xl,n, -’02‘1!7 ‘7/'3,11; .

satisfaisant aux conditions (3.1) et telles que Lon aif:

(3.5) |wi, ,,1521,

(3.6) [1Sf =05, Su=Yain,
"in

(5.1) Cdi|=en

(3.8) ./'[S,,"(,Zt;n"[Mf,-{—a,,],

(3.9) en<Ser/2.

Nous allons montrer que c’est impossible. On voit d’abord
que M,—0. Bn effet, dans le cas contraire, on pourrait supposer
que M,=A. Désignons par B, Pensemble des points epntenus dans An
ot tels que [S=in. On a [dy—BaJ—>0 Qaprds (3.6), de sorte que
|OB,| =g, pour n sulfisament grand. D'autre part

[18af at=zn" [ 18 @t=<n™ 4.

i, By
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Le th.1 étant supposé vrai pour », on en tire

Iy

[ 18 @< rn” A,

ce qui donne
ARy \1.’{’ [ a " llv!" ylre rep e
VSIS an < [ 18aaty <O A
Or, comme (r—p)o/r<r, la derniére inégalité entraine A=0
d’apres (3.8).
Ceci établi, nous pouvons done supposer que My<e/2. Bn posant
B,=E(te Ay, |Si(1)|<1), on a alors
t

]B,;[}l'_‘ar 613

[ 18a @< [18, a0,

HII [ill
d’oti, en appliquant notre théoréme pour r,
o s v roar? .
[ 18] @< M-+ ).
Désignons par P, et @, les ensembles définis par les formules:

P,=E(tnoned,) (|8,]<1),

: Qn=Ta(tnone A,) (|8>1).
4

On trouve facilement:

SIS B<ICP<en, [ 184 B OL Mite],

Py Gn

[l 2t
An

En faisant la somme de ces formules, on en tire

[18a dr< o LMo,

ce qui est en contradiction avec (3.8).

Lemme 2. Soient w1(0),2(0),...,wu(0),... les fonctions de Rade-
macher. On «

) a2 [\ r o oI

A (a2 1/ | Ya,0,/ d0=< B ( Na? (r>0).
Ce lemme est connu; il est dit &% M. A. Kintehine.
Lemvme 3. Pour tout >0, 4l existe un &>0 tel que Pon

! L o2
/ Yo, d0=0,(Nad)"  dés que |CA|<Zen
A
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Nous ignorons si ce lemune a été explicitement formulé dans
la littérature; en tout cas, sa démonstration est immédiate. On a
en effet,
e r. ' ' : — IS 2r 12 * — r2
/ Ny w| df= /—{—/=/+0Va, { /|_}]a,.m,.\ dG} =/+0Ver(_\]a%) ‘
' A da 4 ' A
ou hien
X r a2 — 2,772
[|Saw) a0 0 (Sa)"™—0 (Ve Saiy

“d H
4

d’ol le résultat demandé pour e suffisament petit.

Lemme 4. 8i les fonetions indépendantes iy Bay...,Cny... -
mettent des distribuantes syméiriques et vérifient les relations (3.1)
et (3.3), il ewiste un ensemble B tel que 0Bl<are et
(8.10) [(Saty <0,

B
o ar ¢t Ur ne dépendent que de r.
Soit ‘ ,
8(0,8)=Dw(t) w.(0).
Les fonctions 8(0,t), considérées comme des fonctions de t,

sont équimesurables. Il existe donc pour tout 6 un ensemble
Ay, |Ao|=|4], tel que

(3.11) [18(6,0) dt<M".
4y
Désignons par ¢ Pensemble plan des points (6,t) tels que teda,
et par ¢(0,8) sa fonction caractéristique. On a d’apres (3.11)
[ [o0,)80,0] @sas <M

Désignons par B lensemble des points t tels que la droite
t=const. contient un ensemble de mesure >1—e&r (e fixé) de points
4 pour lesquels (0,t)e@. On a

|CB|(1—e)+ |B=1—e,  |B[>1—¢fer

Soient Q* ’ensemble des points (0,t)e@ tels que teB, et @*(0,1)
ga fonetion caractéristique. On a alors / / 0*(6,1)]8(0,8)] @t db < M,
ce qui entraine (3.10) en vertu du lemme 3.

Lemme 5. Le th. 1 est vrai pour les fonctions . symetriques

(c. & d. & distribuantes symétriques), lorsque r=2%k ot k est un entier
positif.
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Nous allons démontrer ce lemane pour le cas do k=3, qui est
tout & fait typique. D’apres le lemme 4, nous pouvons supposer que
T o8 .}
[(Sa2Y@<d, |CAl<e<e,.

A
On a

(S =Y [ o, a2 di=

» i

= > [watfafoit > [otds a2t [ =A+B-+0.

[T ST
Supposons que A est le plus grand des nombres 4A,B, . On
a alors, en posant o=_Ju?,
[rar<B([of'=&([vdi+ [sd)'<
A A
<[ +e [da) T <D[ Mot e [0 as]

Bn admettant De<i, on en tire
(3.12) /Iaadtsgfﬂ)M“.
D'une facon analogue, si B est le plus grand des nombres
A,B,C, on a
./'asdtgl),/'aczt./'amtgp{./'aﬂdt}g‘g

et on en conclut comme auparavant que 'on a (3.12) dbés que. e
est suffisamment petit.

Dans le cas ot ¢ est le maximum de 4,B,, on peut suivre
une autre voie. On a dang ce cag '

[ <Y [ahar=3Y [dar+3K2Y [wtar<sMo4-3108e2( [ o3 ar)"”
A ¢ : ’

ce qui donne ou bien (3.12) ou bien /‘a3dt< DK‘“a’W( /'03 dt)""ﬂ.

Lepremier cas est banal et dansle second on obtient / A< DESe
On a done toujours Te T

[P AU o[ MO+ K%s].

Pour en tirer I'inégalité (3.10), il suffit
galit Bl suffit de s’appuyer c)
lemme connu suivant 4): , ppiyer s e

Lemane 6. Soient m o _ . .
emme 6. Soient @y,x,,... des fonctions ndépendantes & valewrs
moyennes nulles. On a

Arf o< [ 18] as< Br [ o2 (r=1).

) Marcinkiewicz et Zygmund [6].
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Pour se débarrasser de la restriction que les fonctions x,2,, ...
soient symdétrigues, on utilisera le
Lenmane 7. Soient ¢ et T deux fonctions indépendantes & valewrs
moyennes nulles el telles que @ est dquimesurable avec —x. On a
o : i oagr
‘A,-'/ || (Zt\{.I/ |2 + | dth’i/ || (r=1).
Ce lemme est augsi connu ).
Lemane 8. Le th. 1 est vrai pour les v pairs.
Soit, en effet, T, équimesurable avec —w,. Sopposons que les
fonetions @y, Ty, g, Ty, ... sont indépendantes ™).
Los fonetions @,--Z» sont symétriques et vérifient les conditions:
Py > ' [ _ Ui
|(,0u-{- w;»l-{_\ZI\A, /‘_\:(w;v”{”‘mu)‘ dté(/"/ ijnl !dt.
A A
11 vient de 1y, en supposant » entier pair et en tenant compte

du lemmo 5, .
[13@n+ )| di<< M +K"e),

¢e qui donne en vertu du lemme 7 Dinégalité (3.4) pour les r pairs.
Le théoréme résulte directement des lemmes 1 et 8.
4. Soit V, une suite de fonetions de distribution. Posons

i
(4.1) Fo2)= [@*dVa(@).

—00
Nous appellerons ces fonctions les fonetions des moments.
Théoréme 2. Si lu suite des fonctions des moments® Fn(d) con-

verge dans un . intervalle {a,pp, o a=0, vers une fonction F(A), la suite
WV, tend vers une fonction de distribution V satisfaisant & lo condition

+oo
(4.2) F(A) = [w*av (o).

TI est trds probable que ce théoréme s0it connu, quoiqu’il
soit difficile de dire 8%l a été formulé explicitement dans la litté-
rature mathématique. Nous allons déduire le th.2 de trois lemmes
suivants: ‘

5) ibid.
5% on appliquant le th. suivant de M. A. Denjoy [1]: pour toute suile
{fn) de fonctions définies dans Pintervalle <0, 1>, il existe une swite équimesurable

de fonetions indépendantes.
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+.°° |—fxv
Lemane 1. Soit / |a|"@V (w) <o, La fonction F(z)= / = dV (@)

est analytique pour 0<<B(z)<r.

La démonstration est immédiate.

Lemme 2, 8 lo suite Fu(2) converge pour a<<a<<f, elle converge
uniformément dans tout rectangle défini par les indgalitds:

Rl<M;  e<R(z)<f—e  2e<<f.

(’est une conséquence immédiate du Jemme 1 et du fait que les
fonctions F,(2) sont uniformément bornées dans le domaine considéré.

Lemme 3. Sous les conditions dw lemme 2 la suite B, (i0) con-
verge uniformément dans tout intervalle —M <0< M.

Comme 1'intégrale

+00

/"wl’dvn(m) s;M, ((’<I"z'ﬁ)

oo
exigte, il est évident qu’il est possible de choisir un nombre 41
suffisamment grand pour que l'on ait:

=] A
/fmlrdV,,(w)gs, /I&Z’|rdvn(m)\<.se""“_
4 —
On a alors aussi:

Sl @<,

() Kee™M (0<< A7),

»

Supposons que 0<R(z)<r, tI |<M et congidérons l'intégrale

(4.3) l'/'xzdvn(m)lg‘i/'ezlgxdvn(w)j / RO SV (5 </m v <e.
i i

D’autre part
.1

(4.4) | / w*dV (& H el +Hm gy, (7 )}<P~n1<z) / emivmmdv( 0)<e.

Désignons par F; la limite de la suite F, D’aprés ‘ee qui
préeede, elle est siirement définie pour O<R(z)<r et tend vers une
limsite bien déterminée quand z—-i0. Nous pouvons donc admettre
qu’elle est définie aussi pour z=i0. Les inégalités (4.3) ot (4.4)
montrent que la fonction F,(2) peut étre représentée dans le domaine
0R(2)<r, |L(2)|<M par Vintégrale

A
By (2)= [ w2V ()
—A
avec une erreur <2 La fonction ®(z) étant continue, on a pour 2

(r=0,1,2,...)
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suffisament petits
(4.5) |D (@i ) — D (3y)| e, —M<Ly< M.
Or, pour % trés grands, la différence Folo+iy) —Fo(e+1iy)
(ol @ est Tixd) ewt trds petite, ce qui montre en vertu des inégalités
(4.3), (d.4) et (4.5) que F,(i0) différent trés peu de F(i6) dés que
— M0 M et noest trés grand. Le Jemme 3 est ainsi établi.
Nous pouvons maintenant démontrer ]e th. 2
voit facilement que les suites (F4(z) et {(FP(z), ol

D’abord, on

0
FE?)(,'J) =‘/.a¢"(ZV,, (),
—20
convergent aussi pour a<Ze<Zff, Bn répétant donc Pargumentation du
lernme 3, nouy pouvons admettre que les suites {FP(E0)) et {EFS(i6))
convoergent uniformdément dans tout intervalle fini. On a
oo

FP0) == [l n@yi)  on

) /Ml (),

Ta(w)=V u(e").

L suite 11‘5,”(770) dtant uniformément convergente, on conclut
d’wn. théoréme connu ®) que la suite Vi(u) converge vers une fonc-
tion V' non déeroissante assujettie i la condition V(eo)=1. La méme
conclusion est done justifide aussi pour la suite Va(x) dés que 0<Cooo.
BEn opérant de la méme fagon sur la suite FS(2), on établit facilement
la convergence de la suite V,(x) pouwr —oo<Lo <0, ce qui achdve
Ia démonstration du th. 2.

5. Nouy
ce travail,

allons démontrer & présent le théoréme principal de

Théoreme 3. Soit donné pouwr chague n un systéme de fone-
tions indépendantes Lo, Bugy Lny ... Soit S',,_ > By et Vi la distribuante
de la fonetion S,.

Powr que la swite V, converge vers une fonction V admettant
wne fonction de moments F(=), il faut et {1 suffit qu'ils ewisie des
constantes Wy, Iy, ... telles que:

(5.1) N |I;J(|m,,,,.~,1,,,,,1>lc,.)l—>o,
(5.2) Faz)—F(z),

Ol Ay o8t défini par les relations: |8 (Znp22An0)| 22 &y IL (B0 K Anw)| =1,
{

n désigne la fonetion de moments de la somme _\_,m,,,,' et

{pn 8t IQ'!'n,I'I Q—K:m
o 0 80 |@u> K

“) Von‘ poex, Liévy (4], p. 37 et suivantes.
Fundamenta Mathemndicao, T XXX, 14

(5 .3) Wi ==
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En tenant compte du th.2, il suffit de montrer que ley
conditions (5.1) et (5.2) sont nécessaives. Cette démonstration sera
composée de six lemmes.

Lemvme 1. Soit V symétrique et telle que

oo
/!mi'vdl7(w)<oo.

=00

Posons:
7, 2 - )
O'n::Emn,a', E,=E,{K) =~E({711>1\- ).
v ¢
Les fonctions @, dant symélriques, si la suile des distribuantes
des fonctions S, converge vers V, on a pour K trés grands

(5.4) lim | By K< Oy

Soit
S,z(o,t) =Eﬂ);:(0) HATRT
»

Pour chaque 0, la mesure de Densemble des ¢ ol |8,(0,0)]=7 K
est, pour n trés grands, sensiblement proche de V(K)-—V(—K), au
moins quand —K et K sont des points de continuité de la fonction V.
11 en résulte que ’ensemble des ¢ pour lesquels il existe un ensemble
de 0 surpassant en mesure 1—e, (& fixé) et satisfaisant & la con-
dition [S.(0,1)] <K est d’un méme ordre de grandeur. D’aprés le

lemme 3 de 3, on conclut que, en un fel point, on a e,<C.M.
Or, 1—V(K)+V(—K)< M, K", ce qui achdve la démonstration

du lemme.
Lemme 2. Supposons @n» et V. symetriques et soit

I
On a alors
(5.6) B K 3 | B o )| <O
Posons et
Bun=B(@lodtns)y  Ba=TB(o,< ).
On a évidemment:
HCE DB, [1(1—|Ea]) = | B

Daprés le lemme 1, on en conclut que |[(J,)< AK™", d’on
Pinégalité (5.6).
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Lenvme 3. On a powr tout K>0

(5.7) lim sup /'ISiﬁl"dtg(}',JLI,.
n-poa
-0
N NI L ..
ol M,.=/|w| aviz), Shi=3uazk, et les wr, sont définis par (5.5).
oo "

En tenant compte du lemme 2, on voit que 87 et S, ne différent,
pour n trés grand, que dans un ensemble de mesure d’ordre K~
et, d’autre part, que I’ensemble des points olt §, surpasse K est aussi
d’ordre K. 1l existe donc un ensemble A, tel que |(4,] est d’ordre
K" et que Pon a 8}=8,, |SH<HK partout dans cet ensemble. Par
congéquent

k
lim [|S§lat< [ |al"av (@),
4 -K

auw moing quand K et — K sont des points de continuité de la
fonction V. Pour K suffisament grand, nous pouvons appliquer le
th. 1, ce qui nous donne linégalité (5.7).

Lemme L. I existe une suite I, — oo telle qu'en posant:

;]’/';';,u =®n,v 51 lwn,l'l < -l‘:ng Jc;};,l' =0 s [wﬂ-”| >K"7
'F.oo
Si=Sat.,  My=|zav (),

r —0
on o a:
(5.8) P B (jn, o >Hn)| =0,

r f

(5.9) j IS dt <O M.

La posgibilité du choix d'une suite K, — oo satisfaisant
& linégalité (5.9) résulte du lemme 3; Dlinégalité (5.8) est alors
une conséquence immédiate de la relation K,—oo et du lemme 2.

Lemme 5. Les conditions du th. 3 sont nécessaires st tnn» €t V
sont symétriques.

On conclut du lemme 4 que les fonetions Fi(z) sont bornées
pour A< R(z)<r—A, |I(z)|<M. Comme V3;—V, il en résulte que

Fi(2)—F(z), au moins pour = réels et tels que A<z<r—4, ce

qui entraine la convergence de la suite {Fi(=)} dans la bande
A< R(z)<<r—A. Une simple modification de largumentation per-
met A’établir la convergence pour O<R(e)<r.

14*
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Lemame 6. La condition du th. 3 est néeessaive dans Lo cas
yeéndral.

PosSONS Znp-+Fnp=Ynry, O Enp 8h équimesurable avee —wgy,, ob
Y= 4n». Définissong maintenant y;’; , (lo mani¢re que les conclu-
2@

sions du lemme 5 soient satisfaites. On a:

(5.10) 2 B(
[

Y, > Hn) =0,

(5.11) (13 at=<M..

Soient A, définis de facon que Don ait |B(Zanz2 A=) et
( A 2
Bl(@ne<Ans| =4 La formule (5.10) entraine facilement
t

> |jI;] (0o A 32 I ]) > 0,

ce qui se déduit facilement des relations:

B (nr—Anp2 Bn) B(Zn -+ Anp 20) C B(ynnzz [0),

t t !
E (z"vn.v - An,n< _I\yn) E (En,l' + Znn' <0)C »E (;(/n.'l' fi; - ~I\’-n)-
t ¢ t t
Posons

] Zn,v 81 |w",l' - 211,1' = 11'.-,1
| 0 s |aw— Ans| << Koy

ot
Cpp=

et désignons par ;. 1a fonction équimesurable avee —on. Supposos
enfin les fonctions @1, @1, @52, %m e ... indépendantes, La distribuante

“Joa
de la somme N (@, +a7,) tend alors vers [V (w—y)dV(z) pour n->oo,
—)

Il est évident que la mesure de Pensemble ot la somme
considérée differe de ¥, ne surpasse pas la somme suivante

Ay , o
S=2 (B, +a7,,) + 9,

Drautre part, il est facile de voir que

0N ! - 7\
02 II;J \I?/,l‘»)-' = '[\*n’\ .
"

Draprées (5.6), la dernidre somme peut étre supposée d’ordre K
Nous pouvons done appliquer le th. 1, ce qui donne

./.|_»\_Jfl};1‘;- +~ {L",;,7‘|l.dtzr:0( 1 ).

icm

Fonctions indépendantes 1 213

Or, comme la distribuante de Nane converge vers V, il en
résulte facilement que / | N dt=0(1) dés que la fonction ¥ admet
an moins deux points différents de croissance. La dernitre inégalité
donne facilement le résultat demandé.

11 nous reste le cas olt Ia fonction ¥ n’admet qu'un seul point
de croissance. Sans restreindre la généralité, nous pouvons supposer
que ¢lest le point 0.

Soient 4,0 des fonctions équimesurables & une fonction
bornée et & distribuante continue. La loi de la somme ®n0-+ Y25
tend alors vers celle définissant @, Nous pouvons done appliquer
notre théoréme, démontré déjh pour les distribuantes continues,
c¢e qui donne .

[ latng+ S
I définition de @y, étant la méme quauparavant. En tenant compte
de Dhypothése que @no sont uniformément bornées, on en conclut

dt=0(1) (B>0),

que /‘|_)‘w;,,1.$kdtz:()(l). La distribuante de la somme  Yw,,. con-
Verg’ezi,nt vers celle de la fonetion identiquement égale & 0, il
vient

[ 1Y@ dt—0 (%>0),

ce qui achéve la démonstration du théoréme.

6. Le th.3, qui vient d’8tre établi, se simplifie dans le cas
ot la fonction caractéristique de la distribuante limite est une
fonetion entidre. Nous avons dans ce cas le

Théoréme L. Soient Vi(z) la distribuante de la somme Ny
les fonctions @ay dant indépendantes.

Pour que la swite V.(z) converge vers une distribuante V()
dont la fonction caractéristique est entiére, il faut et il suffit qu'il ewiste
ume swite de constantes Ky, KoKy, ... satisfaisant aux conditions:

(6.1) 21 ]]]?l(lwn,v — Zn.l’l >I{n)l -0,
! ‘ e
(6.2) ([ 3@t — [ o"dV () (k=1,2,...),
0 —co

ol Any sont définis par les relations:
B>l B <>k
t .

b Lyp=Tny OU Tpp=0 suivant que |Bnp—Ing| <En 0w mon.
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En vertu du th. 3, il ne s’agit que de la suffisance de ces con-
ditions. Or, la relation (6.2) entraine la convergence uniforme dans
tout intervalle fini de la suite des fonctions caractéristiques des
fonctions N @n., ce qui entraine le résultat demandé d’apres le
théoréme classique de M. P. Lévy?7).
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Eine Aquivalenz zwischen der Kontinuumhypothese
und der Existenz der Lusinschen und Sierpinskischen
Mengen.

Von
Fritz Rothberger (Wien).

Wir definieren, wie iiblich?), eine Menge X habe die Higen-
schaft L (und schreiben: X eL), wenn jede nirgendsdichte Teil-
menge von X abzéhlbar ist; und eine Menge Y habe die Eigen-
schaft S (oder: YeS), wenn jede Teilmenge vom Lebesgue’schen
Masse Null abzéhlbar ist.

Aus der Kontinuumhypothese 8, ==2% folgt bekanntlich die
Lxistenz zweier linearer Mengen X und Y von der Michtigkeit
des Kontinuums, wobei Xeli und YeS ist?).

In der vorliegenden Arbeit soll die Umkehrung dieses Satzes
bewiesen werden (Korollar zu Satz 1).

Wir betrachten hier ausschliesslich lineare Punktmengen und
bezeichnen mit & die Menge der reellen Zahlen.

Lemma 1. Wenn eine Menge von positivem dusserem Mass und
von der Michtighkeit 8, existiert, so lisst sich # in 8, Teilmengen von
I. Kategorie zerlegen.

Lemna 2. Wenn cine Menge von I1. Kategorie mit der Mdch-
tigheit %, ewistiert, so ldsst sich & in N, Teilmengen vom Masse Null
zerlegen.

1) Vgl etwa W. Sierpinski, Hypothése du continw, Monografie Matema-
tyezne 4, Warszawa-Lwoéw 1934, p. 87 und 81. )

3 W, Sierpinski, loe. cit., p. 29 #f., Proposition Py und Proposition Pya.
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