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Pagsons A la démonstration du th. 2. {6y désignant la suite
Q’ensembles fermés-ouverts du lemme 1 (pour n==0), soit ®; I'en-
semble des fonctions fe@a3 telles que fmj-f(ﬁ;(}i) ==(), Llensemble
@, étant ouvertl) et dense, le produit D=, Dy-... estun G dense.
Or, pour fe®, les ensembles f’“l(g/) sont des quasi-composantes de ¢e.
En effet, si & n’est pas connexe entre p et ¢, il existe un ¢; tel que
e et qe@—G;, Lot f(p)ef(@) et (q)ef(@— 1), done f(p)=+1(q),
puisque f(G)-f(¥—G1)=0.

4. Connexité d’ordre n. Cette notion s’impose ’une fagon
analogue & celle de connexité de dimension n; A savoir, la connexité
entre deux points p et g est dite dordre 2n, lorsqu’il n'existe aweun
ensemble ouvert G tel que ped, qe@@—0G ot Fr () se compose
de n—1 points au plus.

Une démonstration tout-d-fait analogue & colle du_th.1 con-
duit au théoréme suivant: les homdomorphics f’(—:(o?“i)_bf telles  que
Pordre de conmewité de 8C entre p et q est dgal & celui de [(8) endre f(p)
et flq) chaque fois que cet ordre est fini 2), — comstituent un ensemble
résiduel dans (9%

On naura qu'h remplacer dans le raisonnement du NoO2 le
théoréme de plongement, cité dans le renvoi 1, par le suivant 3):
A et B étant deux ensembles fermés dont le produit est fini, les
homéomorphies fe(#*)% telles quele nombre des éléments de f(A4)-f(B)
est égal & celui de AB, constituent un ensemble résiduel dans
Pespace (%)%,

1) Voir, p. ex., Fund. Math. 28, p, 338, renvoi L.

2) (ette restriction est essentielle. Ainsi, parex., I'espace compost des
segments unissant le point (0,1) & tous les points rationnels de l'axe des abseigges
est connexe d’ordre N, entre ce point et chaque autre point. Cependant il est
impossible de le compactifier sans que lordre de cebte connexit¢ devienne c.

8) Ce volume p. 8, th. 1.
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Sur la contractilité des hyperespaces de continus
localement connexes.

Par
M. Wojdystawski (Warszawa).

1. € dtant un espace métrique et ¢ la distance dans &%, soit 9%
Phyperespace de &2, c¢. d d. Pespace dont les points sont les sous-
ensembles fermés non vides de &2, avee la distance de Hausdorff:
(1) dist (X, X,)=sup [sup inf o(z,,2,), sup inf o(zy,2,)],

xeX, weXs xeXs xeX,
détinie pour tout couple d’ensembles non vides X, X ,CéR (férmés
ou non). ’

Un ensemble X, est dit coniractile dans un ensemble X,1),
lorsquil existe une fonction continue de deux variables f(,t), ol

xeX, ot ted (7 désignant intervalle 0<t<1), telle que:

flw, 0)=u, f(@,1)= const.

Llespace &2 est dit localement contractile lorsque, dans chaque
entourage U d'un point quelconque ®ed%, il existe un entourage V
de @ qui est contractile dang U.

Je me propose d’établir ici le suivant

Théoréme. Si Vespace &2 est un continu localement connexe ?),
som hyperespace 2% st localement comtractile et comtractile dans soi.

fla,t)e X, pour chague t,

La réeiproque est également vraie: en effet, la contractilité locale en-
traine ln connexité locale; or, la compacité et la connexité locale de 2% gqui-
valent aux mémes propriétés de S€3),

1) K. Borsuk, Uber eine Klasse von lokal usammenhingenden Rdwmen,

Tund. Math. 19 (1932), §3, p. 2356-242.
2) ¢, A d. une image continue du segment rectiligue g,
8) of. T. Wazewski, Sur wn conbinu singulier, Fund. Math. 4 (1923),

p. 232,
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Le théortme qui va étre démontré est en rapport avee le
probléme suivant: @ étant un continu localement connexe (en parti-
culier, C=d), Pespace 9% agt-il homéomorphe au cube & de Pespace
de Hilbert? Ce probléme étant ouvert, il était done naturel de se
demander si 2% jouit, pour de tels &, des diverses propriéiés de bl
qui sont des invariants d’homéomorphie (on sait p.ex, que st
un rétracte absolu 4), qu'il est un continu homogéne %) ete.). Ajoutons
que Ia contractilité locale d’un espace de dimension finie, associde
A sa contractilité dans soi, suffisent ) déjh pour que cel espace soib
un rétracte absolu; mais on ne sait pas 8'il en est de méme, lorsque
sa dimension est infinie (comme celle de Pespace 2"1").

2. Désignons par R.(4), olt AC, la sphire généralisée ouverte,
située dans &8, de centre 4 et de rayon 7, ¢. & d. Pensemblo des pointy
€88 pour lesquels on & inf p(a,2)<r.

aed

Un espace & est dit convese (au sens de Mengoer) ), lorsquil
contient, pour tout couple de points wy,ye ¥, al MOINN un segment
rectiligne ayant i, et w, pour extrémités (¢ fvd. isomdtrique avee
le segment 0, p(wy,2,)). Un tel segment seva désigné par s il peat
se réduire & un point w,=w,.

n—L
Tout ensemble de la forme N @@ olt == ot wy==y, ou

=1
oo

bien de la forme (@)-+(y)+ Y @@ ot w==lima ol y==lim u,
=m0 { o0

[ et .
sera it respectivement ligne brisde finie et ligne brisée infinie, ot

désigné par L(z,y). BEn désignant par [L(m,y)| sa longueur, on a

Enfin, X étant un sous-ensemble de &8, désignons par 74(P, X)),
pour PCX, l’ensemble-somme de toutes les lignes brisdes Llinies
L(z,y)CX telles que zeP et |L{x,y) <t

On a donc:

@) PCT(P,X)CX,
(3) T,(P,X)=P,
(4) TP, X)C B/(P)- X,

ot B(P) désigne la fermeture de Ry(.P),

4) K. Borsuk, Sur les rdractes, Tund. Math. 17 (1931), p. 169-160.

5) e.dd. quil existe pour tout couple a,bed une homdomorphie b 'de &
en &, telle que Ma)=0>0. Pour la démonstration voir O. I, Kelier, .Math.
Ann. 105 (1932), p. 757.

) K. Menger, Untersuchungen iber allgemeine Melrik, Math. Ann. 100
(1928), p. 81-82. ‘
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On constate que

X CX,CX,C0 et X4Ca entratnent Dinégalité
dist (X, X,) <Csup[dist (X, X,), dist (X, V)7,

Q’olt Pon conclut selon (2) que, pour tout AC& et tout =0,

(8)  les dimclusions

(6) Tes indgalitds dist (4, P)<r et dist(4,.X)<<r entratnent Vindgalite
dist[4,T(P, X)]<r.
De méme, on conclut de (2), (4) et (5) que pour tout =0
(7) ' dist[ P, T (P, X)L,
Soit 7>0. Les propriétés suivantes de 7.(P,.X) nous seront
utiles dang la suite:

(8) Ni P et P osatisfont aux condilions

(i) P'CT(P,X) et PCIT.(P,X),
Dinéyalité |b-—¥|<t entratne Vindgalité

(ii) Aist[T4(P, X), Te(P', X)]1< 27,

lin effet, il suffit de prouver (en raison de symétrie) que
Ihypothése #'eTy(P', X) entraine Pexistence d’un weT:(P, X) tel que
o(z',)<2v. Considérons & ce but une ligne brisée L{z',y')CX de
longueur <t, ot y'eP. Comme P'CT«(P,X), il existe une ligne
brisée L(y',y) de longueur <z ot yeP’. En tenant compte de 1’iné-
galité 71’ <271, on voit aisément qu'il existe un point tel que
la ligne brisée IL(a',y)+IL(y’,y) se décompose en deux parties:
L(# ,m) et L{xz,y), de longueur |L(4',x)| <27 et | Lz, y)|<t. Par con-
séquent  g(w’,0)<2r et wely(P,X), c.q.f.d

En outre, s¢ Pespace € est conveme, on. a les propriétés suivantes:
(9) dist(A4,P)<r  entratne E.(A)=Ts[P, R:(4)].

B effet, les conditions zeR,(4) et dist(4, P)<r entrainent alors
Pexistence dans R.(4) de deux segments ¥a et zp de longueur <7,
ott aed et peP. Par conséquent |Fa+ zp|<2r, d’ou we Tor[ P, R(4)],
ce qui entraine B.(A4)C I[P, R.(4)]. Linclusion inverse résulte de(2),
en 'y substituant 2r & ¢ et R.(4) & X, puisqu’on a PCRE,(4) d’apres
Phypothése dist (4,P)<r. )

(10) 80 dist(4,P)<r et dist(P,P)<z,  Vindgalité
(iid) |t —t v <§ [r—dist(4,P")]

entratne (ii).
En effet, en vertu de (8), il suffit de montrer que (iii) entraine (i)
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"Or, si weP, il existe un #'e P’y ot si o', il oxiste un zeP, pour
lesquels on a o(a’,2)<<z. I1 en résulte (par suite do la convexité de o)
Pexistence dun segment #z'C & de longueur =iz, Comme w'e¢l,
il existe un aed tel que g(a,a')<mdist(4,'). On a done pour
tout yezn’

’

oy, @) <oly, @) +olw, a) v dish (4, 1)
< L[r—dist(4, P')]+ dist (4, P")<r.

Par conséquent @’ CR.(4), c¢e qui entraine (i) dlaprés la
définition de T, (P,X).

QY . ) .

3. Lemvme 1. I dtamt convexe, 2% est Tocalement (;(mb;'(wm,lu el
contractile dams soi; plus precisément, quel que soit ,A.e2“/, la sphére
ouverte B.(A) de centre A et de rayon r>>0 est contractile dans sa
fermeture R.(4).

Démonstration. Posons pour tout el (A)

(11) PP )=Taut (P, Ri( A)).

Il vient F(P,0)=P selon (3). Hn outre, les indgalités
dist[4,B.(A)]<r et dist(4,P)<r entrainent F(P,8)e R (A) selon(11)
et (6). On a enfin F(P,1)=R,(4) en vertu de (9).

Reste a établir l1a continuité de la fonction £

Soit PeR,(A4), 0’1, e>0. On a done dist(4,.) <
Soit  O<<v<<inf{e/dr, /2, F[r—dist (4, P)]}. Pour tout couple (P,t)
satisfaisant aux conditions [t'—i<<7 et dist(P,P)<7, on a done
d’aprés (10), (11) et (ii) Aist[F(P,t), F(P',t')]<2re, (. £,

Remarque. Dans le cas olt non seulement Pespace 9 est
convexe, mais que toute composante de R,{(4), pour chaque Ae23’ ,
est métrisable d’une facon convexe, un raigonnemont analogue
permet de montrer davantage, & savoir que R.(4) est alors con-
tractile dans soi.

Lemme 2 7). Tout espace compact & est homéomorphe & un
sous-ensemble X* dun espace Y* compact, conveme et tel que

dim (9*—X*) < 1.

Démonstration. On peut admettre que & est situé dans
le cube 9™ et que le diamétre de &€ ne surpasse pas 1. Llespace &
étant compact, il existe pour tout = naturel un ensemble fini
F,Cé tel que:

(12) FuCluyy,  dish(F,,00)<1/2"

7) Je dois ce lemme 4 M. K. Borsuk.
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de lignes brisées infinies Ly(p,p’), Lao(p,p)s - - -
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Iin ‘d(nsigmml’, par T, la somme de tous les segments recti-

lignos @y tels que @, yel, et o(w,y)<1/2", posons:
[2e]
(13) T=3Ty,  Y=8LT.
k=1

T est done une somme dénombrable de segments qui ont des
oxtrémités dany 8 et dont le diamaétre tend vers 0. Par conséquent
ost compact et dim(Y— )< 1.

Nowus allons montrer & présent que tout couple p,p’ de points
de g Wy laisse relier par une ligne brisée infinie L(p,p’) telle que

(14) belp, ') =|Lip,p ) Z0(p,p").

I effet, soit & un entier tel que 1/2"'Hgg(p,p’)\<\1/2k. Il existe
Lapres (12), pour echaque 1=1,2,..., un couple x,z_; pour lequel
on o wpmaelp, et p(pa) <12 olp!,m)<1/2" T vient
o). /2”"'"'“"]L el (@my, 0—pag) <1 /2”“—1. D’aprés la définition (13)
de &, on a done @@ -+ 5w CY. Posons

o0

L(p,p")=(p)+(p') +i %;371 Li1e

400 ‘
Alors | L(p,p")l=0(p,p')+ 2 0®s@i11), de sorte que linégalité
[0

{(14) est réalisée.

Ceei établi, nous allons remplacer Pespace I par un espace
homdéomorphe ¥, en remplagant la métrique ¢ par une nouvelle
métrique ¢, topologiquement ‘équivalente. Posons notamment

p,p )= inf  |L(p,p")|
enpsp')=_ 'c:?/‘| (7:2")|

A\D> P
On o alory, d’aprés (14):
bo(p,p') Ze,(p, ") 2a(p,p"),
0P, 2" )=20,(p",p), e, (p,p")+elp’,0") =0, (p,0")-
Enfin, il existe un ge ™ tel que
(16) e, (P Q)=0e,(p", O)=1e,(P,0")-

B effet, selon la définition de g¢,(p,p’), il existe une suite
telle que

lim | L, (p, ") =0,(p, D)
=00

Soit ¢, un point tel que
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L(p,(j"H—L(q",p')=1)"(7),p') ef IL(Y)?(I,,)'"""IL((IM7)l)|1‘ 2 /1,,(7)77)') .

Par suite de la compacité de 9, on peut admettre que
hm O, =9 Les indgalités

IL 7’77) ]7
b 310 )

Q],(‘hp )<LL(Q7Q,,)+Q (C[",p) L’L((]ﬂ/"
0,(¢:0")<e,(0,4,) }‘QJ,(qm?’ Y<e(eq,)+
entrainent (16), d’oi 8) la convexité de ™.
Lemme 3. 8i 3 est -oompact et & est un r«ih'w«%q“f de %,
Vhyperespace .‘31 est um réiracte de 2
Démonstration. Soit r(#) une rétraction de ¥ en & ¢ ad.
une fonetion continue, définic pour tout yed et telle que
MY )=2ee et )= pour oedl

>

ar
IPensemble #(B)e2 -, on
Q’une manitre continue et de fagon que

K
En faisant correspondre a tout Bel

¥ &
transforme 2 en 2

) X, 0/ *’l
r(d)=4 pour Ae2”. (Pest donc une rétraction de on, .

4. Démonstration dw théoréine, Soit &€ un continu loca-

lement connexe. En vertu du lemme 2, on peut admettre que &

est situé dans un espace 9 compact, convexe ef tel que dim (-a8) <1,
Cette inégalité, associde & la compacité et & la connexité locale de &,
entraine que & est un rétracte de ' °), d’on, selon le lemme 3,
2% est un rétracte de a7 Or, d’aprés le lemme 1, Pespace 0¥ ost
localement contractile ef contractile dans soi. Comme ces propridtés
se transportent d’un espace & ses rétractest), il en est de méme
de 2:", c.q.f.d.

8) K. Menger, 1. c., p. 89.

) d’aprés le théoréme de M. C. Kuratowski, Sur les espaces localement,

connexes et péaniens en dimension n, Fund. Math. 24 (1935), p. 276, Th.1".
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Ein Beitrag zur Axiomatik der Abelschen Gruppen.
Von
Alfred Tarski (Warszawa).
Definition 1. Bs sei G eine beliebige Menge und a—+b eine
bindre Operation. § wird als Abelsche Gruppe mit der Grund-

operation b bezeichnet, wenn fiir belicbige Elemente a,b,c e G
Sfolyende Bedingungen erfallt sind:

0.1. a|-bel

0.2. Atz h 40y

0.3. (b ¢)=(a-+b)+c;

0.4, es gibt genaw ein Blement xe @, fir das a=b+wx ist?).
Definition 2. Ist G eine Abelsche Gruppe mit der Grund-

operation a+b und sind a und b zwei beliebige Elemente von G, so wird
das einzige Klement xe@, fir das a=b-+x ist, mit a—Db bezeichnet.

Aux diesen Definitionen ergibt sich leicht

Satz 1. Ist G eine Abelsche Gruppe mit der Grundoperation
a-+ by so sind fir beliebige Elemente a, b, ¢ € G folgende Formeln erfiillt:
1.1, a—Dbel,

1.2. t—(@—b)=

1.3, a—(b—e)=c—(b—a), .
14, t~~{b—[e—(a—Db)]li=¢,

1.5. 4 b= —[ (@ —a)—b].
Y Vgl 2.8, 1. V. Huntington, Trans. Am. Math. Soc. 6 (1905), 5. 192 if.
oder mein Bueh: EBinfihrung in die mathematische Logik, Wien 1937, 5. 111 und
134, Ity sei bomerkt, dald 0.1 aus 0.2-0.4 ablmtbar igt; in 0.4 kann das Wort
agenau’ weggelassen worden.
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