256 A. Tarski.

Man kann beim Autbau der Theorie der A.lmlsc]‘um. Gruppen
anstatt der Operation -0 die inverse ()pm’u.ti{)n. ("”,“b als (J‘tl.'ul}d.*
operation betrachten ). Satz 2 stellt uns fiir (llgsuu .:h‘wll zwm. Ny-
steme von Postulaten zur Verfiigung, die zur Begritndung (.h(*.H(ftI'
Theorie hinreichen: das eine System besteht aus 1.1, 1.2, und 1.3,
das zweite aber aus 1.1 und 1.4; die Formel 1.5 kann dabei als
Definition von -+ angeselien werder.

In den metodologischen Untersuchungen iiber die Theorie d(.u-
Abelschen Gruppen erscheint es oft als zweckmiifiig, weder die
Operation «-b noch a—>b als den Grundbegritf zu betrachten,
sondern einen sozusagen neutralen Begriff einzufiibren, und zwar
eine ternive Relation S(a,b,e), die zwischen drei Elementen a,b,e
der Gruppe @ dann und nur dann besteht, wenn as=b--¢ oder (yv;w
auf dasselbe hinauskommt) a—b=¢ isi2). Die beiden obigen Po-
stulatensysteme [1,1 1.2, 1.3] und [1.1, 1.4] kounen dieser Tassung
gemiB umgeformt werden; inshesondere nehmen dann die Postulate
1.1 und 1.4 folgende TForm amn:

1. Zu zwei belicbigen Blementen a,beG gibl es ein Klement ce(,
fir das S(a,b,e) gilt. .

I1. Sind a,b,c,d,e,f und g Blemente von @ und gilt S(a,b,d),
S(e,d,e), S(bye,f) und S(a,f,g), so ist e=g.

Unter den Postulatensystemen, die zur Grundlegung der The-
orie der Abelschen Gruppen hinreichen und 8 als den Grundbegrift
enthalten, gibt es vermutlich kein einfacheres System aly [T, 11].

1) Vgl. H. Boggs and . Y. Rainich, Bull. Am. Math. Soc. 43 (1937},
8. 81 #f., wo es sich aber nicht um Abelsche, sondern um beliehige Gruppen
handelt; dort ist auch weitere Litteratur angegeben.

2) Vgl. z.B. M. Bocher, Bull. Am. Math. Soe. 11 (1905), §. 126 {f.;
§.Lefniewski, Fund. Math. 13 (1929), 8. 319 ff. und Fund. Math. 14 (1929),
S. 242 ff.
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Untersuchungen iiber das Entscheidungsproblem der
mathematischen Logik.

Von
Jézef Pepis (Lwéw).

Einleitung. Die vorliegende Abhandlung ist der Reduktions-
theorie des logischen Entscheidungsproblems?) gewidmet und kann
aly eine Fortsetzung meiner im folgenden als P, zitierten *) Arbeit
Beitrdge zur Reduktionstheorie des logischen Emntscheidungsproblems,
Acta Se. Math. Szeged 8 (1936), Heft 1, S. 7-41, gelten.

Die nahe Beziehung des Entscheidungsproblems zu schwierigen zahlen-
theoretischen Problemen sowie gewisse Ergebnisse von K. Godel [Uber formal
wnentseheidbare Sdize der Principia Mathematica und verwandier Systeme I, Monats-
hefte fiir Math. und Phys., 38 (1981), S. 173-198] gaben Grund zur Vermutung,
dal} die vollstindige Lisung dieses Problems unmiglich sei. Eine satzformige
Aussprache hat diese Vermutung erst unlingst in den Arbeiten von Alonzo
Chureh [dn wnsolvable problem of elementary number theory, Amer. Journ. of
Math., 58 (1986), §. 345-363, A Note on the Entscheidungsproblem and Correction
o @ Note on the Inischeidungsproblem, The Journal of Symbolic Logic, 1 (1936),
S. 40-41 nnd 5, 101-102] gefunden, der sie unter der Annahme hewiesen hat, daB

*) An jeder Stelle, wo ich einen Satz aus P, zitiere, bemerke ich es aus-
driicklich durch das Stichwort ,,aus P,“. Wird also ein Satz ohne dieses Stich-
wort angefithrt, so ist es ein Satz aus der vorliegenden Arbeit.

1) Ieh meine hier unmittelbar nur das Entscheidungsproblem des engeren
logischen Tunktionenkalkiils, wie es zuerst im Buche D, Hilbert und W. Acker-
mann, Grundzige der theoretischen Logik, Berlin 1928, insb. S. 72-73, formuliert
worden ist. Dieses Problem wurde aber inzwischen als bereits gleichwertig mit
don Entscheidungsproblemen weit umfangreicherer Systeme erkannt. Dabei ist
unter dem Hntscheidungsproblem eines formalen Systems im allgemeinen das
IProblem der Auffindung eines Verfahrens zu verstehen, das bei einem vorgelegten,
nach den Kongtrukiionsregeln des Systems gebildeten Ausdruck durch endlich
viele Operationen zu entscheiden erlaubt ob der Ausdruck nach den SchluB-
rogeln des betroffenden Systoms ableitbar sei.
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258 J. Pepis:

die ,effektive Berechenbarkeit* (effective calculability) mit der ,allgemeinen
Rekursivitit® (dem auf J. Herbrand und K. Godel zurtickgehenden Begriff,
welcher erst durch die Arbeiten von A. Church und 8. C. Kleene allgemein
bekannt worden ist) zusammenfillt. Wegen dieser Annahme scheint der Beweis
von Church nicht streng iiberzeugend zu sein, da ja die Beziehung zwi-
schen den Begriffen ,effektiv berechenbare zahlentheoretische Funktion® und
Lentscheidbarer zahlentheoretischer Satz* eine wechselseitige ist, d.h. daf der
Umfang des zweiten Begriffs nicht nur von dem des ersten abhingig ist, sondern
auch umgekehrt. Ohne diese Annahme wire aber aus dem Beweis von Church
nur eine schwichere Behauptung zu entnehmen, welche auf die Nichtexistenz
eines Entscheidungskriteriums von gewissen Eigenschaften hinausliuft. Zu-
gunsten des Beweises von Church li3t sich nur soviel sagen, daB, falls das Ent-
scheidungsproblem wirklich nicht vollstindig losbar wiire, diese Tatsache sich
iberhaupt nicht exakt beweisen liefe, da ja jegliche noch so weit gefafite kon-
struktive Umgrenzung der unprizisen Bezeichnung ,einwandfreies, in endlich
vielen Schritten zum Ziel fithrendes Entscheidungsverfahren“ (ohne solche Um-
grenzung ist itberhaupt kein strenger Beweis denkbar) immerhin als Beeintrich-
tigang der Allgemeinheit angesehen werden darf, ungefihr in demselben Sinne,
in welchem z.B. jede konstruktive Umgrenzung des vagen Begriffs ,.einwand-
freie Zuordnung” als Einschrinkung des Funktionshegriffs zu sein scheint?).

Einige in P; bewiesene Sitze, insbesondere aber die dort ein-
gefithrten Begriffe des pf-Awusdrucks und y-Awusdrucks, werden hier
benutzt. Die Definitionen dieser Begriffe werden hier (in IT, S.289)
wiedergegeben, aber die in P, bewiesenen Sitze, die hier benutzt
werden, werden als bekannt vorausgesetzt ohne aufs neue bewiesen
zu werden.

Im folgenden meine ich unter dem Entscheidungsproblem immer
das Erfiillbarkeitsproblem, also jedenfalls das mengentheoretische
Entscheidungsproblem. Den finiten Anforderungen des beweis-
theoretischen Pridikatenkalkiils bzw. Entscheidungsproblems 3) wird
aber in dieser Abhandlung schon dadurch teilweise Rechnung ge-
tragen, dal} den SchluBprinzipien, welche auf rein formale Uber-

%) Auf die Frage der vollstindigen Losharkeit des Entscheidungsproblems
werde ich in einer anderen Arbeit zuriickkommen, in welcher ich auch auf die
Gleichwertigkeit des allgemeinen Entscheidungsproblems mit der effektiven
Berechenbarkeit einer (durch einen als richtig erkannten kombinatorischen Satz
bestimmten) zahlentheoretischen Funktion hinweisen werde. Uber jene Ergeb-
nisse habe ich noch im Jahre 1934 in der Polnigchen Mathematischen Gresellschaft,
Abteilung Lwdéw, berichtet, habe sie aber inzwischen noch weiter verschirft.
Was nun aber die Ergebnisse der vorliegenden Arbeit anbetrifft, so sind sie von
der genannten Frage iiberhaupt unabhiingig, da ja Redultionssitze wie auch
Teillosungen des Entscheidungsproblems in jedem TFalle von Interesse sind.

%) Beziiglich dieser Unterscheidung vgl. das Werk von D. Hilhert und
P. Bernays, Grundlagen der Mathematik I, Berlin 1934.

icm

Uber das Entscheidungsproblem 259

génge von Formeln zu Formeln nach den formalen SchluBregeln
des iiblichen (eventuell des durch das =-Zeichen erweiterten)
Pridikatenkalkiils zuriickfithrbar sind, vor den anderen, mehr in-
haltlichen SchluBlprinzipien Vorzug gegeben wird.

Die Abhandlung zerfillt in zwei Teile, die den Teilen I und II
aus P; entsprechen. Im ersten Teile werden die im Teile I von P
enthaltenen allgemeinen Sitze vertieft und erginzt, wihrend der
zweite Teil den Verschiarfungen der im Teil I von P, enthaltenen
Sitze, wie auch der Aufstellung neuer Reduktionssitze, gewidmet ist.
Die beiden Teile stehen zueinander in gleicher Beziehung, wie die
entsprechenden Teile von P,: die in I enthaltenen allgemeinen
Sitze finden in IT, bei der Ableitung der Reduktionssiitze des Ent-
scheidungsproblems, Anwendung.

Was die in IT enthaltenen Reduktionssitze des Entscheidungs-
problems anbetrifft, so sei vorlaiifig bemerkt, daB auBer den Ver-
schirfungen der Reduktionssitze aus P; und den neuen Reduktions-
sétzen, itber welche ich schon zur Zeit der Abfassung des Zusatzes
aus P, verfiigte ¢), hier vollig neue Reduktionssitze aufgestellt und
bewiesen werden, welche in einer engen Beziehung zu der inzwischen
erschienenen Arbeit von W. Ackermann, Beitrdge zum Entschei-
dungsproblem der mathematischen Logik, Math. Ann. 112 (1936),
Heft 3, S. 419-432, stehen.

Als Reduktionssitze des Erfillbarkeitsproblems pflegt man gewdthnlich
nur Sitze der Form

»Beim Erfiillbarkeitsproblem darf man sich ohne Beeintrichtigung
der Allgemeinheit auf Zihlansdriicke der Eigenschaft F beschrinken®,
zu bezeichnen. Jedem solchen Satz wird aber immer ein Satz der Form

»Zu jedem Zihlausdruck lifit sich ein in bezug auf die Erfillbarkeit
gleichwertiger Zihlausdruck von der Eigenschaft B angeben®

zu Grunde gelegt, welcher (Satz) einen positiv konstruktiven Sinn hat, unab-
hingig davon, ob das allgemeine Entscheidungsproblem l6shar ist oder nicht.

Von den neuen Reduktionssitzen seien folgende vorweg
erwihnt:

4) und die ich teilweise schon in meiner umfangreicheren, demnichst im
Archiwum Towarzystwa Naukowego we Lwowie zu erscheinenden "polnischen
Arbeit, O zagadnieniu rozsirzygalnodei w zakresie wesszego rachunkw funkeyjnego,
heriicksichtigte.
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260 J. Pepis:

Beim Brfillbarkestsproblemi darf mamn sich ohne Beeimtrdchiiguny
der Allgemeinheit auf je folgende Zihlausdriicke beschrimken:

1. Zihlausdriicke in der prinexen Normalform, die eine einzige
dreistellige Funktionsvariable enthalten und ein Skolemsches Prifiz
mit mur vier Allzeichen besitzen:

(1) (@2) (w3) (a) (BY1) (BY2) ... (BYn);

2. Zahlausdriicke in der prinexen Normalform mit Préfiz der
Gestalt
(@) (y) () (1) (2) ... (@)

(K almdrsche Normalform mit keinen voranstehenden Seinszeichen ),
welche mur awei Funktionsvariablen, und zwar eine dreistellige wund
eine einstellige enthalten;
3. Bindre Zéihlausdriicke in der prineven Normalform mit Prific
der Gestalt
(2) (y) (Bz) (21) (@2) ... (#n)

(Kalmdrsche Normalform mit keinen voranstehenden Seinszeichen),
welche nur zwei zweistellige und eine einstellige Funktionsvariable
enthalten 5);

4. Zahlausdricke in der prinewen Normalform mit Prifiz der
Gestalt
(@1) (#2) ... (2n) (BY)
(Skolemsche Normalform mit nur einem Seimszeichen), welche nur
eine dreistellige und eine einstellige Funktionsvariable enthalten;
5. Bindre Zihlausdriicke in der prinewen Normalform mit Prifie
der Gestalt
(@1) (22) ... () (By)

(Skolemsche Normalform mit nur einem Seinszeichen ), welche nur
zwei zweistellige und eine einstellige Funkiionsvariable enthalten;

6. Ziklausdricke in der Aekerm ann schen Normalform
(Bo) () (B2) (1) (1) . (),

welche nur folgende Funktionsvariable enthalten: eine einstellige, eine
zwerstellige und eine dreistellige;

%) Vgl. L. Kalmdr, Bin Beitrag zum Eutscheidungsproblem, Acta Se. Math.

Szeged 5 (1932), 8. 222-236; vgl. auch Satz 81 aus P,.
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7. Bindre Zihlausdricke in der A ckermannschen Normalform
(Ex) (y) (Bz) (1) (u2)... (),

welche nur eine einstellige und drei zweistellige Funktionsvariablen
enthalten 8);

8. Zdhlausdriicke der Form
(¥) (=) (Bz) D (x, Yy 2) & (@1) (@2) ... (T0) A (@1, @2y ..., w11)7

wo D@ ewne Funktionsvariable ist und der Ausdruck A aufer @ nur
noch eine, und 2war eine einstellige Funktionsvariable enthilt.

9. Zdahlausdricke der Form

() (2) (Bx) (B1(2,y) & Ry (2, 2)) & (1) (@2) ... (a00) A (1, 35 -+, )y

wo R, und Ry Funktionsvariablen sind und der Ausdruck W aufer R,
und By nur noch eine und zwar eine einstellige Funktionsvariable enthdlt.

Die Reduktionssitze, welche besagen, dafl man sich beim
Erfiillbarkeitsproblem auf Z#dhlausdriicke, die nur ein Seinszeichen
im Préfix besitzen, beschrinken darf, erziele ich durch einen dem
Ackermannschen in gewissen Punkten dhnlichen Gedankengang.
Der Unterschied besteht hauptsichlich darin, dafl Ackermann
mit Rekursionen und Einsetzungen operiert, wihrend ich in den
Hauptbetrachtungen, die in die Formalisierung des entsprechenden
Zihlausdrucks eingehen, nur mit der Operation der Hinsetzung
auszukommen suche. Die Tatsache, daf ich in den Hilfsbetrach-
tungen Rekursionen zulasse, steht damit natiirlich nicht im Wider-
spruch, da diese Hilfsbetrachtungen ja in die Formalisierung nicht
eingehen. Ubrigens verlaufen die dabei benutzten Rekursionen nur
nach einem Parameter i, welchen ich auch rein #uBerlich von den
wirklichen Variablen w,,z,,... absondere.

Was nun die Verschirfungen beziiglich Anzahl und Stellenzahl
der Funktionsvariablen anbetrifft, so erziele ich sie teilweise schon
durch Heranziehung der Methoden aus P, teilweise aber durch
Heranziehung einer wesentlich neuen Methode, welche ich als
Methode der doppelien oder zusammengeflickien Einsetzung bezeichnen
mochte (s. unten, S. 303).

8) In 6. bzw. 7. darf man sich ibrigens schon auf Zahlausdriicke in der
schiirferen Ackermannschen Form
W) B2)F(y,2) & (Bw)(w1)(uz)..(wn) U (2, %1, U2, - Un)
beschriinken, wobei I keine neue sondern eine schon in 6. bzw. 7. aufgeziihlte
Funktionsvariable ist.
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I. Darstellungen von Funktionen (hauptséchlich in
unendlichen Individuenbereichen). Ich beginne mit einer
genaueren Analysierung der Darstellbarkeit einer dreistelligen logi-
schen Funktion @(x,y,2) von der Form Ry(2,y)&E,(1,2) in einem
Individuenbereich J. Wie ich bereits im Satze 4 aus P, bewiesen
habe, 1iBt sich eine Funktion ®(2,y,2) dann und nur dann in der
Form R,(x,y)&R,(x,2) darstellen, wenn

(@) (4) (2) (w) (0) [D(@, Y, u) & P(x,v,2) = P, Y,%) ]

besteht. Ieh habe dort auch gezeigt, daB, falls diese letzte Bedin-
gung erfilllt ist, ist die Aquivalenz &(z,y,2)=R,(2,y)& Ry(w,2) sicher
durch R,(z,y)=(Bu) P (z,y,u) und Ry@,z)=(Ev)P(z,v,2) erfillt.
Nunmehr will ich alle Losungen der Aquivalenz

D(x,y,2)=R\(2,y) & Ry(2,2)
auf R; und E, angeben.
Satz 1. Ist O(xz,y,z) eine in einem Individwenbereich J defi-
nierte logische Funktion, fir welche die Bedingung
1) (@) (4) (2) (w) (v) [D(@, Yy, ) & D(w,v,2) > D(2,7,2)]
erfillt ist, und werden die Funktionen Ry(z,y) und Ry(z,2) in I durch

die Aquivalenzen:

o) Ry(w,y)=(Bu) (@, y,u)V [(w) (v) D(x,v,u) &(w) &H(2,y)],
Ry(@,2)=(B0) D (2, v, 2) V(1) (v) D(2,v,u) & () & K (@,2)]
definiert, so besteht die Aquivalenz

(3) D(w,y,2)=R,(x,y) &Ryx,2),

unabhingig davon, welche Funkiionen als f(z), H(x,y) und K(z,y)
gewdhlt werden. Auf diese Weise werden bereits alle Ldsungen der
leteten. Aquivalenz erhalten.

Beweis. Seien f(z), H(z,y) und K(z,y) beliebige (aber fest-
gewshlte) logische Funktionen iiber J. Wir bezeichnen zwecks
Abkiirzung:

(Bu)®(w,y,u) mit  Alz,y),
[(w) (2)D(w,v,u) &f(z) & H(w,y)]  mit Bla,y),
(Bv)D(z,v,2) mit §(z,2),
[(u) () P(, v, u) & (z) & K (2, 2)] mit  D(z,z).
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Wir wollen zunfichst folgende Hilfsbehauptung beweisen:
Werden die Funktionen FR. (m,'z/) Ry(z,2) durch (2), also durch
die Aquivalenzen:

(4,) By (2, y)=U(z,y)V B(z,y),

(4,) Ry(x,2)=C(x,2) V D(z,2)
definiert, so besteht

(5) (@) () (2) [ D(@,Y,2) ~ Bs(, y) & Bo(,2)].

Aus der offenbar richtigen Formel
() (y) (2)[D(2,9,2) — (Bu)D(@, ¥, u)]

folgt die Richtigkeit von () (¥) (2) [ D, y,2) > Bu) D, y, u)V B(x,y)],
also wegen (4,) von

(6) () () (2) [ D(®,y,2) > By(@,Y)]-
Aus der offenbar richtigen Formel
(%) (y)(z)[¢'(m,y,z)—+(Ev)¢(w,w,z)]

folgt die Richtigkeit von () (y) (2)[D(, Y, 2)—(Ev)D(z,,2)V D(@,2)],
also wegen (4,) von

(@) (y) (2) [ D(@,y,2) > Bo(#,2)],
was zusammen mit (6) die Richtigkeit von
(1) (@) (y) (2) [ (2, Y,2) — Bu(2,9) & Ro(2,2)]
ergibt. Aus der laut Voraussetzung richtigen Formel
(@) () (2) () (0) [O(, ¥, ) & P(,9,2) > D(2,9,2)]
folgt (m)(y)(z)[(Eu)(D(w,y,u)&(Ev)@(w,ﬂ,z)—+¢(w,y,z)], also

(8) (@) (y) (2) [W(w,y) &C(, 2)>D(@, Y, 2) |-
Nun sind aber auch folgende drei Formeln richtig:
9) (@) (1) (2) [U(e, y) & D, 2) > D@, ,2)];
(10) (@) () (2) [Bl2,y) & Cla, 2) - P, 9,2));
(11) (@) (y) () [B(@,9) &D(,2)~>P(@,,2)];

und zwar wegen der Falschheit ihrer Vorderglieder:
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W(w,y)&D(xw,2) ist falsch, weil aus dem Konjunktionsgliede
(u)(v) D (2,0,u) von D(w,¢) leicht (u)P(z,y,u), also Alw,y) folgt;
B(z,y)&C(x,2) ist falsch, weil aus dem Konjunktionsgliede

(u)(v) D (m,v,u) von B(z,y) leicht (v)D(z,v,2), also C(z,2) folgt;
B(x,y) &D(x,2) ist falseh, weil wihrend f(x) in B(z,y) als Kon-
junktionsglied vorkommt, f(z) ein Konjunktionsglied von D(x,2) ist.

Aus (8), (9), (10) und (11) folgt die Formel
(@) (9) () (W=, y) &C(,2)) V (U@, y) &D(, 2)) V
V (B(2,9) &G(m,z))\/(%(w,y) &D(2,2)) — @(m,g/,z)],
welche mit  (2)(y)(2)[U(2,y)VB(2,y) & C(2,2)V D (#,2) > P(2,y,2)],
also wegen (4;) und (4,) mit
(12) (@) (y) (2) [ Br(,y) & Ro(w, 2) — D(z, Y, 2)]
dquivalent ist. Die Formeln (7) und (12) ergeben zusammen (5),
womit die Hilfsbehauptung bewiesen ist. '

Nehmen wir nun insbesondere als H(z,y), K(s,2) identisch
falsche Funktionen und als f(z) eine beliebige Funktion, so ergibt (2)
die uns bereits bekannte Losung der Aquivalenz (3):

(13) By(@,y)=(Eu) D (z,y,w), Ry(,2)=(Ev) D (2,0, 2).

Jetzt zeigen wir, daB durch (2) bereits alle Losungen der Aqui-
valenz (3) geliefert werden. Sei B,(,y), Ey(2,2) eine beliebige Losung
dieser Aquivalenz. Es gelte also

(14) P(@,y,2)=R\(w,y) & Ry(,2).

Wir zeigen, daB die Aquivalenzen (2) fir f(o)=(Bu)R,(z,u),
H(z,y)=RE,(z,y) und K(z,2)=R,(x,2) bestehen. Wegen (14) geniigt
es dazu offenbar zu zeigen, daB die Aquivalenzen:

) B, 0)=TByfay) &(Bu) o, )]V
\/[(’U)Rﬂd’:‘, )V (u)_Rg(m, u) & (Bw)Ry(,u) & By(z,y)],
(16) By, 2)=[(Bv) Ry(2,0) & By(,2)]V

VL) By(@,9)V (w) By, u) & (1) By(,u) & Ry, 2)]

bestehen. Die Implikationen LBy(#,y) & (Bu)Ry(,u)]—>Ry(x,y) und
[(v)R,(, v)V(u)RE(m,u)&(E’u)Rl(a;,u)&RI(w,y)]éRl(w,y) sind offenbar
stets richtig und daher auch die Implikation
an i [By(2,) &(Bu) Ry, )]V

V() Ey(z,0)V (u) By, u) & (Eu)R,(x,u) & Ey(2,y)]— By(,y).
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Sind jetzt z,y beliebige (aber festgewihlte) Elemente aus dem
Individuenbereich J, so unterscheiden wir zwei Fille:

10 (Bu)Ry(w,u) ist richtig. In diesem Falle besteht die Im-
plikation RB,(z,y)—[R,(#,y)&(Bu)Ry(x,u)], also erst recht die Impli-
kation
(18) Bey(w,y) — [By(2,y) &(Bu) Ro(w, u) ]V

VI(©)Ey(@,0) V() Bo(, u) & (Bu) Ry, w) &Ry (@, y)).

20 (Eu)Ry(w,u) ist falseh. In diesem TFalle ist (u)Ry(z,u)
richtig und daher, wie man leicht einsieht, auch die Implikation
Ry(z,9)~L(0) By(@,0)V (v) Byfar, 1) & (Bu) Ry(w,u) & By(x,y)].  Aus  der
Richtigkeit dieser Implikation folgt erst recht die der Implika-
tion (18). Die Implikation (18) ist also in beiden Fallen richtig;
zusammen mit der Implikation (17) ergibt sie die Aquivalenz (15).
Anderseits sind offenbar die Implikationen:
[(Ev)Ry(2,v) & Ro(,2)] — Ry(,2),
[(0)By(,0) V () Byl 1) & () By(,0) & By(a,2)] —> Ryl 2)
stets richtig und daher auch die Implikation
L(Ev)Ey(x,v) & Ry(,2)]V
V() By, 0) V () By, 1) & (1) By(, 0) & Ry, 2)] — Ro(,2).
Sind jetzt z,z beliebige (aber festgewihlte) Elemente aus dem
Individuenbereich J, so unterscheiden wir wiederum zwei Félle:

10 (Ev)R,(z,v) ist richtig. In diesem Falle besteht die Impﬁl?a-

kation Ru(,z)—[(Ev)R,(z,v)& Ry(x,2)], also erst recht die Implikation
Ro(a,e){(B0) By(@,0) & Ro(, )]V

V() By(#,0)V () By, ) & (u) By (2, u) & Ry(,2) -

20 (Fuv)Ry(z,v) ist falsch. In diesem Falle sind (v)R(z,v),
(u)R,(z,u) richtig und damit auch die Implikation

Ry(@,2) — [(v) By(w,0)V (1) Ro(x, ) & (u) By (2, u) & Ry(,2)],
also erst recht die Implikation (20). Die Implikation (20) ist also
in den beiden Fillen richtig; mit der Implikation (19) zusammen
ergibt sie die Aquivalenz (16). L '

Damit ist gezeigt, daB alle Livsungen der Aquivalenz (3)“ suqh
in der Form (2) darstellen lassen 7). Der Satz 1 ist also vollstindig
bewiesen.

(19)

(20)

7) Man koénnte, wie leicht zu zeigen, im obigen Beweise statt (Eu)Rl(w,u)
auch (v)Ry(z,v) als f(») nehmen. Diese Tatsache folgt {ibrigens schon aus Sym-
metriegriinden. :
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Ist D(x,y,2) eine in einem Individuenbereich J definierte
logische Funktion, fiir welche auBer der Bedingung (1) noch die
Bedingung

(1) () (Eu) (Bv) D {z,v,u)

~erfilllt ist, so ergeben die Aquivalenzen (2) die einzige Ldsung (13)
fiir die Aquivalenz (3), da ja wegen (x)(Hu)(Hv) D (@,v,%) die Fun-
ktion (u)(v)c_b(w,v,u) und somit die mit B(z,y) und D(%,2) bezeichne-
ten Funktionen dann identisch falsch sind. Ist dagegen @(z,y,2)
eine Funktion fiir welche die Bedingung (1) erfiillt ist, nicht aber
die Bedingung (21), so besitzt die Aquivalenz (3) mehr als eine
Lésung, da z.B. die sich aus (2) durch Setzung fir f(x), H(z,y)
und K(z,y) etwa identisch wahrer Funktionen, ergebende Losung:

(22)R?‘(w,y)E(Eu)@(m,y,u)\/(u)(v)@(w,fv,u), RE(x,2)=(Ev) D (z,0,2)
von der Losung (13) verschieden ist. Daf tatséchlich Ri(x,y)==Ry(x,y)
ist, sieht man folgendermafBien ein:

Wegen der vorausgesetzten Falschheit von () (Eu)(Ev) P (z,v,u)
gibt esim Individuenbereich 3 ein Element a, fiir welches (u)(v)D( a,0,u),
also auch R¥(a,y) fiir jedes y richtig ist, wihrend R,(a,y) fiw
jedes y falsch ist, da ja aus (1) (v) D (@, v,u) sofort (u)®d(a,y,u) also
(Bu)®(a,y,u) folgt. Wir bewiesen damit folgenden

Satz 2. Notwendige und hinreichende Bedingung fir die Dar-
stellbarkeit einer dreistelligen logischen Funktion @(x,y,2) in einem
Individuenbereich I auf eindeutige Weise in der Form (Ry(z,y) & R,(x,2))
ist die Richtigkeit in T der beiden Formeln :
(@) () (2) (w) (v) [D(@, Y, w) & D(w,v,2)>DP(w,y,2)], (%) (By)(Be) D (2,y,2).

Ist diese Bedingung erfiillt, so lauten die eindeutig bestimmien
Funktionen R,(z,y) und Ry(z,z):

(23)  Byw,y)=(Buw)D(z,y,u), RBy(w,2)=(Ev)D(z,v,2) °).

8) Ist insbesondere &(z,y,2) eine Funktion, die eineindeutig (das Folgende
gilt iibrigens auch bei bloBer Eindeutigkeit der Abbildung) die Elemente z eines
Individuenbereichs § auf die Paare [y,2] von solchen abbildet, so sind die Be-
dingungen des Satzes 2 offenbar erfiillt und 148t sich deswegen @(z,y,2) ein-
deutig in der Form (B,(x,y)&R,(x,2)), ndmlich mit Ry(w,y)==(Bu)D(x,y,u) und
Ry(x,z)=(Ev)®(z,v,2) darstellen.
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Ferner gilt der

Satz 3. Sind Ry, R, derartige Funktionen, daf durch die Fumn-
ktion Ry(x,y)& Ry(x,2) eine eincindeutige Abbildung der Elemente x
eines Individuenbereiches I auf die Paare [y,2] von solchen geleistet
wird, so gilt in 3

(24) (@) (Y) () [(By(2,Y) & Ry(2,2) >y =2) &(Ry(1,y) & Ry, 2)>y=2)].

Beweis. Wegen der Voraussetzung iiber R, und R, gilt fir
die durch die Aquivalenz

(25) D(w,y,2)=(R,(»,y) & Ry(,2))
definierte Funktion @ die Formel

* X

(@) () (2) () (2) [ (2, Y, %) &D (@, 2)—>y =y &z =2]

und daher auch die Formeln:

* * * ¥ *
(#) () (2)(9)(2) [D(,Y,2) & P(x,y,2) > y=y],
* * * ¥ *
() (y) (2) () (2) [D(@,y,2) & P(2,y,2) —2=2],
aus welchen man durch Umbezeichnung der Variablen und mehr-

malige Anwendung der SchluBregel (2)[f(z)—p]—[(Bx)f(2)—p]
die zwei Formeln:

(@) (1) (&) [(Bu) D (2,9, 1) & () © (@, 2,u) —y=2],

26 * *
) (@) () (2) [(Bw) D (2,7,y) & (Ev) (2, 0,2) >y =2]

herleiten kann. )
Wegen (25) und der FuBnote ) bestehen die Aquivalenzen (23),
welche, in (26) beriicksichtigt, die zwei Formeln:

(@) (y) (2) [ By, y) & By (w,2) >y =21
(#) () (2) [Ro(, y) & Ry(w,2) >y =2]
ergeben, aus denen schon leicht die verlangte Formel (24) zu ge-

winnen ist ®).

9) Aus dem Beweis ist ersichtlich, daB der Satz 3 schon richtig ist, wenn
Ry (2,9)& Ry(x,2) bloB eindeutig (nicht eineindeutig) die Elemente » auf die Paare
{y,2] abbildet. Von dieser Verschirfung machen wir aber bei Anwendung auf
das Entscheidungsproblem keinen Gebrauch.
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Satz L. Ist R(x,2),%:,...,%a) eine in einem Individuenbereich J
definierte logische Funktion, fir welche folgende wwei Bedingungen:

n
a) (m)(vt))lll(ye)]il [R(%, @1, T2y ...y %n) & R(2,Y1,Y2, --'7?/11)“*’,2./1 (yi=w:)),
D) (@o)i (Ex) R{®, 21,22, .. ,%n)

erfiilllt sind, so bestehen fiir jede in I definierte n-stellige logische
Funktion F(w1,2...,2n), mit geeigneter Funktion f(x), und zwar mit
27 f(@)=(Byo)i [R(®,y1,92 -,
sowie mit

(28) F(@)=(Ye)t [B(2, Y1, Y2y -5 Yn) = P(Y1,Y2y 5 Yn)]

und sogar im allgemeinen mit anderen Funktionen f(x)10), gleichzeitiy
die zwei Aquivalenzen:

Yu) &F(Y1,Y24 03 Yn)],

(29) F(21,@0y ..y 0)=(BL)[ R(2, 21,2, ...,5,) &f(2)],
(30) B, @2y .0y )= () B(2, 21, L2, .., &) = f(x)] ).

Beweis. Wird die Funktion f(z) durch die Festsetzung (27)
definiert, so besteht — wie ich schon in Satz 6 aus P, bew1esen
habe — die Aquivalenz (29).

Jetzt zeige ich, daB fiir dieselbe Funktion f(z) auch die Aqui-
valenz (30) besteht. Wegen der offenbar richtigen Formel

R(y21, B2,y ) & F (1, 82y B0} BY o)1 [R(ByY1y Y2y 0y Y ) S F (Y1, 290y Yn)]

besteht stets die Implikation R(x,21,%...,2,) &F (1,22, ..y @n) —> (@),
also auch F(@y,%,...,28.) [ R(%, 21,23, ...,2,) — f(x)] und daher auch

(31) F(1,0s,...,2,) — (2) [R(2, 21, %2, ..., Tn) — f(2)].

Es gilt ferner stets die Formel

(@) B(,21 ,wg,...,w,,)—*f(m)]—+(w){R(w,wi,m2,. <y )= B(%,21,03,.. ﬁn)&ﬂm)]}y

1) Es kann deren unter Umstinden sogar unendlich viele sein.

1) Batz 4 ist eine Verschiarfung der Sitze 6 und 7 aus P,. Wibrend Satz 6
aus P; aussagh, daB unter den Bedingungen a) und b) jede Funktion F(x, s, ..., )
in der Form (Ex)[R(x,21,%2,...,2n)&f(e)], und Satz 7 aus P, dafl unter denselben
Bedingungen jede solche Funktion in der Form (x)[R(z,1,s, ..., %n )—>f(x)] dar-
stellbar ist, besagt obiger Satz 4, daB unter denselben Bedingungen a) und b)
jede Funktion F(z),22,...,an) sich sogar gleichzeitig in den beiden Formen dar-
stellen laft, und zwar mit derselben Funktion fz) in beiden Formen.
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welche wegen der SchluBregel (#){F(z)—G(2)j—{(Ez)F(x)—~(Ez)G(x))
leicht v
() LR(, 21,22, ..., Ba) — f(2)] —

= {(Bw) R(@, 81,52y ..., Ba) — (Ez) [R(2, 01,23, ..., 2,) & f(2)])

und daraus durch Vertauschung der Vorderglieder

(Bx) R, 01,52y ooy Tp) —

— (@) [B(2, 21, B3y ..., &) — F(2)] — (B) [R(5, 01, B2,y -, 5) &F() ]}

ergibt. Da aber (Hu)R(z,oL1,2s,...,2,) wegen b) richtig ist, so gilt
stets die Implikation

(@)L R, D1y B2y ooy ) = f(2) ] = (BE)R(y 21y Bye-ey ) & ()]

welche, zusammen mit der aus der Aquivalenz (29) folgenden Im-
plikation (Ew)[ R(x,%1,D2 ... 80) &f{2)]—F (21,52, ...,n), durch einen
Kettenschlul3 die Implikation

(32) () [P, 1, B2 geunyBu) = f(0) ] — (81, 22y 0y L)

liefert. Die beiden Implikationen (31), (32) ergeben zusammen die
verlangte Aquivalenz (30).

Die Aquivalenzen (29) und (30) gelten also gleichzeitig mit
der Funktion (27).

Wird jetzt in den drei letzten Aquivalenzen statt (i1, 2oy ... )
die Funktion F(ry,s,...,x,) gesetzt und die Funktion f(z) mit f(z)
bezeichnet, so erhalten wir die Aquivalenzen:

Flitr, 29, e, n) =(B2)[ R(, 1,82, -, ¥a) & F(2)],
F(1, 0y v eyin) = () [R(2y 21, L2y -+ vy n) — [(2)]
=(Byo)t [R(2, Y1, Y2,-+» Yu) &F(Y1,Y2, -1 Yn)] und

daraus (durch den Ubergang von A=B zu A=B) die zwei Aqui-
valenzen:

mit der Funktion f()

F(mlnm?‘: '"7‘”11)5("”)[1?(‘17"‘317552;---r’l"“) —*f(‘”):h

By, Loy eonyn) =(En) R(x, 21,22 ..., 2a) & f(2)]

mit der Funktion f()=(yo)i[ B, Y1,Y2 ) ¥n) > F(Y1,Y2 1Y) -

Damit haben wir aber gezeigt, daB die Aquivalenzen (29)
und (30) auch mit der Funktion (28) bestehen, welche im allge-
meinen von der Funktion (27) verschieden ist.
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Jetzt wollen wir iiberhaupt alle Funktionen flz) ermitteln,
tiir welche jede einzelne der Aquivalenzen (29), (30) besteht, sowie
auch diejenigen Funktionen f(x), fir welche gleichzeitig die beiden
bestehen 12).

Wir beginnen mit der Aquivalenz (29). Ist R(w,%1, %2 ..., %)
eine in einem Individuenbereich J definierte logische TFunktion,
fiir welche die Bedingungen a) und b) erfiillt sind, ferner F(21,%2,...,2n)
eine beliebige logische Funktion iiber J, und werden die logisehen
TFunktionen gy(x),gs(),gs(x) durch die Aquivalenzen:

01(2)=(Be) [R(@, 1,82, «-vy ) &F (01, B2y -.ny @) ]y

gz(w)E(Emg)lll[R(w;mlym% "'750")&[-11(%1)"”25 ey )],

Nl

93(93) (xe)?ﬁ(m7ml7$2!“'ymu)

definiert, so sind je zwei von den Mengen Jy,J,,Js welche der Reihe
nach durch die Funktionen g;(%),g»(®),ds(x) charakterisiert werden,
zueinander fremd und es gilt auBerdem — wie man leicht einsieht —
die Beziehung I=3,+J,+Js. .

Sei jetzt f(z) eine beliebige Funktion, welche die Aquivalenz (29)
erfiillt. Wir zeigen zunichst, daB die Funktion f(z) auf J, (falls
diese Menge nicht leer ist) identisch falsch sein muB. Dazu geniigt
es offenbar zu zeigen, daB die Annahme (Ex)(f(z)&g,(»)) zu einem
Widerspruch fithrt. (Bx)(f(»)&g,(@)) bedeutet aber

(Bx) (f() & (Bwo)i [ R(, 21, Bs, ..., &) & F (21, B2, - - 20)]),

was sich leicht in (B)f ((Bo)[R(, @1, 02y ...y @n) & f(2) ] &F (@1, T2, ..oy @)
umformen lift, woraus wegen (29) sofort

(B)t (F(@1, @y ., Tn) & F (21,2, vy ),

also ein Widerspruch folgt.

Jetzt wollen wir das Verhalten der Funktion f(z) auf der
Menge S, studieren. Wir betrachten zu diesem Zwecke die durch
die Aquivalenz

(33) (@, y)=(Bw,){ [R(@, T1, B2, «-vy n) & R(Y, 1y B2y vy @n)]

12y Von dieser genaueren Analyse der Aquivalenzen (29) und (30) machen
wir spiter bei den Reduktionssitzen des Entscheidungsproblems keinen Ge-
brauch. Der sich im Augenblick nur fir das Entscheidungsproblem interessierende
Leser kann also diese Analyse ruhig tibergehen.
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definierte Relation G(wx,y). Diese Relation ist aut J, reflexiv, sym-
metrisch und transitiv. G(z,z) ist richtig, da aus g.(x) sofort
(Eib‘g)?R(m,‘Dl,;Z‘g, ...,w,,),
also auch
(Bxy )i [R(2, X1, T2y -y Tn) & B(2, 81, Ta, «vy L))

folgt13); die Symmetrie folgt unmittelbar aus der kommutativen Eigen-
schaft der Konjunktion; seien nun weiter G(z,y) und G(y,2) richtig,

es existieren dann solche @y, ®s,...,&,, tir welche R(x,u1,®s,...,2,) und
. - . - . * * * as
R(y,%1,%s, ..., 2,) richtig sind, und es existieren solche xy,%s,...,2,, filr

* * * L *
welche R(¥, 21,2, ..., Ln), R(2,81,2s,...,2,) bestehen. Aus R(y,51,2,..., Tn)
* K * n
und R(y,®1,%s, ...,z.) folgt wegen der Bedingung a) sofort j(;izin;),
i=1

* 0* *
welches, in R(z,1,&s, ...,%,) eingesetzt, R(z,21,%s,...,2,) ergibt. Aus
R(2,%1,%2,...,2n) und R(z,%1,2s,...,&,) folgt aber

(B 1 [ R(Zy @1, B2, vy @n) & B2, D1, B2y ooy Ta) ]y

also G(z,2). Damit ist auch die Transitivitdt bewiesen 1#).

Die Relation G(z,y) erzeugt also eine Klasseneinteilung der
Elemente aus 3, (falls natiirlich 3, nicht leer ist), und zwar derart,
daB zwei Elemente ,7 aus J, dann und nur dann zur selben Klasse
gehoren, wenn G{(z,y) besteht.

Uber dag Verhalten der Funktion f(z) auf J, laBt sich nun
folgendes sagen: In jeder Klasse der durch die Relation G(z,y)
bewirkten Klasseneinteilung von J, gibt es ein Element s, fiir wel-
ches f(x) besteht. Mit anderen Worten: Es gibt fiir die Menge von
Klassen, welche zueinander fremd sind und durch die Relation
G(x,y) erzeugt werden, eine ,,Auswahlmenge” R, auf welcher f(x)
identisch wahr ist.

Um dies nachzuweisen, nehmen wir eine von diesen Klassen in
Betracht, die etwa durch ein Element y von ihr bestimmt sei. Day
zu S, gehort, 80 gilt g(y), also (Bwo)i[R(Y, 21,22 -+ %n) &F (1, L2y ey Tn) |y
was zusammen mit (29) die Formel

(Emo)lil[R(yywlymzy '-'ymll) &(Em) (R((L‘, &1y L2y ,m,,)&f(w))}

13) Da (E:rg);'R(w,wl,m.z,...,:v") auch aus gy(z) folgt, so gilt G(z,x) auch fir
jedes = aus J;.

14) Aus dem Beweis ist ersichtlich, da die Relation G{(x,y) tiberhaupt
im ganzen Individuenbereich J symmetrisch und transitiv ist. Wegen FubBnote %)
ist sie also nicht nur in §,, sondern auch in J; reflexiv, symmetrisch und transitiv.
Von der letzten Tatsache wird bei der Diskussion der Aquivalenz (30) Gebrauch
gemacht.
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ergibt, welche sich in
(Bax) (f(z) & (o)1 [R(Y, @1, 2y .y Tn) & L, 01, B2y -0y Bn) ),

also in (Ex)(f(z)&Hy,z)) umformen l4ft. Damit ist die Iixistenz
eines Elementes z, fiir welches f(x) in der beliebigen in Betracht
genommenen Klasse gilt, bewiesen.

‘Was nun noch das Verhalten der Funktion f(x)
betrifft, so 1Bt sich dariiber nichts folgern.

Umngekehrt: Wird eine logische Funktion f(x) definiert, indem
man sie auf J; falseh, auf & wahr (wo & eine beliebige Auswahl-
menge aus der Menge von Klassen bezeichnet, in welche die Re-
lation G(z,y) den Bereich J, zerlegt) und auf J,—RK, wie auch
auf J;, ganz beliebig nimmt, so erfiillt jede so definierte Funktion
f(z) die Aquivalenz (29).

Sei némlich #i,%s,...,2, ein beliebiges n-Tupel von HKlementen
aus 3, fiir welches F(@1,2s,...,,) gilt. Wir finden zunfichst gemis b)
ein Element y derart, dafl R(y,®1,%s,...,2,) besteht. Aus F'(2y,2s,...,2,)
und  R(Y, &1, %2 ..., 8,) folgt (Bie)i[R(Y, o1, ey ..oy ibn) &F (%1, 2, ...y )],
also g,(y), und daher gehort y zu J,. Wird das gemeinsame Ele-
ment der Auswahlmenge & und derjenigen Klasse, zu welcher y
(in der durch die Relation G geleisteten Klasseneinteilung) gehort,
mit » bezeichnet, so gilt einerseits G(z,y), da ja 2 und y zur
selben Klasse gehoren, und anderseits f(#), da ja die Funktion f
auf & identisch wahr ist. Aus G(=z,y) folgt nun die Existenz eines

* * * " * *
n-Tupels @1,s, .. ,J:,,, fur welches R(w,xy, 23, ...

auf der Menge J,

* *  #* *
y ) Und R(y, 21,22y ..., 2,)
gelteu Aus R(r/,ml,mg, ,m,,) und E(y,®1,#s,...,%,) folgt aber wegen a)

*
V‘(mi-—;r;,), was in R(x, wl,ﬁz, %n) beriicksichtigt R(z,z1,x2,...,2,)

i=1

ergibt. R(x,i1,2...,&,) und f(z) ergeben schlieBlich

(Bx)[R(%, 01,02y oy n) & f(z)].
Damit ‘haben wir

(34) (o) 1(F (1, 2y - . ) — (B) [ R(@, 21,22 ..., 2,) & f()])

bewiesen. Sei weiter i1,2s,...,2, ein beliebiges n-Tupel von Elementen
aus 3, fir welches (BHi)[R(w,s1,s,...,2:,)&f(z)] gilt. Es gibt also
ein Klement w, so daB R(z,21,s,...,x,) und f(z) bestehen. Aus
R(%, 21,22, ... 0n) folgt (Ewy)1R(2, 21,00, ...,8,), also gs(#), und daher
gehort @ nicht zu J;. Wegen f(x) kann x auch nicht zu J; gehoren,
da ja die Funktion f auf J; identisch falsch ist. Es muB also x
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zu Jp gehoren und daher g,(x) gelten. Es gibt deshalb ein n-Tupel
*  0*

* . * % *
21,22y +..,En von Elementen aus 3 fur welches R(z, 21,22, ...,2,) und

* ¥ *
F(21,%2, .. ,:c,,) beatehen Aus R(J; wl,:uz, ,x,,) und R(z,x,8s,...,2,) folgt

geméf a,) (wl*m,), was, in F(wl,mg, ,.1:,,) eingetragen, F(xy,22,...,Tn)

Liefert. Damlt haben wir aber
(35) (xp)i'((Em)[R(w,ml,mz,...,mn)&f(w)]——>F(m1,sc2,...,;r,,))

bewiesen. Aus (34) und (35) folgt, daB die Funktion f die Aqui-
valenz (29) erfiillt.

Wir gehen jetzt zur Aquivalenz (30) iiber. Eine besondere
Analyse dieser Aquivalenz kann dadurch erspart werden, daB wir
die Aquivalenz (30) durch Ubergang zur gleichwertigen Aquivalenz
Py, @, ..., 02) =(Bx) [R(, 1, %2, ..., ) & f(#)] auf eine Aquivalenz der
Form (29) bringen wollen. Bei- diesem Ubergang geht die Funktion
F(@1, oy ..oyn) 0 F(1,2s,...,4,) und die Funktion f(z) in f(z) iber.
Wie aus der Definition der Funktionen g,(z) und g,(x) ersichtlich,
vertauschen die Mengen I, und 3, beim Ubergang von F(xi, ®s, ..., )
zu F(x1,%s,...,4,), und daher auch bei unserem Ubergang, ihre Rol-
len. Da weiter-der Ubergang von f(x) zu f(z) als bloBe Vertauschung
der Wahrheitswerte ,,wahr, falsch® unter Beibehaltung der Funktion
f(z) angesehen werden kann, so gehen die fir die Aquivalenz (29)
erreichten Ergebnisse in folgende Ergebnisse fiir die Aquivalenz (30)
iiber:

Ist f(z) eine beliebige, die Aquivalenz (30) erfiillende Funktion,
so muB f(z) auf J, identisch wahr sein.

In jeder Klasse der durch die Relation G(z,y) bewirkten Klas-
seneinteilung der Menge J;°) mufl es ein Element x geben, fiir
welches f(x) falsch ist, d.h. es gibt fiir die Menge der Klassen dieser
Klasseneinteilung eine Auswahlmenge 2, auf welcher f(z) identisch
falsch ist. Tber das Verhalten der Funktion f auf 3, 148t sich nichts
folgern.

Umgekehrt: Wird eine logische Funktion f definiert, indem
man: sie auf J, wahr, auf € (wo £ eine beliebige Auswahlmenge
aus der Menge von ‘Klassen, in welche die Relation G(z,y) den
Bereich J, zerlegt) falsch und auf J,—&, wie auch auf 3, ganz
beliebig annimmt, so erfillt jede so definierte Funktion f die
Aquivalenz (30).

18) Vgl. dariber die Fulinote ).

Fundamenta Mathematicae. T. XXX. 18
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Jetzt konnen wir zur gleichzeitigen Betrachtung der beiden
Aquivalenzen (29) und (30) iibergehen. Ist (@) irgend eine Funktion,
welche gleichzeitig (29) und (30) erfiillt (natiirlich, bei festen
F(21, 22 ..., 2,) und R(®,51,52...,%n), WObel die letzte Funktion den
Bedingungen a) und b) geniigt), so muf die Funktion f(x), nach
dem fiir (29) Bewiesenen, auf J; identisch falsch und, nach dem
fiir (30) Bewiesenen, auf 3, identisch wahr sein. Insbesondere ist
also die Funktion auf J;43J, eindeutig bestimmt. Was nun das
Verhalten der Funktion f(z) auf J, anbelangt, so 148t sich dariiber,
wie bereits aus dem bei Betrachtung der einzelnen Aquivalenzen
(29) und (30) Gesagten folgt, nichts sagen.

Wird umgekehrt eine Funktion f(z) in J definiert, indem
man sie auf J; falseh, auf J, richtig und auf J; beliebig setzt, so
erfilllt sie gleichzeitig die Aquivalenzen (29) und (30). Um ein-
zusehen, daB die Funktion f(z) die Aquivalenz (29) erfiillt, geniigt
es zu beachten, daf wegen der Richtigkeit dieser Funktion auf J,,
gie nicht nur auf einer, sondern auf jeder Auswahlmenge & aus
der Menge von Klassen der durch die Relation G(z,y) bewirkten
Klasseneinteilung von J, richtig ist (da jede Auswahlmenge & ja
eine Teilmenge von S, ist). Ahnlich, aus der Falschheit der Funk-
tion f(z) auf J; folgt, daB sie iiberhaupt auf jeder Auswahlmenge &,
die zu der durch die Relation G{(,y) bewirkten Klasseneinteilung
von J, gehort, falseh ist (da ja jede Auswahlmenge £ eine Teil-
menge von J; ist) und deshalb erfiillt diese Funktion auch die Aqui-
valenz (30). Da je zwei von den Funktionen f, welche gleichzeitig
die beiden Aquivalenzen (29),(30) erfillen, auf J,+ 3, iiberein-
stimmen miissen und auf J; ganz beliebig sein konnen, so ist die
Menge aller verschiedenen solchen Funktionen mit der Menge fiber-
haupt aller auf J; definierten logischen Funktionen gleichmichtig.
Thre Michtigkeit driickt sich also immer ) durch eine Kardinal-
zahl der Form 2" (wo n die Michtigkeit des Bereichs J; ist) aus.
Am Anfang unserer Analyse haben wir zwei (der Form nach ver-
schiedene) Funktionen auf j gefunden, welche die Aquivalenzen
(29) und (30) gleichzeitig erfiillen, nimlich die Funktionen:

(36) (Bao)i [ R(@, 21,82, .., B0) & (1,03, ..., B1) ],
(37) ()1 [ R(%y @1y 02, <.y B)—F (1, Dy oy ) -
16) d.h. wie auch die Funktionen B(xy,2g,...,%,) und Rz, Ty Bgy oy @yy) DO~

stimmt werden (natiirlich unter der Dmbchmnkung, daf d1e letzte I‘unkmon
den Bedingungen a) und b) gentigt).
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Es ist nicht schwer zu erkennen, welchen Platz die Funktionen
(36) und (37) unter allen solehen Funktionen einnebmen. Man iiberzeugt
sich némlich leicht, daf die beiden Funktionen auf S, konstant sind:
(36) ist auf J; identisch falsch und (37) ist auf J, identisch richtig.
Dann und nur dann, wenn J; leer ist, d.h. wenn auBer den Be-
dingungen a) und b) noch (z) (Bo)i R(2, 21, s, ..., ;) erfiillt ist,
besteht die Aquivalenz (36)=(37):

(Eo){ [ R(2, @1, Boy ..., Bn) & B (D1, @2y ..y dn)]=
= ()1 [R(, B1, By, Tn) = F (81,82 «..y @) .

Diese Funktion (welche den beiden Seiten der letzten Aqui-
valenz gemeinsam ist) ist dann auch iitberhaupt die einzige Funktion,
welche, als f genommen, beide Aquivalenzen (29) und (30) gleich-
zeitig erfiillt, da ja dann n=0, also 2"=1 ist ¥7).

Was die Grenzfille der obigen allgemeinen Betrachtungen be-
trifft, wo J; oder J, leer ist, so sei kurz bemerkt, daB J; und I, nie
gleichzeitig leer sein konnen, da wegen b) (B, )i (Bz)R(®, @1, T3, ..., 2,)
und deshalb auch (Ez)(g,(2)\/gs(z)) richtig ist. J; bzw. J, ist dann
und nur dann leer, wenn F(x,%,,...,2,) identisch wahr bzw. iden-
tlseh falsch ist (dies ist aus den Aquivalenzen fiir g,(») und g,(z),
8. 270, leicht zu ersehen).

Uber die Aquivalenzen (29) und (30)] und ihre Ldsungen 1iBt sich noch
Mehreres sagen. Wir sehen aber hier davon ab und wollen nur noch auf Folgen-
des hinweisen.

Wie ohen gezeigt, ist die Michtigkeit der Menge aller verschiedenen, die
Aquivalenzen (29) und (30) in einem Individuenbereich 3 gleichzeitig erfilllenden
Funktionen f (wo F(xy,%,,...,Zn) eine beliehige Funktion tber 3 und R(x, %, Zyy-.., Zn)
irgend eine den Bedingungen a) und b) gentigende Funktion ist) immer von der
Form 2m. Die Kardinalzahl n bezeichnet dabei die Méchtigkeit der Teilmenge I,

17) Jede einzelne der Aquivalenzen (29) und (30) kann aber noch jetzt
mehrere Losungen f haben. In der Tat, wihrend eine gleichzeitige Losung f der
beiden Aquivalenzen (29) und (30) auf 3,43, (also jetzt auf §) eindeutig be-
stimmt ist, gibt es fiir f, welches nur (29) bzw. nur (30) erfillen soll, noch jetzt
auf 3, bzw. 3, eine grofle Wahlfreiheit, nimlich in der Bestimmung der Aus-
wahlmenge & und der Funktion f auf 3, — &, bzw. in der Bestimmung der Aus-
wahlmenge £ und der Funktion f auf J; — 2. Eslassen sich sogar Beispiele kon-
struieren, die zeigen, daB wihrend die Aquivalenzen (29) und (30) nur eine ge-
meinsame Liésung f haben, jede einzelne dieser Aquivalenzen noch die hochste
(aberhaupt mégliche) Anzahl von Losungen, d. h. 2™, wo m die Kardinalzahl
des Individuenbereichs J ist, erreichen kann. Eine verinderte Lage tritt ein,
wenn die Bedingung (2)(y)(z )"[R(oc,oo1 Tgsvees B )& R(Y, By, Ty ooy ) w=y] hinzu-
komint. Die Relation G(x,y) wird dann zur loglschen Tdentitéat und daher werden.
& und @ eindeutig bestimamt, wobei dann §=3, und =73, ist.

18%
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von § und es ist daher immer n-<m, wom die Michtigkeit des Individuenbhereichs J
bezeichnet (also eine transfinite Kardinalzahl ist, da die Bedingungen a) und b)
pur in einem unendlichen Individuenbereich erfilllt sein konnen 18)), Ks lassen
sich nun, umgekehrt, fir jede vorgegebene (endliche oder transfinite) Kardinal-
zahl n, fiir jede transfinite Kardinalzahl m, fir welche n<m ist, und fir jede
natiirliche Zahl @, ein Individuenbereich J von der Michtigkeit m und eine die
Bedingungen a) und b) ertiillende Funktion R(x,%,%,,....2n) angeben, so dall
fiir jede Funktion F(ay,®y,....%n) Gber § die Menge aller verschiedenen IFunktio-
nen f, welche die entsprechenden Aquivalenzen (29) und (30) gleichzeitig ertillen,
von der Michtigkeit 2" (mit der eben vorgeschriebenen Kardinalzahl n) ist.

In der Tat, sei § eine beliebige Menge von der Michtigkeit m. Da m4n=m
ist19), so liBt sich § als Summe zweier zueinander fremden Mengen I und N
darstellen, wobei die Michtigkeit von M gleich m und die vou N gleich n ist.
Die Menge M liBt sich eineindeutig auf die Menge aller n-Tupel von Elementen
aus § abbilden, da beide Mengen von der Michtigkeit m sind ®). Demnach exi-
stiert eine logische Funktion R(x,%;,%q, ..., &n), Welche die Elemente x aus M auf
die n-Tupel [2;,%,...,7n) von Elementen aus J eineindeutig abbildet. Es ist nicht
schwer einzusehen, dal die Bedingungen a) und b) in § durch diese Funktion
erfiillt sind, daB also die logische Funktion (wo)} B, @y, 0y, <), die wir 8. 270
mit gy(x) bezeichneten, die Menge 9 charakterisiert, und dalier Jy=N ist,
woraus die Behauptung schon ohne Weiteres folgt.

In diesem Beispiel hat jede einzelne der Aquivalenzen (29) und (30),
auBer 2n gemeinsamen Liésungen, keine anderen Lisungen auf f. Dies folgt daraus,
daB die durch die Aquivalenz (33) definierte Relation G(z,y) — wie man leicht
einsieht — die logische Identitit darstellt und daher die Auswahlmengen 8
und @ eindeutig bestimmt sind, wobei §=3, und £=3J, ist. Es lagsen sich aber
anch kompliziertere Beispiele konstruieren. Ein Beispiel, in welchem die Menge
gemeinsamer Losungen der beiden Aquivalenzen (29) und (30) von der Michtig-
keit 2n ist, wihrend jede einzelne Aquivalenz aufler diesen gemeinsamen Ld-
sungen noch 2™ andere Losungen hat, wobei n eine ganz beliebige Kardinal-
zahl und m eine beliebige transfinite Kardinalzahl mit n<tm ist, befindet sich
in meiner in der Fufnote?) zitierten polnischen Arbeit.

Satz 5. Ist R(x,%1,%s,-..,8,) cine Funktion, welche eincindeutig
die Blemente x eines Individuenbereiches T auf die n-Tupel [21,%2, ..., %]
von solehen abbildet, so bestehen fir jede in I definierte n-stelliye lo-
gische Punktion F(x1,@s,...,8) die Aquivalenzen (29) und (30) mit
geeigneter Funktion f(x) (und zwar mit der Funktion (27)).

18) wenn wir natiirlich von dem trivialen Fall eines einzahligen Individuen-
bereiches absehen.

%) Nach einem bekannten mengentheoretischen Satz gilt fiir jede Kardinal-
zahl n und fir jede transfinite Kardinalzahl m, fir welche n<Cm besteht, die
Beziehung m-+n=m.

20) denn einerseits die Menge aller n-Tupel von Elementen aus § von der
Maichtigkeit m» ist und andererseits nach einem mengentheoretischen dem Aus-
wahlaxiom gleichwertigen Satz (vgl. dariiber die Fufllnote 5) aus 17) die Be-
ziehung m”=m besteht.
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Satz 5 ergibt sich unmittelbar aus Satz 4, da ja die Funktion
R(m,wl,a??,...,m,,) die Bedingungen a) und b) offenbar erfiillt. Die
beiden Aquivalenzen (29) und (30) bestehen selbstverstindlich auch
mit (28), nur ist aber unter der gegenwirtigen schirferen Voraus-
setqug die Funktion (28) — wie es aus der angegebenen Analyse
der Aquivalenzen (29) und (30), und Wbrigens schon aus den Aus-
fithrungen auf 3.16 in P, folgt — mit der Funktion (27) identisch.

Satz 6. Ist O(x,y,2) eine in einem Individuenbereich I defi-
nierte logische Funktion, fir welche
* * E
a*) (@) (1) (=) ) (&) [(&,9,2) &P, &) >y =y &z =7]
besteht, so besteht fir jede natirliche Zahl n>1 die Formel 2)

*. n-1,% n—1 * * 11-1"_1
(v1) (V1) (el ()1 (V) (V) [01=01 & (Evg)s ~ N D(0y0:41,2:) &

i=1

* 11_1"*1 * * * n—1 % *
& (Evg)s %@(’Uz’fviﬂ,wi)—*g%ﬂﬁi:wi&v;.“—*?}n)]-
Beweis. Die letzte Formel ist wegen der SchluBregel
[(Ez)f(@)—>p]~ (@) [f(#)—>p],
wie man leicht einsieht, mit der Formel

n ?e ng =1 * \n—1 * ";1
(V)1(Ve)1(@e)1 (o)1 ["31:7}1&._-'1@(@1701'4*17"271")&
i=

(38) n—1 % x * n—1 * *
&{_,«‘_,ICD(@;,-,vi+1,x,~)—~>(,_§’m,-:m,~&v,z:v,,)]
=] =

aquivalent. Da weiter wegen der richtigen Aquivalenz

(9)F(2,2)~ (a) () [1=2—>F(2,2)]
die Bedingung a*) mit der Bedingung

(39)  (2)(@)(¥)(2)()(2) [=2 & B(x, Y, 2) & B(, y, )~ y=1 & 2=¢]

Aquivalent ist, so geniigt es zum Beweis des Satzes 6 zu zeigen,
daf unter der Bedingung (39) die Formel (38) fiir jede natiirliche
Zahl n>1 besteht. Dies beweisen wir durch Induktion nach .
Fiir n=2 stellt (38) die Formel
*

* * * * * * * *
(91) (02) (v1) (v2) () (@) [V =01 & D(Vy, Vg, By ) & D(Vy, Doy By )8y = &y &V ==1,]

2) Im Falle n=2 sollen natirlich (Evg)é und (E;;:,)é gestrichen werden.
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dar, welche leicht aus (39) zu gewinnen ist (nédmlich durch Umbenen-
nung der Variablen, Vertauschung der Reihenfolge der voranstehenden
Allzeichen und der Konjunktionsglieder im Hintergliede). Damit ist
die Behauptung fiir n=2 bewiesen. Nehmen wir nun an, sie sei
fiir eine Zahl n richtig; es gelte also

n—1

(o)) i(me i (@e)i™ [?J1—~@1&Z@?Jz;vz-1—1;mz)&

n—1 n—1

&y¢(‘vt;vl+17ml)_>(2wz 9",&5’0“*’0")]
=1

GemiB der Regel (A—+>B)>(A&C—~>B&(C) folgt leicht aus
dieser Formel

T PV == PUEY PR * & n
(We)1 ™ (Vo)™ ()1 ()1 [”1=”1&.21 D(v1, Vit1, m,)&l )1 (l)(q;,ﬂ;,+],m1)
(40) = =

n—1 * *  * *
— (Z{Z/‘;—- wg&'u,, 0, & D(Vy, Vnt1y mn) & q)(’vn, Vn-1, &) )]'

=1

Aus der sich aus (39) leicht ergebenden Formel

% % » * * * *
(0n) (V0) (Vnt1) (%) (Vnr1) (Bn) [00 =00 & D0, @,,+1,'w,,) & D(Vny Vnt1, X)) —
—> L= mn &'Un-l—l— ’UH-H]?

und der Formel (40) ergibt sich sofort die Formel

n+1 * * n n * % *
(o) (00)i ™ (mo)f(%)?[@l———m&f{ Q5(”i;%+1,$i)&l: D(viy Vi1, 21) —
i= =
n—1
'+(_§1/1m1—m1&$n_mn&vm}—l—-'f)n-}-l):[,
i=

welche sich schlieBlich in
1 * +1 ,* * n n * % *
(De)1 " (Vo)1 (wa)il(%)f[%’—‘”l&gi 95(%7’1)&1,90:‘)&2: D(vi,Viy1, 1) —
= =
t{‘ * *
—,»(Zlmrz 21 & Vn1=="0n41)]
=

zusammenziehen 148t. Damit ist unser Induktionsbeweis vollendet 22),

) Von der Behauptung des eben bewiesenen Satzes 6 wurde schon in P,
Gebrauch gemacht (vgl. P, 8. 10; die Allgemeingiiltigkeit der Imphka,tlon (8)—(4)).
Der Beweis der Behauptung wurde aber dort nicht gegehen.
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Satz 7. Ist D(z,y,2) eine in einem Individuenbereich S defi-
nierte logische Funktion, fir welche die Bedingungen a*) und
b*) (y)(2) (Bz) D (2,y,2)

erfullt sind, so bestehen fiir jede in I definierte logische Fumktion
(1> 1) F (%1, B2y ey B 1,0a) B) mit geeigneter Funktion f(v,), und
zwar mit

(41)  f(va)=(Zy,) l_I(E'l’@) [ 45('2),, i+1, Y1) &F (Y1, Y, . - f’/m—i"l’n)]a

wie auch mit : :

n—1
(42)  flo)=(yoli " (0L JP(0q i1, P41,y Y1, on)]

und sogar im allgemeinen mil. anderen Funktionen f(vy), gleichzeitig
die zwei Aquivalenzen:

(43)  F(@1,02, ey Bty v) = (B0g)i™ 1[j¢(vf,vi+1,wi)&f(v1)],

n—1

n—1
(44) F(1, 80y vy Bty Un)= (g )1 [_.2 D(Viy Vi1, 1) (1) ].

Satz 7 erhdlt man aus Satz 4, indem man auf R(w lﬂ]_,iBg, vy ®n)

yq}(”ia 141y 1)

definierte Funktion nimmt und beachtet, daf einerselts die Bedin-
gung a) wegen Satz 6 und der vorausgesetzten Bedingung a*) zu
einer richtigen Formel wird, Wihrend anderseits die Bedingung b),

welche jetzt2) in (2,)f (va) (Bve)t
der Bedingung b*) und der a]lgememgultlgen Formel

die durch die Aquivalenz R(v1, @1, %2,..., Tn—1,0n)=(Bre)s

V@('D,,uﬂ,m,) iibergeht, wegen

(4)(2) (Ex) @ (2,Y,2)

die in Satz 3 aus P, bewiesen wurde, besteht.

Uber die Aquivalenzen (43),(44) und ibre verschiedenen Losungen auf
j(v,) 148t sich noch einiges Interessantes sagen. Ein niheres Eingehen auf diese

—1 gt
— (@)1 (vn) (Bue ) El D(v1yVit1,%1),
=

- Tatsachen wollen wir uns aber hier versagen, da diese einerseits leicht aus den

entsprechenden Tatsachen iber die Aquivalenzen (29), (30) — welche wir niher
behandelt haben — zu gewinnen sind und da andererseits sie im Folgenden,
bei Anwendung auf das Entscheidungsproblem, nicht gebraucht werden.

28) Die letzte (n-te) Variable bezeichnen wir hier und im folgenden durch vn
n—2 n—1

. \' N
statt x,, um x‘;l D(v;,v; _,_1,501.)&(I)(v”_l,m",x"_l) in ii./\_,l@(ﬂi,vi 4_l,ac,) zZusammenziehen

zu konnen.
2) natiirlich nach entsprechender Umbeszeichnung der Variablen.
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Ist insbesondere &(z,y,2) eine Funktion, welche eineindeutig
die Elemente x aus J auf die Paare [¥,2] von solchen abbildet, so
sind die Bedingungen a*) und b*) offensichtlich erfiillt und daher
ergibt sich aus Satz 7 der folgende

Satz 8. Ist O(x,y,z) eine in einem Individuenbereich I definierte
logische Funlktion, welche eineindeutiq die Elemente x aus I auf die
Paare [y,2] von solchen abbildet, so bestehen fiir jede in I definierte
logische Funktion (n>1)F (%1, ®s,..., Lu—1,V) gleichzeilig die zwei
Aquivalenzen (43) und (44) mit geeigneter Funktion f(v;) (und zwar
mit der Funktion (41)).

Diese Aquivalenzen bestehen natiirlich auch mit der Funk-
tion (42), nur ist aber unter der gegenwirtigen schirferen Voraus-
setzung tliber @ diese Funktion mit der Funktion (41) identizch
(vgl. die Anmerkung zu Satz 5, S. 277). . ‘

Wird in Satz'7 fiir &(z,y,2) die Funktion R,(z,y)& Ryw,z)
gesetzt, so erhdlt man aus Satz 7 den folgenden

Satz 9. Sind R (z,y),Ry,y) zwei in einem Individuenbereich
definierte logische Funktionen, fiir welche die Bedingungen:

(48) (@) (1) (2) W) (D) Bx(,9) & Rof,2) & B (3,9) & Rof, £) >y =1 &= 3],

(46) (¥) (2) (B) (By(2,y) & By, 2))

erfille sind, so bestehen fir jede in 5 definierte logische Funktion
(n>1)F (%1, 2, ..., Bn1,0n) Mit geeigneter Funktion 1(v1) (und zwar mit

(47) flor)=(Byo)i ™ (E’Ua)g[);gj(Rl(’lh, Vir1) & Ra(v4,4:)) &

. &F(yly?/% "'7?/n~1s'un)]J
wie awch mit

(48)  flor)=(yo)l " (vp)s [Igl (Ba(v1y0i11) & Ra (04, Y1) = F (Y1, Y2y oy Yty )]
m-fad sogar._im allgemeinen mit anderen Funktionen f(vy)) gleichzeitig
die zwei Aquivalenzen:

(49) F(y, m2r-~.~xn~—1:Un)E(Eﬁg)ihi [;;ZM:(RI('UH”H—I) & Ra(vi, 1)) & f(v1)],

(50) F(-T1,.‘172,..~7mn~1;vn)5tvg)il~1 EI(R1(’DI',?)1+1)&Rz(oi,wi)5—>f(@1)],

P
i=

—-
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Da die Bedingung (45) des Satzes 9 leicht aus der Bedingung
(51) (&) (1) (2) [(By(x,y) & By (2, 2) >y =2) &(Ry(, y) & Rofir, 2) >y =2)]
zu gewinnen ist, so haben wir auch folgenden

Satz 10. Sind Ry(x,y), Ru(2,y) zwei in einem Individuen-
bereich I definierte logische Funktionen, fir welche die Bedingun-
gen (B1) und (46) erfullt sind, so bestehen fiir jede in I definierte lo-
gische Bunktion (n>1)F (21,82, ..., Ln—1,Vn) Wit geeigneter Funktion f(v,),
und zwar mit (47) sowie mit (48) und sogar im allgemeinen mit an-
deren Funktionen auf f(v,), gleichzeittg die zwei Aquivalenzen (49)
und (50).

Satz 11. Werden durch die Funktion (R,(xz,y)& R,(x,2)) die
Elemente z eines Individuenbereiches 3 auf die Paare [y,z] von sol-
chen eineindeutiq abgebildet, so bestehen fiir jede in I definierte lo-
gische Funktion (n>1)F (21,22, ...,8u—1,0a) Mit geeigneter Funktion f(v,)
(und zwar mit (4£7)) gleichzeitig die zwei Aquivalenzen (49) wund (50).

Satz 11 wird am einfachsten aus Satz 8 erhalten, indem man
dort (Ry(z,y)&Ry(»,2)) fir D(z,y,2) einsetzt. Die Aquivalenzen
(49), (50) bestehen selbstverstindlich auch mit der Funktion (48),
nur ist aber jetzt diese Funktion mit der Funktion (47) identisch,
da jetzt iiberhaupt die Funktion f(v;) aus den Aquivalenzen (49), (50)
eindeutig bestimmt ist. .

Satz 12. Sind R(x,1,2s...,%.) und f(x) 2wei in einem Indi-
viduenbereich S definierte logische Funktionen, fir welche folgende
zwet Bedingungen erfallt sind:

(52) (@)1 (Bx) R (2,21, T2y-.y Tn),
(53) (w)(?/)(me)il[R(m;whw%"-amn)&R(yiml:w%""wn)&fW)_*f(?/)]a
so besteht die Aquivalenz

(54)  (Bo)[R(, 1,02y ..., %) & f(2)]= (@) [R(e, D1, By -y Bn) = f(2)]-
Beweis. Wegen (53) gilt stets
[R(, 21,2, "'7wn)&ﬂx)]'“*[R(y’wlim%"'33711) - f(y)]

und daher auch [R(x,21,2s...,Bx) &F(2)]— () [R(Y) 1,52y -0 Zn) > F(Y)],
woraus sich (Bu)[R(@, 81,82, ..., 8,) &F(@)]—(y) [R(Y, %1, 2, .0 Zn) > ()]
ergibt. Die Umkehrung dieser Implikation sieht man so ein:
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Aus (%) [R(,21, %, ..., %) — f(2)] folgt offenbar
(8)(R(@y 81y B2y -y Br) = [ Ry X1y B2y -y Bnr) & f()])
und daraus wegen der Regél () (F(2)—G (@)~ (Br)F(2)—(Br)G(x))
(B) R(%, 1,2y +vny Bn) = (B2)[ R(2, 21, To, .oy @n) &f(2)],
woraus, da (Bx)R(x,21,%s,...,%,) Wwegen (52) richtig ist, sich

(Ef”)[R(wywth’ "',mn) &f(m)]
ergibt.

Satz 13. Ist R(w,21,B2...,%0) 6€ine in einem Individuenbereich
3 definierte logische Funktion, fir welche die Bedingungen (52) und
(8) (@) (y) ()1 [R(%y @1y @2y ovvy T) S R(Yy D1y B2y vy Bn) —> B=1]
erfillt sind, so besteht die Aquivalenz (54) fir jede logische Funktion f(x).
Dieser Satz folgt sofort aus Satz 12. Bs geniigh zu bemerken,

daB aus der offenbar richtigen Formel z=y—(f(x)—f(y)) und (55)
die Formel (53) folgt.

Satz 14. Sind D(x,y,2) und f(@) 2wei in einem Individuenbe-
reich I definderte logische Funktionen, fiir welche die Bedingungen b*)
und

LN n n—2
(!D{’)?vi(?)@)? 1(mp)l ['-E;.@(Q,i’ Vi1, wi) & ¢('Un~1, wmxn—l)&
(56) =

n—2 g

* *
& 3 B(01141,00) & DOty 80—1) & (01) > 1),

erfullt sind, so besteht die Aquivalenz

—1

n—1 1
(57) (Bop)i ™ [ii"i B(v1, Vg1, %1) & (1) 1= (0g)4 [ ;?1 D(viy i1, 2:) —>F(1)]-

Satz 14 erhdlt man aus Satz 12, indem man dort als
R(1, @1, s, ..., Ty) die Funktion (Bv,)s [;2'12@('0 2 Vit 1) & D(Vn_1, By Tn_1)]
setzt und beachtet, daB die dabei aﬂ::s (52) entstehende Formel )
(wg)f‘l(vn)(Ev@)'{_l[§1¢(vi,w+1,wi)] wegen b*) und der in Satz 3 aus

P, als allgemeingiiltig erkannten Formel

. n—1
(4)(2) (1) 8@, ,) > (@e)i ™" (o) (Boo)i ™S Doy 0041, 00)]
richtig ist.
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Satz 15. Erfillt eine logische Funktion in einem Individuen-

bereich I die Bedingung
* * *
(58) (@) (@) (¥) () [Pl y,2) & Dty y, 2) — =],
so erfillt sie fiir jedes n>1 die Bedingung %)
n—1,% \p— n no2
(Do)t (v)i1 ™" ()T [ P01y Vi1, 01) & DV 1, Ty Bro1) &

(59) =

n—2

* *® * *
&%Q(’Di, Vi+1y :’L’i) & @(’17"_1,;1}",50”_1) — 7)1=‘l,‘1].
==

Beweis. Wir zeigen durch Induktion nach s die Richtigkeit
der Formel (59) fiir jedes #>1 unter der Annahme von (58).
Fir n=2 stellt (59) die Formel

(0,) (B1) (2) (@) [ D0 By 1) & DBy, By T3) — 0y =]

dar, welche aus (58) durch Umbezeichnung der Variablen gewonnen
werden kann. Es gelte jetzt (59) fiir eine Zahl n. Wird in dieser
als richtig angenommenen Formel die Variable z, durch o, ersetzt,
so erhédlt man, nach Zusammenziehung, die Formel

* = — n—1 n—32 % %
(ve)i (0)i " (@i LT D01y v141,8) & 3 D0y 0142,0) &
== =
* *
&Q)(’Un-—l; 'Un;wlr—l) -——>‘l)1=‘7)1],
aus welcher wegen der SchlulBregel
* * *
('Un)F('Un, U)z) -~ (ﬁn) (’Un) [’DJIZIUH #F(@Hﬂ}n)]
die Formel

n—2 *

* % * n—i I
(ve)! (ve)i ™ (o)1 1(vn)[wn:@néizﬂ1 D01 011, 20) & 3 P01 Vi1, 2:) &
s

* * *
& D(Vn—15Vny Bn—1) —> V1="1]

hergeleitet werden kann, die sich in
% n—i n—1 % =% *
(60) (00} (30 (2)i ™ [0 0855 B(v1, 0141, & 3, D01, 041, 1) ~ o1=01]
== ==

zusammenziehen 148t. Aus (58) gewinnt man durch Umbezeichnung
der Variablen die Formel

(vn) (;n) (@nt1) (0) [ D(Vny Ert1y Tn) & D(Vny Bnt-1y8n) = Vn="n),

25) Im Falle n=2 sollen selbstverstindlich die Summenzeichen gestrichen
werden.
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welche, zusammen nit (60), leicht

* n—1
('l)(;){l (’Ug)il (.’179);'4_1 [‘_Y/;(D('Ui, ’UH—I;-’Di) & @(’Dll7wll+17 mn) &
=

n—1 % % * *
&2 @('Ui,'Ui.{.], .'1'1)& D(vn, mn—{»lymu) —01=01]
ergibt. Da nun diese Formel die Formel (59) fiir die Zahl n-1 dar-
stellt, so ist unser Induktionsbeweis vollendet 2¢).

Satz 16. Erfillt eine logische Funktion ®(z,y,2) in einem In-
dividuenbereich I die Bedingung (58), so ist fiir jede natiirliche Zahl
n>1 und jede logische Funkiion f(z) die Formel (56) richtig.

Satz 16 ergibt sich sofort aus Satz 15, da die Formel (56) aus
dei' Formel (59) und_l der richtigen Formel /lezlﬁ(f(@l)—-» ]‘(51))
leicht zu gewinnen ist. ‘

Aus Satz 14 und Satz 16 ergibt- sich der folgende

) Beim Induktionsschritt wurde nebenbei die Aquivalenz der Formeln (59)
und (60) bewiesen. Die Formel (60) ist aber wegen der allgemeingiiltigen Formel

(@) f() > pl~[(B2)f(z) - p]
mit der Formel
% n—1

* *
(@) 0)(0,) o) 8= v, & (o)™ N v,,4,8) &
=

* *

* 1 ! f{l *
& (B, )y~ ‘21@(1),-, Vppgs @) = 0y =0;]
i=

gleichwertig und wegen der offenbar richtigen Aquivalenz
—1
(a:g)f B2y %5000y By g5 83 Ly ens By _g) ™~

@) oy b B i % )
/1 9/1 [._gl i i 122 el 15 Ly lpseenily g ]
=

weier mit der Formel
* % * n—1 * *
(1)) (0,)(0,) @) M )i o= &, = 0,8
=

a1 * L P *

& (Bv,)y i—’}:@(”v”i 10%) &(Eve)g“li_/zld)(vi, Vippp @) > 0=,
dquivalent; daher ergibt sich aus Satz 15 die Tatsache, daB die letzte Formel
unter der Annahme (58) richtig ist. Von dieser Tatsache habe ich schon in P,
Gebrauch gemacht, ohne sie aber dort zu beweisen (vgl. P, 8. 10, die Allgemein.
giiltigkeit der Implikation (9)- (5)).
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Satz 1% Erfillt eine logische Funkiion ®(x,y,2) in einem In-
dividuenbereich I die zwei Bedingungen b*) und (58), so besteht fiir
jede logische Funktion f(z) und jede natirliche Zahl n>1 die Aqui-
valenz (57).

Setzt man in den Sdtzen 14, 15, 16 und 17 R(x,y) & Ry(x,2)
fiir @(z,y,2) ein, so erhilt man aus ihnen unmittelbar folgende
vier Sitze:

Satz 18. Sind REi(x,y), Ry(x,y), (&) drei in einem Indivi-
duenbereich I definierte logische Funktionen, fir welche die Bedin-
gungen (46) und

(61)  (wo)i™ (’:;a)lll_1 (o)1 [;; (Ra(iy0i41) & R0y %1) ) & Ra(Vn—1,%n) &

n—2

& Ro{tn—1y0-1) & S Ba(04011) & Ra(00 ) & B (001,00 &
& Ra(bn1,80-1) & f(v1) > f(01)]
erfillt sind, so besteht die Aquivalenz

(B0 [ (o i) & Rt ) (o)1=
(62) et
=(ve)i [ z:v1 (Ru(vis Vi1) & Ra(vs 1)) — f(v1)].

Satz 19. Erfillen zwei logische Funktionen Ry(x,y),Rq(,y) in
einem Individuenbereich I die Bedingung

(63)  (2)(@)(¥)(#)[Bu(@,y) & Ry(w, ) & By(2,y) & Rof@,2) > o=,

s0 erﬁlll’m sie fir jedes n>1 die Bedinguny

n—2

(64) (vt (@ (o)t [,Zi’ (Ba(viy Vi41) & Ba(01y %1) ) & Br(Vn—1,%n) &

n—2 * % * *
& Ro(0n—1;,%n—1) &i;l (R1(1,v141) & R (04, %1)) & Ry(0n—1, Bn) &

* *
&Rz('l’n—h Bp—t) —> V1= 'Dl]-
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Satz 20. Brfillen zwei logische Funktionen Ry(w,y),Rq(z,y)
in einem Individuenbereich 5 die Bedingung (63), so ist fir jede na-
tiirliche Zahl n>>1 und jede logische Funktion f(w) die Formel (61) richiig.

Satz 21. Erfillen zwei logische Funktionen EBi(,y), By(®,y) on
einem Individuenbereich 3 die Bedingungen (46) und (63), so bestehi
fiir jede logische Funktion f(z) und jede natinliche Zahl n>1 die Aqui-
valeng (62).

Bs gilt ferner der folgende

Satz 22. Erfillt eine logische Funktion E(2,%),%q, ..., %) i1
einem Individuenbereich 5 die Bedingungen a) und b), so gilt fir
jede logische Funktion F(y,%s,...,%n) die Implikation

(@) (Byo)t [R(%, Y1, Y2y on

Beweis. Aus (2)(Bye)i[R(®,y1,Y2 -y Yn) &E (Y1, -, ¥2)] und
der Formel b) folgt zunichst, gemil der SchluBregel

() f(w) & (B) g(2) — (Bw) (9(x) &f(2)),

Yn) &F (Y1, Y2, s Yn)] = (20)1 F (1y B2y ovvy B)-

die Formel
(o)1 () (B )T [R(, %1y B2y ey B0) & R(Dy Y1, Y 2y vy Y) & F (Y1, Y2y -y Y )]s
aus welcher unter Beriicksichtigung der Formel a) leicht

(o)t F(1y B2y ey @)
gewonnen wird.

Satz 23. Erfillt eine logische Funktion ®(x,y,2) in einem In-
dividuenbereich I die Bedingungen a*) und b*), so besteht filr jede
logische Funktion F(x1,%s,...,x,) die Implikation

n—1
(1) (Byo)i ™ (Bug)s [);1@(711‘; Vi3 Y1) B (Y1, Y2y vy Yt Un) ] =
> (@)1 F (@1, 02y +.vy B0).

Satz 23 ergibt sich aus Satz 22, indem man fiir R(w D1y %2y vey Ln)
die durch die Aquivalenz

n—1
R (01, @1,y oy Bny0n) = (Bg)s " N (01, Diy1, B)
i=1

definierte Funktion setzt, und Satz 3 aus P, sowie Satz 6 (aus
der vorliegenden Arbeit) beriicksichtigt. '
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Satz 24 Erfillen zwei logische Funktionen Ry(z,y),Ro(w,y) in
einem Individuenbereich I die zwei Bedingungen (46) und (51), so
besteht fur jede logische Funktion F(w1,%s,...,%,.) die Implikaiion

n—1
(1) (Byo)i " (Bg)s [gl(Rl(‘Ui,Ui'{—l) & Rovi, 1)) &F (Y154 25 ey Yn—1,Va)] —

- (CUQ)?F(%]_, Ty ---gmn)-

Satz 24 ergibt sich aus Satz 23, indem man Ry(x,y)&Ry(x,2)
fiir D(x,y,2) einsetzt und die bereits benutzte Tatsache, daB (45)
aus (51) folgt, beriicksichtigt.

Inwieweit die verschiedenen oben aufgestellten Sdtze beim
Entscheidungsproblem anwendbar sind, werden wir in IT, bei der
genauen Durchfithrung, sehen. Wir wollen aber jetzt schon auf
die Aquivalenzenpaare (29),(30); (43), (44); (49),(50) — von denen
in diesen Sitzen viel die Rede war — die Aufmerksamkeit des Le-
sers lenken. Sehen wir uns von diesen Aqu_ivalenzenpaavren ein
Paar — etwa (43),(44) — niher an.

Beachtet man, daB die Aquivalenz (44) wegen (A=B)~(4A=2D8)
und wegen des Gesetzes der Bildung eines negierten Ausdrucks
mit der Aquivalenz

_ e n—1 -
F(1, By vy Bty 0n) = (Eg)1 1[1.5_71 D(Viy Vit1,2e) &f(v1)]

gleichwertig ist, so sieht man sofort ein, daB das Aquivalenzen-
paar (43),(44) durch das Paar

n—1
(65) . B (22, %3, --':wn——la'Dn)E(E’vo)?——l [__;:gp(”i’”i-l—l:wi) &f(vi)l,
n—1 _
(66) F (01, 03y ey Bty ) = (B0g) ] [lgl D(1y V41, %1) & f(1)]
ersetzbar ist. B
Beachtet man ferner, daf die Aquivalenz (43) (wiederum

wegen (A=B)~(A=DB) und des Gesetzes der Bildung eines ne-
gierten Ausdrucks) mit der Aquivalenz

. 1 n—1 _
F(w1, 3y o sy B 1,90)= (o)1 [AZ; D(04y Vi1, T1) — f(01)]
=

gleichwertig ist, so sieht man sofort ein, dafll das Aquivalenzen-
paar (43), (44) auch durch das Paar


GUEST


288 J. Pepis:
n—1

(67) B (&1, 02y eey Ln—1y 'UII)E(qJ(‘);l~1 [S @(‘01, ,Dl-H’wi) — ﬂ”l)]’
n—1 -

(68) F(lﬁh L2y cneylin—-1y 1’11)5(7)0)"—1[_/ ('Uiy Vi1 mi) - f(lvl)]

ersetzt werden kann.

Nun scheinen aber die Aquivalenzenpaare (65),(66) und (67),(68),
rein duBerlich betrachtet, dem logischen Gesetze der Bildung eines
negierten Ausdrucks gewissermaflen zu Wid_grsprechen, da in ihnen
der Ubergang von F(y,&s,...Tn—1;0n) 20 F(#1,@3,...;84—1,0,) nicht
nach diesem Gesetze erfolgt (welches u.a. verlangt, daf die Seinszei-
chen durch gleichnamige Allzeichen ersetzt werden und umgekehrt),
sondern einfach in der Weise, daf f(»;) durch f(v,) ersetzt wixrd.
Es ist {iberfliissig zu bemerken, dafl wir hier mit keinem Wider-
spruch, sondern nur mit einer rein duBerlichen Abweichung vom
Gesetze der Negationsbildung zu tun haben, da ja die genannten
Aquivalenzenpaare in exakter Weise unter den Voraussetzungen
des Satzes 7 als richtig bewiesen wurden. Aber eben die HuBerliche
Abweichung der Negationsbildung von F(zy,®s,...,%u—1,,) in diesen
Aquivalenzenpaaren von dem iiblichen Gesetze der Negationshil-
dung erweist sich, unter Beriicksichtisung der Tatsache, daB
F(21,@9...,80-1,0,) eine ganz beliebige in einem unendlichen Indi-
viduenbereich definierte logische Funktion sein kann, als bedeu-
tungsvoll und erlaubt (mit Hilfe einer ,zusammengeflickten® Ein-
setzung) Reduktionssiitze des Entscheidungsproblems zu erzielen,
die durch bisherigen Methoden nicht zu gewinnen waren. Sucht
man das Allzeichen zu vermeiden, so bedient man sich dabei des
Aquivalenzenpaares (65),(66); will man umgekehrt das Seinszejichen
vermeiden, so wendet man das Paar (67),(68) an.

In IT werden wir Beispiele fiir die Anwendbarkeit beider
Aqmvalenzenpaare angeben.

Alles iiber das Aquivalenzenpaar (43), (44) Gesagte tbertrigt
sich sofort auf das Aquivalenzenpaar (49), (50), indem man einfach
By(z,y) &Ry, 2) fiir D(x,y,2) einsetzt.

Was nun das Aquivalenzenpaar (29), (30) betrifft, so weist es
zwar die entsprechenden giinstigen Merkmale auch auf, wird aber
in IT nicht benutzt, da es iiberhaupt nur als Hilfsmittel zur Ge-
winnung der schirferen Aquivalenzenpaare (43),(44) und (49), (50)
herangezogen wurde.
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II. Reduktionssiitze des logischen Entscheidungs-
problems. Wir wiederholen jetzt die Definitionen der bereits in Py
eingefiihrten Begriffe des g-Ausdrucks und y-Ausdrueks und wollen
hier noch zwei ihnen #hnliche Begnffe einfithren, die wir im fol-
genden benutzen werden 27),

Dcﬁnfltwn 1. Ein Zillausdruck A, der die dreistellige Funk-
tionsvariable @ enthilt (und dessen iibri tge Punktionsvariablen etwa
BBy, Fy sind), mége y-Ausdruck heifen, wenn es, falls er iiber-
haupt erfillbar ist, einen Individuenbereich 5 und ein 4 in S
erfillendes System von Funktionen Fij,Fs,...,Fi, &' gibt, wo die Funk-
tion D'(z,y,z) eine eineindeutige Abbildung der Elemente x wvon I
auf die Paare [y,2] von solchen bewirkt. Der artiges BErfullungssystem
Fi, B3, ..., Fr @ mige eine ausgezeichnete Erfallung des y-Aus-
drucks A und die Funktionsvariable @ seine aus gezeichnete
Funktionsvariable heifen.

Definition 2. Ein Zillausdruck A, der die zwei zwetstelligen
Funktionsvariablen Ry, R, enthilt (und dessen iibrige Fumnktions-
variablen etwa Fi,Fs, ..., Fy sind), mige B-Ausdruck heifen, wenn es,
Jalls er diberhaupt erfullbar ist, einen Individuenbereich S und ein A
in I erfillendes System vom Funktionen F1,Fs,..,FiRi,Rs gibt, so
daf die Funktion Ri(xz,y)&Ri(z,2) eine eineindeutige Abbildung der
Elemente x von I auf die Paare [y,2] von Elementen aus 3 leistet.
Derartiges  Erfullungssystem F1,Fs,...,Fr,Ri,Rs moge eine ausge-
zeichnete Erfillung des p-Ausdrucks A und die Funktionsvaria-
blen Ry, R, seine ausgezeichneten Funktionsvariablem heifen.

Definition 3. Bin Zihlausdruck A, der die drei zweistellige
Funktionsvariablen Ry, Ry, Ry enthilt (und dessen iibrige Fumkiions-
variablen Fi,Fs,...,Fy seien), moge 6-Ausdruck heifien, wenn es —
falls er dberhaupt erfillbar ist — einen Individuenbereich 5 und ein
A i I erfullendes System von Funktionen Fi,Fs,...,Fi,Ri, Rs,R}
gibt, so daf Ri(x,y) die logische Idemtitit x=1vy darstellt und daf die
Funktion Ri(x,y)& Ri(x,z) eine eineindeutige Abbildung der Elemente
% von I auf die Paare [y,2] von solchen bewirkt. Ein solches Erfil-
lungssystem F1i, I, ..., Fi, Ri, Rs, RS mbge einc ausgezeichnete Hrfil-
Lung des 6-Ausdrucks A heifen und die Funktionsvariablen R,,R,, R,
mogen als seine ausgezeichmeten Funktionsvariablen gelten.

" 27) Die Heranziehung dieser Begriffe ist zwar nicht unbedingt notwendig,
doch aber aus gewissen Griinden sehr niitzlich.
Fundamenta Mathematicae. T. XXX. 19
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Definition 4. Ein Zihlausdruck A, der die dreistellige aus-
gezeichnete Funktionsvariable @ enthily (und dessen u-'brige Funktions-
variablen Fi,Foy..,Fr sind), mige x-Ausdruck heifen, wenn es —
falls er dberhaupt erfillbar ist — 2w jeder im Bereich 3 der n_at'mlz—
chen. Zahlen definierten mathematischen Funktion w(@,y) mit den
Eigenschaften *8): :

a) () (y) [(p(@,y)>2) & (p(x,y)>Y)];
B) (@)(0) (@) (@) [p(a,9) =(,) > (6= &y=1)]
ein Brfallungssystem Fi,Fa, ..., Fi, @ von A in 3 gibt, fir welches
(@) (y) (&) D' (,,2)~ (2="2(y,2))]

gilt. Bin solches Brfullungssystem Fi,Fs,...,Fi, @ mdge eine (durch
die Funktion w(z,y) erzeugte) ausgezeichnete Erfillung von A heifen.

Es gilt folgender

Satz 25, Ist A ein »Ausdruck und yeht B aus A hervor, in-
dem man in A fir die ausgezeichnete Funktionsvariable P(w,y,z)
den Ausdruck Ry(z,y)&Ry(x,2) einsetzt, so sind A und B in bezug
auf die Erfillbarkeit gleichwertige Zihlausdriicke ).

Beweis. Sind Fy,Fs,..., 'y, @ die Funktionsvariablen aus 4, so
sind F1,Fs,...,Fi, R1, Ry die Funktionsvariablen aus B. Ist A erfiill-
bar, so hat er als x-Ausdruck eine ausgezeichnete Erfiillung
Fi,Fs,...,Fr, @, die etwa durch die Funktion y(z,y) erzeugt sei. Es
gilt also jedenfalls

(@) (¥) (2)[D'(#,9,2) ~ (=(y,2))]
und

(@) (@) @) [ y) =p(2,9)) > (s=2&y =1)]

im Bereich der natiirlichen Zahlen 3, woraus sich leicht die Richtig-

keit von
() (¥) (=) (u) (0)[ D (w,y, u) & D' (@,0,2) — D' (2,y,2)]

*8) Einfache Beispiele fiir Funktionen +(z,y) mit den Eigenschaften a), b)
leisten folgende drei Funktionen: 2%.(2y—1), (z+y)*+x, 2%3Y. Sind iiberhaupt
p und g zwei verschiedene Primzahlen, so hat die Funktion p¥.¢¥ die Rigen-
schaften a) und b).

28) d. h. sie sind entweder beide erfiillbar oder beide nicht erfilllbar. Statt
»gleichwertig in bezug auf die Erfillbarkeit* wird im folgenden — #hnlich wie
in P; — kiirzer ,gleichwertig” gesagh.
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ergibt und daher 1iBt sich die Funktion D'(x,y,2) wegen Satz 4
aus #; in der Form Ri(z,y) & Ri(,2) darstellen. Das System
B, 1., Fi,Ri, Ry erfiillt dann offensichtlich den Zihlausdruck B
in 3; also aus der Erfiillbarkeit von 4 die Brfillbarkeit von B folgt.

Ist umgekehrt Py, Fy,..., ¥y, Ri,RY ein Erfillungssystem von
B in einem Individuenbereich 3, so erfillt das System

B B, F¥, R (z,y) & RS (x,2)
offenbar 4 in 3. Die Zéhlausdriicke 4 und B sind also gleichwertig.

Bevor wir zu den eigentlichen Reduktionssiitzen des Ent-

scheidungsproblems itbergehen, beweisen wir noch folgenden ein-
fachen, aber wichtigen

Hilfssatz 1. Sind H(x,xs,...,2,), Gi{@1, @y ..y n), wo i=1,,2...,7,
2r in einem Individuenbereich T definierte n-stellige logische Fumk-
tionen, so gibt es dann wund nur dann eine logische Funktion
F(w1,23...,2,), die den Bedingungen

(1) (@)1 LH (1, @2y vy B0) = (B(@1, B3, .oy ) ~ G (@1, 23, ...y )]
fir 1=1,2,...,r in I geniigt, wenn
()T [H (%1, sy, ) & Hi (1,82, ..y ) —

> (Gr (D1, @2y ooy Ba) ~ G1(@1, 23y ..., 24))]

(2)

fiir i, k=1,2,...,r gilt.

Um Quantoren zu ersparen, operieren wir mit freien Variablen.
Sind die Bedingungen (1) durch eine Funktion F(z1,ms,...,2,)
erfiillt, so bestehen offenbar die Formeln:

(3) Hi(@1,@2y s Ba)—(F (@1, 82, ..., Bn) ~ C1(81, By, ),
(4) : Hu( @1, %2y -y Bn)—(F (@1, B2y 1oy Bn) ~ G201, ®3,...,81))
fir 4,k=1,2,...,r, also auch die Formel
H (@1, B2, ..y n) & H ; (B1, %3, ..y @) —>(F (81, By ...y Bp) ~
~ Gr(@1,82, .0y @) &6 (F (81, B2y ...y Tn) ~ Ci(@1, @y ...y Tn)),

aus welcher, gemif der identisch richtigen Formel des Aussagen-
kalkiils (A~B)&(A~ )~ (B~ (), sich

Hp (@1, @2y @n) & Hi (81,8, .0y ®n) = (Gr (1, 82y ..y Br) ~ G4 (1,02, 20y ),

also auch (2) érgibt.
19%
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Seien umgekehrt die Bedingungen (2) erfiillt. Sei im Indivi-
duenbereich S eine n-stellige, nur die Werte 1,2,..., anzunehmen
fihige mathematische Funktion @1, B3, ..., %) folgendermaBen defi-
niert: falls es fiir das n-Tupel @i,@s..,#, von Elementen aus 3
eine Zahl 4 gibt, fiir welche H;(@1,%2 ...;%n) besteht, so soll
@1, %5, ...,%,) die kleinste solche Zahl bedeuten; falls nicht, so soll
(1, @3, ..., Zn)=1 sein. Dann gentigh die durch die Festsetzung

F(@1,82, ..., 00) = th(ml,xz,...,w )(W1,902,...,wn)

definierte logische Funktion F(wy,os,...,z,) den Bedingungen (1).
Aus der Definition der mathematischen TFunktion @1, %2y .enyTn)
folgt nimlich unmittelbar die Formel

Hi(z1,%0y ..oy Bn) = H(P(wl’mz, ...,w,,)(‘”la D2y .eey L)y
welehe zusammen mit der sich aus (2) sofort ergebenden Formel

Htp(wl,mz, ...,wn)(mlyw% ceey ) & H i (&1, B2y o0y Bur) =

— (@ L1y B2y 0-eyBn) ~ i1, T2y 0vyn))

(1,2, ...,m")(
leicht die Formel

Hi(21, %2y -y ¥n) = (pr(ml,xz,...,mn)(wlam% cees@n) ~ G (@1, B2y .y @),

also auch die Formel (1) fir 1=1,2,...,r liefert.

Die Bedingungen (2) braucht man eigentlich nur fir k<t
zu beriicksichtigen, da sie fiir =k in trivialer Weise erfillt sind
und fir k>% wegen Symmetriegrinden aus k<t folgen. Es kann
auch, umgekehrt, nur der Fall ¥>i beriicksichtigt werden.

Bestehen insbesondere fiir 4,k=1,2,...,rs und k<4 die Bedin-
gungen
(5) (WQ)ZIII[Hk(xI;m%---7wﬂ)&Hi(m17m27'-'75”")]7

50 sind die Bedingungen (2) offenbar erfillt und daher lassen sich
die Bedingungen (1) durch eine Funktion F(ws,#s,...,4,) erfiillen ).

30) Hilfssatz 1 148t u.a. auch folgende Verallgemeinerung zu:
Sind Hi(wl,%,...,a;n),Gk,i(ml,m.z,...,wn), wo i=1,2,..,r und k=1,2,...,8 in
einem Individuenbereich 3 definierte r(s+ 1) logische Funktionen, so gibt es

dann und nur dann den Bedingungen

s
(xp)?[Hi (21 Ty o ers 2 ) “*g](Fk(m], Ly eeny Bpy) ™ Gk,i(xl’ Dy ees )]
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Satz 26. Beim Erfillbarkeitsproblem darf man sich ohne Be-
ewntrachtigung der Allgemeinheit auf Zihlausdricke mit Skolemschem
Prifie (@) (@) ... () (By1) (Bys)...(Bys) und einer einzigen Funktions-
variablen im Kern beschrinken.

Zum Beweis geniigt es offenbar zu zeigen, daB zu jedem Zihl-
ausdruck 4 mit Skolemschem Prifix ein in bezug auf die Erfiill-
barkeit gleichwertiger Zahlausdruck B angegeben werden kann, der
ebenfalls ein Skolemsches Prifix hat und im Xern nur eine
einzige Funktionsvariable enthilt.

Sei A gleich (o) (Bwe)p+1 (@1, Tay...,Bg), WO p<q, und F1, Fs,...,Fr
seine Funktionsvariablen, wobei F; etwa n;-stellig sei. Sei weiter
n=r—4Max(ny,ns, ..., )+ 1 und F(2y,2s,...,2,) eine n-stellige Funk-
tionsvariable. Seien yi,¥s,...,¥- gebundene » Variablen, die voneinan-
der und von @y,xs,...,#, verschieden sind. Ferner, bezeichne

B(1y 2y -y B3 Y1, Y2y oeeyYr)
den Ausdrueck, welcher aus W(wy,®s,...,%,) entsteht, indem
Ffi (walsma27 "-:wani) ‘
durch F(yl,yg,...,y,,a’cal,:oaz,...,man,y,-,y,-,...,y,-) 1y far i=1,2,...,r und
1

01,02y -ony O = 1,2,...,q ersetzt wird. Sei schlielllich B die Konjunktion

der folgenden zwei Ausdriicke:

r ) B‘
(ye)i(we)t (Eme)ﬁﬂ[,l]ﬁ’(?/hyz, veuy Yy Biy Wiy ey t) =
(By) -

g .
—'-:.L;\-+1;7(?/1?y2: ~eoy Yry Liy Ty ---:mi) &%'(wlaw% 35 Y1, Y2 "'7yr))]’

(Bs) (Beo)1 (B2)F (21,22 v os 2112y By oey ).

fir ¢=1,2,...,r geniigende s logische Funktionen (&, %y;...s%;), WO k=1,2,...,8,
wenn

. 8§
()7 [H (301, %35 .0, )8 H (204, ~--’Wn)‘*E(Gz,k(%’“’zv"’%)“Gl,i(’;p“’z’ e ) ]

=1

fir 4,k=1,2,...,r besteht. Die letzten Bedingungen braucht man wiedernm nur
fitr <<k zu betrachten und sie sind sicher erfiill, falls (5) fiir 4,k=1,2,...,r und
<<k richtig ist.

1) Die r ersten Leerstellen sind der Reihe nach mib y,,%y,-..,¥,, die n; wei-
teren mit 2Ty Pa, ausgefillt und die ibrigen (die es sicher gibt, da ja

1

aus n==1r+ Max(t, %, ...,1,)+ 1 sofort n—r—n,>0 folgt) mit y,.
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Dann enthiilt der Zahlausdruck B nur eine einzige Funktions-
variable F, 148t sich offenbar auf die Skolemsche Normalform
mit Prafix (yo)i(we)i(Bwe)pr1(Bee)i(He) bringen und ist mit 4 in
bezug auf die Erfillbarkeit gleichwertig. Die letztere Behauptung
wird folgendermaBen bewiesen:

Ist der Zdhlausdruck A4 erfiillbar und Fi,Fs, ..., F; ein Erfil-
lungssystem von 4 in einem Individuenbereich ', sind ferner
1, s, ...,a; beliebige voneinander und von allen Elementen aus S
verschiedene Gegenstinde, so gibt es zuniichst eine in dem aus
J' durch Hinzufiigung der Elemente ay,as,...,a, entstehenden
Individuenbereich ' +{ay,as,...,a;) definierte logische TFunktion
F'(w1, 23, ...,x,), die folgenden Bedingungen geniigt:

(i) Das Pradikat F'(ay,as,...,0r,%,8,...,4) charakterisiert den
Individuenbereich ', d.h. daB die Aussage

B (a1, 0y ... Ory 0, T, ...y )
fir # aus I’ wahr, dagegen fiir @=ay,as,...,a, falsch ist;

(ii) Die Funktion F'(Q1y Q2 ey Oory 1, B2y ooy By Wty Gy ooy ) 56 £lIT
D1y B2y -3 Tny A8 ' Mit der Funktion Fj(wy,@s,...,%,,) (fir i=1,2,...,r)
identisch;

(iif) F"(21,2s,...,a,) ist stets falsch, falls die » ersten Elemente
T, By ..., @y Dicht mit ag,as,...,a, der Reihe nach iibereinstimmen.

Dies zeigt man in exakter Weise auf Grund des Hilfssatzes 1
wie folgt: ‘

Werden in J'4-{a1,as,...,a,} die logischen Funktionen:
H1(.'171,a32, ...,m,,),
durch die Festsetzungen:

G‘1(9’)1, Lo, .. .,58")

Hl(ml,m% ---7mn) = (2({]99: ag) & E ("BQ: [D")),
=1 o=r+1
(w1, oy ..., By) = ggzl(m" = dto)

definiert, so verlangt (i), daB

(m(’);l[Hl(a;l’m% venyBp) —> (F’(wl,:vg, ...,9?,,) ~ Gl(wl’mz, ,,.’a}"))]

richtig sei. Werden in I'+{a,as,...,a,) die logischen Funktionen

Hivi(@y, @ay ..y ), Gri (01,03, ...,0,) by t=1,2,...,7 durch die Fest-
setzungen:
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r r+n; or n
Hii(01, 8y oy ) =(N(e=a0) & Y N(weFan)& Y (ze=ai)),
=1 o=r+1 =1 o=r+n;+1

Gl-}—i(wlyw% ---7wlx)EF;’(wr+1;wl‘+‘Z; .eey ﬂh-—}-ni)
(wo die F: auBerhalb ¥ beliebig zu verstehen sind) definiert, so
verlangt (ii), daB
(o) [ Hi41(1y 3y .y ) = (B (1, B2y vy ) ~ Gri(i1,B3, ..., Tn))]

fir 4=1,2,...,r richtig sei. Werden schlieflich in J'-{ay,as,...,ar}
die Funktionen Hoy (®1,%s,...,%10); Gotr(®1,%s,...,2,) durch die Fest-
setzungen:

Ir
Hot 1 (21, %2y ... ;%) E_v;]('”(’z g), G2+r(m17m2; veey En) = (T17F T1)
o=

definiert, so verlangt (iii), dafl
(@o)1 [Hot-r(1y @2y -y @) —> (F' (1, B2y ...y Bn) ~ Gotr(@1y %2y ..., @n))]

richtig sei. Die Bedingungen (i)-(iii) verlangen also insgesamt, daB
die Bedingungen
(oL [H (1, B2, ..y Bn) = (B (01,825 vy Bn) ~ Gi(®1, D2y ...y Tn))]
fiir 4=1,2,...,7+2 durch eine Funktion F'(1,%s,...,%,) in
I Aa1, oy .oy )

erfiillt seien, und dazu ist wegen des Hilfssatzes 1 notwendig und
hinreichend, daB die Beziehungen

(MQ)il[Hf(wl, Z2,- ..,m,,) &H;,(ml, mg,...,m,,)—+( Gi(ah, &2y.. .,mn) ~ G}z(.’h,wz,..., w,.))]

fir 4,k=1,2,...,7+2 und i<k besteben. Diese bestehen aber ein-
fach wegen der Richtigkeit der Formel

(o)1 [H (21, @2y ..., %n) & Hp(@1, B2y ..y Zn)]
fir 4,k=1,2,...,7+2 und i<k; in der Tat:

Hi( 01,22, vy Tn) & Hipi (01,2, ..., %) I8t fir 4=1,2,...,7 stets falseh,
da aus Hi(@1, Lay..., Br) Sich &= 2r11 ergibt, wihrend aus H 141 (21525000 y &n)
fiir 4=1,2,...,r leicht ®,==®.,, gefolgert werden kann;

Hy (%1, .0, 0n) & Hoyr(1,%,..., %) ist stets falseh, da aus

r e -
Hy(21,@s,...,2,) sich sofort Y (z,=a,), also Ho {1, ®2,...,%0) ergibt;
=1
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H1+,~(Js1,wz,...,w,,)&H1+k(901,m2,..‘,m,,) ist fiir ’i,]ﬂ=1,2,...,’l” und
i<k stets falseh, da sich aus Hiyi(21,%s,...,2,) sofort z,=a, ergibt,
wihrend @,=ax aus Hits (b1, %2...,2,) folgt und a;==ap ist;

H1+,~(m1,;702,...,m1,)&H2+,.(a71,m2,...,m,,) ist fiir ?::1,2,...,7" stets

r —
falseh, da sich aus H (@1, 8s,...,2,) sofort Y(we=ae),als0 Hyoy (21,as,...,3,)

o=1

ergibt.

Ist nun F'(w1,@s,...,2,) eine den Bedingungen (i)-(iii) geniigende
Funktion, so zeigen wir daf sie den Zihlausdruck B in I'-{as, as, .. oy O}
exfillt. Da laut Voraussetzung die Funktionen Fi,F5,...,F;. den Zihl-
ausdruck 4 in J' erfiillen, so gilt (xo)f (Bwe)ft A (w1, @s,...,4,) **) und
daher — wegen (ii) und der Definition des Ausdrucks

%(wlim%'“:wq; ylay2y---7yl')7
wie leicht einzusehen — auch (x,)! (B, )1 B' (1,22, ..., 4,5 a1, U2y ey )
o o . .
in J'. BEs gilt also wegen (i) auch

B

» 4
(o) (Ewt’)g-i—l [‘;\{F[(aha?': wue3 Gry Biy Biy <oy ) ==

=

G
—>—i(:7+111’ (al,ag,...,a,,mi,mi,...,wi)&%’(ml,wz,...,wq; A1y 02y eoey@r))],

wobei die Quantoren jetzt tiber I'--{ay, @3y...,0ry ZU erstrecken sind.
Der letzte Ausdruck bleibt aber auch richtig, wenn man a,as,...,a,
durch ganz beliebige Elemente y1,ys,...,y, aus J'+{ay, @, ..., )
ersetzt, da ja falls die Reihen ay, A2y+eey & UNA 1,93, ...,9, nicht iiber-
S - . &

einstimmen, das Vorderglied lIF (Y1Y2y ey Yry By Biy o, ;) Wegen (iii)

falsch und daher der ganze Ausdruck

- (we)l (Eme)g-i-l [éF,(?/lyy%---’ymmhwi;--~:xi) g
o .

‘“"!(:;._HF ('.7/17.7/27---:?/rywi)mi:---ami)&%l(wl’m%---,mq? Y192 -y Yr))]
richtig ist. Damit ist gezeigt, daB die Funktion F'(21,20,...,2,) den
Ausqmck’ (By) erfiillt. Da aber (E2)F' (a1, a2, ..., 412, 2, ...,2) wahr ist
(da ja F'(a1,2...,00,2,2,...,2) gemiB (i) den nichtleeren Bereich &’

9132) Q{I;’ :o]il, é;hnlich wie in P, den durch Einsetzung der F; an Stelle der F,
aus entstehenden Ausdruck bezeichnen. Analoge Bedeutun 11
A, B, B, €’ ete. haben. # § sollon mnten
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charakterisiert), so ist es auch offenbar (B20)1(B2) F' (21,22 0y 2ry 232, .y 2)
und damit wird iitberhaupt B als ein dureh die Funktion F'(x1,29,...,2,)
erfilllter Ausdruck erkannt.

Erfiillt, umgekehrt, eine Funktion F(wi,us,...,2,) den Zahl-
ausdruck B in einem Individuenbereich I, so folgt aus der Richtig-
keit von (Bze)i (Bz)F'' (21,22, ...,ry 2,2, ...,2) zunichst die Existenz in X"
voun r-+1 Elementen by,bs,...,b,b, fiir welche

(6) F"(b1ybsy .., by, b, ..., b)
besteht. Aus der Richtigkeit yon

: g &
(y@)f(m(’){} (Bwe)p+1 [:':EIF (Y1s Y250 Yrs iy iy e ) —

4q.
- (.r'\_;;}ﬂ”(yl’f’/% coy Yry Biy Bty o5 1) & B (&1, 3y ...y g5 Y1yY25--3Yr))]

{==p-]

folgt insbesondere die Richtigkeit von

P
(e)? (Ewé’)g-i-l [/\-;F”(blﬁ by ooy bry Liy Biy J.yiBi) —
=

Ll ’ 17
‘9(;\;‘;_11{1 l(bl;bZ,---y b]-,l”i,xi_, “-)ml‘)&%v (w11w2)“'7',‘v’1; bl’b27"'?b"))]
i=

in 37, und darauns die Richtigkeit von

(7 . (370){](Ewo)g-yl%”(wl,;ﬂz,...,9911; b1,b2y ..y b2)

im Teilbereiche I derjenigen Elemente x aus I, fir welche
F'(b1,bay..cybry 2,2, ...,2) gilt (I ist nicht leer, da ja wegen (6) das
Element b zu ihm sicher gehort). Werden nun in I die Funktionen
P, FY, ..., FyY durch die Festsetzung

’
F; ({D]_, mg,...,w,,l.) EF”(bl,bg, ...,br, 05‘1,.’32,“.,%,11.,171, bi, ...,bi)

fir 4=1,2,...,r definjert, so ist es klar, daf diese Funktionen
den vorgegebenen Ausdruck 4 in J erfiillen, da wegen (7) und der
Definition des Ausdrucks B(#i,®s,...,%q; Y1,Y2,...,Yr) der Ausdruck
(@o )] (Bwo)p 4 a W' (1,2, ...,4,) eine in I richtige Aussage darstellt.

Die Z#hlausdriicke 4 und B sind also gleichwertig und
dadurch Satz 26 bewiesen.

Satz 2% Beim Erfillbarkeitsproblem darf wman sich ohne
Beeintrichtigung der Allgemeinheit auf y-Ausdriicke mit Skolem schem
Prifiw (m1)(@2) ... (@) (By) (Bys) ... (Bys) beschrinken, die auper der
ausgezeichneten, dreistelligen Funktionsvariablen @ nur mnoch eine
einzige, wnd zwar eine einstellige Funktionsvariable enthalten.
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Zum Beweis geniigt es wegen Satz 26 offenbar zu zeigen, flaﬁ
zu jedem Zihlausdruck A mit Skolemschem Prifix und einer
einzigen Funktionsvariablen ein gleichwertiger y-Ausdruck B in
Skolemscher Normalform angegeben werden kann, der aufler der
ausgezeichneten Funktionsvariablen ¢ nur noch eine einstellige
Funktionsvariable enthélt.

Sei 4 gleich (wo)! (Bwo)pt1W(ws, 2,0y %g) WA F(21, B2y .0y @) die

,
einzige in A vorkommende Funktionsvariable. Ist kEIEB/,(ml,mz, ey Bg)

die konjunktive Normalform von QI(uial, By -ry ), WODEL B (1, 2y .00y %)
Elementardisjunktionen darstellen, so gilt die Formel

(8) (mg)‘{[ﬁt(wl, L2,y ...,aﬂq) ~l'£4193k(m1, Loy ...,Wq)]

allgemein. Jedes Glied der Elementardisjunktionen B,(z1,os,...,%,)
(wo k=1,2,...,») ist entweder von der Form 1”(%17%,,,---,%") oder
von der Form F(mal,waz,...,wan). Wir ersetzen in Bi(wy, @y, ..., %)

jedes Glied von der ersten Form durch den Ausdruck v
k i n—2 k k ! k k
(Ewe)i [2,; D(i, Vist, ) & D(Vn—1,Tar,y Ber,, q) &F(01)]
=

und jedes Glied von der zweiten durch den Ausdruck

k 1 n:‘_). k ok k -k
(E'Dp)] [-/\'i @(’01’ 'Ui-}-l,wai)&¢(®11~1,ma,,7ma,,_j)&,f(lvl)];
=

wobei @ die ausgezeichnete dreistellige und f irgend eine einstellige
Funktionsvariable ist. Den in dieser Weise aus B (21, vs...,%,) ent-

stehenden Ausdruck bezeichnen wir mit Cy(wr, o2, ..., 24) (fiir k=1,2,...,7).
k& k
Wir bezeichnen ferner mit D (ay,s,...,%q; ¥1,2,...,0n—1) denje-

nigen Ausdruck, der aus Bi(wy,ws,...,%,) entsteht, indem jedes
Disjunktionsglied der Form F(%q,,%ay,...,%,) durch

n-2 k k -k h
[;1’ D(viy Vi1, Ba,) & D(vy-1, DBty wa,,_1) & f(w)]
und jedes Disjunktionsglied der Form F—(mal,maz,...,ma") duarch

n'—;2 k& k _k
[..\.a] ¢(”iy Vit wa,‘) & @(1),,_1, Layy Lo,y ) &f('ul)]
=
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ersetzt wird (fiir k: 1,2,...,7). Man sieht leicht ein, wenn man die
allgemeingiiltige Aquivalenz (Bv)[F(v)V G(v)]~ [(Bv)F(v)V (Bv) G(v)]
beriicksichtigt, daB die Formeln

v ko EE k
(20)1 [Cr (1, 23, ..., 29) ~ (Bvo)1 ™ Dp(br, 3, cees By D1y V2 veny V1),

wo k=1,2,...,r, allgemeingiiltig sind und da8 es daher die Formel

r
("le)(ll[(j Gk(mlyw% mamq)) =
9) =1
( .El n—-1 E2 n—1 r n—1 {; kok &
\-’( Vo)1 (Bve) ... (E’Dg)l k_,i,iD]g(Jh,{Ez,...,mq; V1,02 ey Vn—i) ]
ist.
Bezeichnen wir nun mit B die Konjunktion der folgenden drei
Ausdriicke:

1 r r k& k
—1 —1
(By) (@)t (Ewe)ps1 (Bueli™ ... (Eve)i k,glbk(ml,ﬁz, veey g V1, V2g -ovy Vn—1)y

;(Bg) (¥)(2) (Ex) D(2,y,2),
* n—2
(o)1 ()i (o)t [:5; D(0iy Vig1, L) & P(Vn-1, Ty Tn—1) &

(B3) n—2 x s * *
& 2 (01,04 1,01) & P03, By Tr1) &f(v1) — f(01)],

so enthélt der Zihlausdruck B auBer der ausgezeichneten Funktions-
variablen @ nur noch die einstellige Funktionsvariable f, hat auBer
den in Evidenz gesetzten Quantoren keine anderen, 138t sich also
offenbar auf die Skolemsche Normalform bringen, und ist ein
mit dem Z&hlausdruck A gleichwertiger y-Ausdruck. Die letztere
Behauptung wird folgendermaBen bewiesen:

Ist der Zihlausdruck 4 erfillbar, so hat er wegen des Liowen-
heim-Skolemschen Satzes auch eine Erfilllung im Bereich 3 der
positiven ganzen Zahlen. Erfilllt die Funktion F'(#,2s,...,%,) den
Zihlausdruck A in 3, so gilt (2e)i (Ewe)pr1W (41, @2, ..., %), also
wegen (8) auch

.
(10) (o)l (Be)pss 3 Bilan, oz . )

in 3.
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Sei nun @'(xz,y,2) irgend eine logische Funktion, welche die
positiven ganzen Zahlen z auf die Paare [y,2] von solchen einein-
deutig abbildet (etwa’die Funktion z=2""'(2e—1)), und f(v;) die
durch die Festgetzung

(11) f'(v1)=(Byo)i™" (Bue)s ‘@(wi,wf+1,;a/f)&F'<y1,:z/2,.-.

i==1

’ f/".“h ?7")]
in 3 definierte Funktion. Wir wollen zeigen, dafl die Funktionen
@', f eine ausgezeichnete Erfilllung des Zahlausdrucks B in 3 bilden.

Wegen (11) und Satz 8 bestehen in 3 die Aquivalenzen:

1 n—1
F' (21, @2 ey Tty 02) = (Bvg)T [E@'(ﬂ/,?}m,ﬂ?/) & f'(v1)],

; 15 ¢
B (21,02, vy B, 0n) = ()1 [ v D' (0iy Vi1, 1) = [ (01) ],
denen wir die ihnen gleichwertige Formen:

n—1
—1
F' (@1, 0y ey Tut, 0y) = (Bo)] ['51‘05

=

(v Vi1, 20) & f'(va)],
T n— nt 7
F' (21,23, ...y n1,00) = (Bue)1 I[QCD'(?J:';”UH-I:%) & f'(v1)]

geben. Ersetzt man in den zwei letzten Aquivalenzen die Variable Uiy
welche aus Abkiirzungsgriinden so bezeichnet wurde, wiederum

durch #, und die gebundenen Varmblen vl,'uz, .y Un— der Reihe nach
k
durch die gebundenen Variablen vl, V.. ,v,,_ (fir k=1,2,..

sy ), BO
erhélt man folgende in 3 fiir k=1,2,...,r bestehenden Aquivalenzen:

k

k n—2 k& k
__1 .
F’(mly 17727 -4-:wn) = (E'UQ){Z [_.S QI(’D!} WH‘I) mi) & QI('UII——lg mu; 5171141) &f’('ul)];

n—2

— k k & .k
F (21, @0y n) = (Bue)i [._. (w,-,@,-+1,w,~)&@’(vn_l,m,,,m”_l)&}"(171)].

Aus diesen Aquivalenzen und der Konstruktion der Ausdriicke
Cr(@s, @sy...,my) fir k=1,2,...,r ist ersichtlich, daB auch die Aqui-
valenzen Bj(w,®s,...,8,) = Ci (21, @s,...,2,) fiir k=1,2,..,r in 3 Dbe-

stehen. Wegen (10) ist also auch (w,)} (B )pss _\;’(Z,i(wl, %3, ..., Lq) Yichtig,

welches, zusammen mit der allgelnemgnlmgen Formel (9), sofort die
Rlehtlgkelt von
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k ok k
slgs V1,02 ey 'l’,l—.l)

T 2 r r
(évg)f (Eil‘o );’,,',_1 (E‘UQ )'{ 1 (E‘Ug)’ll i vee (E’(’y )?4 t _,_\: Dl: (.131, £y .ne

in 3 ergibt. Dadurch ist aber gezeigt, daB die Fuuktlonen @, f
den Ausdmck (By) erfiillen. Da offenbar (y)(z)(E: 1) D' (z,y,2) und

(J‘)(lx)(J)( 2) [ D' (x,y,2 )&&J(Z)(I',l/,,a)%'-;l/—l’] in 3 richtig sind, so ist

einerseits auch (B,) und andererseits, wegen Satz 16, auch (Ba) durch

@', f in J erfiillt. Das Paar @', erfiillt also ube1h<mpt den ganzen
Zahlansdruck B in 3 und ist (weil @'(z, y,z) die Zahlen x auf die
Zaohlenpaare [y,2] eineindeutig abbildet) dessen ausgezeichnete
Erfilllung.

Ist, umgekehrt, der Zihlausdruck B durch die Funktionen
2", " in einem Individuenbereich " erfiillt, so zeigen wir, dafl
die durch die Festsetzung

n—1

(12) Iﬂll(;ﬂl,mg, ceey :(;‘,,_1,’1’,,) = (E‘U )1

n—1
[fi@”(wmm,wi) & f"(v1)]
in 3" definierte Funktion F'*(z1,s,...,2,) den Zihlausdruck 4 in 3"
erfillt. Da die Funktionen @, " die Ausdriicke (B,) und (B,) erfiillen,
folgt zunichst wegen Satz 14 das Bestehen der Aquivalenz

n—1 n—1
e 1" 11 —1 1" ’
(Bve)i 1[51 D" (viyvig1, 1) & 1 (v1)] = (ve)1™ [Ei Q" (viyvir1, 1) — [ (v1)]
= o

in J”. Diese Aquivalenz und (12) ergeben sofort die Aquivalenz

n—1

B (@1, B2y «.oy Bn—1,0n) = (Vo)1

n—1
[:Q”(’Uf;’viﬂ,mi)‘*f"(’”l)]a
welche der Aquivalenz

n—1 _
(13)  F'"(#1, %2 ..oy Bu1, ’Un)—(Eﬁe)ltl_l[j@"(@i7vr+1;mi)&f”(’Ul)]
gleichwertig ist. Ersetzt man in den Aquivalenzen (12) und (13)

die Variable », durch 2z, und nennt die gebundenen Variablen
k R ¥
V1,9, .0y Up—y der Reihe nach in oy,%s,..,v,— um (fir k=1,2,..,7),

so erhilt man die Richtigkeit der folgenden Aquivalenzen in J'':
3 n—2 k k k . k
B (01, B2y ..y Bn) = (E'U(’)nwl [,Zl D" (01, Vi1, 1) & B (W1, By Bn1) & ' (01)],

k n—2 k ok k 3y k
F!I (ml; 032, ey a’,'") = (EUQ)’II«]- [E ¢”('Ug’, 'UH.]_, mi) & (b”(@n—l, mn,mn-—l) &f ('Ul):l
i=1
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(fir k=1,2,...,7). Aus diesen Aquivalenzen und aus der Entstehungs-
art der Ausdriicke Gy, 2s,...,%,) aUS By(%1, 2, ...,2,) 8 ersichtlich,

7 4 3y P r aata
daB CF(w1, 82y ..., %q) = B (@1, @2y ..., ¥g) flir k=1,2,...,7 in J” besteht,
was mit der allgemeingiiltigen Formel (9) zusammen sofort

r
(we){ (_)]1%;;(501,51}2, ey ®g)) ~
k=

1 2 k ok k
~ (B) ™ (Bue)i ™. (Bog)i ™ "Dk(m,wz, g5 V1302 +vvy Vrim1)]
ergibt. Aus dieser Formel und der allgemeingiiltigen Formel (8)
folgt weiter
(o) [ W' (@1, ey ...y by) ~

Ik k

1 2
~ (E”P)? ! (E’Ut’) (E?JO)"mlkv bk (1, B2y +o ey By V1yV2y oy Vi )]

und daraus leicht

()] (Bwe)ps1 W (1,3, ..., By) ~
k& k

1 2
‘ » ~
~ (o) (Bio)pr1(Bve)i ™ (Bue)i .. (E”e) v:Dk(wla By vvy g3 V1 U2y« oy V1)

Da aber

k k k

1 2 r r
—1 —1 —1
(wg)f(Exg)ZJr;(Evg)i’ (Bve)1 ™ eve (Bwo)i ™Y D (1, B2y ovvy B D1y V25 -vey Vnit)y

als der aus (B;) durch Setzung der @",f"" an Stelle der @, f entstehen-
der Ausdruck, richtig ist, so ist auch

(2o)] (Bwo)pa W (21, Doy ey Bq)

richtig, und damit gezeigt, daf die Funktion F''(w1,%s,...,%,) den
Zihlausdruek 4 in J' erfiills.

Aus dem Bewiesenen folgt die Gleichwertigkeit der Zihlaus-
driicke 4,B und auBlerdem daB B ein y-Ausdruck ist. Das letztere
folgt durch KettenschluB: ist B erfiillbar so ist es auch A; ist 4
erfillbar, so hat B eine ausgezeichnete Erfilllung; folglich: ist B
iberhaupt erfillbar, so hat es dann auch eine ausgezeichnete
Erfilllung.

Damit ist Satz 27 bewiesen.

Bezeichnet man mit B* die Konjunk‘rwn der folgenden drei
Ausdriicke:
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k ok k
3 iy5 V1302, oo ey Vi),

1 2 , r
-1 - —1 s
(41}0){' (E;’I?Q)Z_H (EU@)? (E’l?g)lf 1... (E’l’p)lll 1l]®k(.1}1, Lay...

(1) (2) (Bi) D(x, y,2)

() (2) () () [ D, 2) & Dy, ) — =12,

so ist auch B* ein mit dem Zihlausdruck A4 gleichwertiger y-Aus-
druck. Dies zeigt man in derselben Weise wie fiir B, indem man
aber statt Satz 14 jetzt den Satz 17 anwendet. Durch die so modi-
fizierte Konstruktion erhilt man zwar statt Satz 27 nur folgenden

- etwas schwiicheren

Satz 27% Beim Erfillbarkeitsproblem darf man sich auf diejenige
y-Ausdricke mit Skolemschen Prifiz (#1)(2s)... (2-)(Ey) (Eys)...(Eys)
beschrémken, welche aufer der ausgezeichneten Funktionsvariablen @ nur
noch eine einstellige Funktionsvariable und das =- Zeichen enthalten;

da aber einerseits der jetzt konstruierte Ausdruck -B* einfacher
als B ist und andererseits Satz 27* in gewissen Uberlegungen genau
dieselben Dienste leistet, wie der schirfere Satz 27, so ist die modi-
fizierte Konstruktion nicht ohne Bedeutung.

In Satz 27 haben wir beim Ubergang vom Zéhlausdruck A4
zum Zihlausdruck (B;) eine Art von Einsetzung angewendet, die
wir als eine ,doppelte” oder ,zusammengeflickte” Einsetzung be-
zeichnen koénnen. Sie beruht darauf, daf man fiir die Nennform
einer Funktionsvariablen ¥ nicht — wie es bei der einfachen Ein-
setzung geschieht 33) — einen, sondern gleichzeitig zwei verschiedene
Ausdriicke zur Einsetzung angibt und daf man dann innerhalb
eines Zahlausdrucks, in welchem die Einsetzung stattfindet, an
Stellen, wo die Funktionsvariable F (mit wechselnden Argumenten)
auftritt, bald nach dem einen, bald aber nach dem anderen Aus-
druck einsetzt. In Satz 27, beim Ubergang von A zu (B;), haben wir
$0 gehandelt, als ob fiir die Nennform F(xy,2s,...,8a—1,0,) der Funk-
tionsvariable F gleichzeitig die zwei Ausdriicke:

n—1
(E’l’v)il—1[,§ D(vi, Vi1, 1) & f(va)], (ve)i™ [X‘q)(q)i, i, 1) —>(01)]

zur Einsetzung angegeben worden wiren, und diejenigen Stellen,

33) Beziiglich der einfachen Einsetzung siehe das Werk von D. Hilbert
und P. Bernays, Grundlagen der Mathematik I, S. 90.
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an welechen fir F(a;al,wa_l,...,wmn) nach dem ersten, sowie diejeni-
gen, an welchen nach dem zweiten Ausdruck einzusetzen wire,
an Hand der konjunktiven Normalform aufgewiesen.

Es sei bemerkt, daB im Falle des Satzes 27 und in allen ande-
ren Fillen, wo in dieser Arbeit eine ,doppelte” Einsetzung statt-
findet, die Stellen, an welchen nach dem einen, sowie diejenigen,
an welchen nach dem anderen von den zwei zur Iinsetzung an-
gegebenen Ausdriicken einzusetzen ist, nicht notwendig an Hand
einer konjunktiven oder disjunktiven Normalform aufgewiesen zu
werden brauchen. Man kann nidmlich alle Stellen, an welchen eine
Funktionsvariable (mit wechselnden Argumenten) in einem Zihl-
ausdruck auftritt, in positive und negative Stellen einteilen, und zwar
in genau derselben Weise, in welcher J. Herbrand simtliche Stellen,
an welchen eine Grundaussage p in einer Aussagenverknipfung f(p)
vorkommt, in ,oceurrences positives” und ,,négatives” einteilt 34),

Diese Vorzeichenverteilung vorausgesetzt, 1aBt sich iiber alle
in dieser Arbeit vorkommenden Fille der Anwendung einer ,zu-
sammengeflickten” Einsetzung folgendes sagen:

In jedem Falle, in welchen wir eine solche Einsetzung anwen-
den, geben wir zundchst fiir die Nennform der entsprechenden

#) J. Herbrand, Recherches sur la théorie de lu démonstration, Prace To-
warzystwa Naukowego Warszawskiego I11, 88 (1930), inshesondere Chap. 1, 5.11
und Chap. 2, 3.102. Herbrand operiert zwar nur mit Aussagenverkniipfungen f(p),
in welechen nur logische Zeichen —, \/, (x), (F%) vorkommen, es bietet aber keine
Schwierigkeiten auch die Zeichen &, — zuzulassen. Man braucht dazu bloB die
Herbrandschen rekursiven Bestimmungen durch folgende zwei zu erweitern:

1° Das Vorzeichen einer fixierten Stelle indert sich nicht, wenn man von
der Aussage p zu der Aussage (p&g) oder von der Aussage g zu der Aussage (p&q)
lbergeht (diese Erweiterung liegt durch die Definition (p&q) 17_&(73\/@) nahe).

20 Das Vorzeichen einer fixierten Stelle #ndert sich beim Ubergang von p
zu (p - g), dndert sich aber nicht beim Ubergang von ¢ zu (p—q) (diese Erwei-

terung liegt durch die Definition (p—g) D:f@\/q) nahe).
¢

Nur das logische Zeichen ~ macht gewisse Schwierigkeiten beim Defi-
nieren der Vorzeichenverteilung; daher werden wir immer den entsprechenden
Zihlausdruck als ohne dieses Zeichen geschrieben voraussetzen. Die Schwierig-
keiten, auf welche man st6Bt, wenn man obige rekursive Bestimmungen auch
auf das Zeichen ~ auszudehnen sucht, sind auf Grund etwa der Defiuition
{p~q) D-—Ef((p—>q)&(q->p)) ersichtlich. Sie beruhen darauf, daB p im Definiendum

nur an einer Stelle, wihrend im Definiens an zwei Stellen vorkomint, und zwar
mit verschiedenen Vorzeichen.
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Funktionsvariable, etwa F, zwei Ausdriicke zur Einsetzung an: den
einen, welcher (in prinexer Normalform gedacht) nur Seingzeichen
enthilt, und den zweiten, welcher (in prinexer Normalform gedacht)
nur Allzeichen enthilt. Dann setzen wir an einer Stelle, wo im
Zahlausdruck eine Einsetzung stattfinden soll, fiir eine Kombination
F(mal,m%,...,ma") nach dem einen oder nach dem zweiten Ausdruck
ein, je nachdem F(«%],fﬂaz:---,%n) an einer positiven oder an einer
negativen Stelle steht, d.h. daB wir an den Stellen desselben Vor-
zeichens nach demselben von den zwei zur Einsetzung angegebenen
Ausdriicken einsetzen.

Die Bestimmung, welcher von den zwei Ausdriicken zu den
positiven und welcher zu den negativen Stellen gehéren soll, ist
noch davon abhingig, ob man das All- oder das Seinszeichen
in der prinexen Normalform des Endergebnisses zu vermeiden
beabsichtigt. Will man némlich Allzeichen vermeiden, so setzt man
an den Stellen, wo F(%ﬂm“z""’man) positives Vorzeichen hat, nach
dem Ausdruck, der nur Seinszeichen enthilt, und an den Stellen
mit negativen Vorzeichen nach dem Ausdruck, der nur Allzeichen
enthilt, ein. Will man dagegen Seinszeichen vermeiden, so wird
umgekehrt vorgefahren.

Der Ubergang vom Zihlausdruck 4 zum Zihlausdruck (B,)
in Satz 27, aus diesem Gesichtspunkt betrachtet, 148t sich ohne
Bezugnahme auf die konjunktive Normalform von .4 %) folgender-
maBen charakterisieren.

Fiir die Nennform F(xy,2s,...,2,—1,0,) der in A vorkommenden
Funktionsvariablen F' gibt man zunidchst die zwei Ausdricke:

n—1

(Boe) 'L Blonvuss, ) S0l (008 [P0 01,20 F (0]

zur Hingsetzung an. Dann setzt man in A4 fiir eine Kombination

’ n—1
F(®ayy Bayy -y Fay) Dach  (Bo)i [ 2 D(v;v141,8) & f(01)] oder nach

n—1
(Up)f_i[ig;(b(vi,'ui+1,w1)—->f('vl)] ein (d.h. daB man F(z %%, )

%) Es wird nur vorausgesetzt, daB in A das logische Zeichen ~ nieht
vorkommt. Kommt es zunichst vor, so soll es — auf Grund etwa der Definition
(pwg)bzr((p -+ q)&(q—p)) — durch die anderen logischen Zeichen ausgedriickt

(4) :

werden.

Fundamenta Mathematicae. T. XXX. : 20
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n—2 .
durch (Evg)i’—j[i,‘@(vi,v,ur],mal)&@(17,,_‘1,ma,l,ma“_‘l)&f(m)] oder durch
=1 '

) n—2 ) e . .

(ve)t [_%@(v;,vi+1,wai)&@(0,,4,man,man_l)»f(m)] ersetzt), je nachdem
= . 242 3 ] .

die Kombination F(mai,wa_z,...,man) an einer positiven oder an einer

negativen Stelle in A steht. Man entfernt aus A auf diese Weise

alle Kombinationen der Form F(mai,maz,...,man) und bezeichnet das

n—1
Endergebnis mit (B,). Daim Ausdruck (Evp)’f“i[g@(w,wﬂ,wi)&f('ul)]
die Funktionsvariable @ (mit wechselnden Argumenten) nur an
positiven Stellen auftritt und im Zahlausdruck 4 nach diesem
Ausdruek eben an denjenigen Stellen eingesetzt wurde, wo die
F(mal,ma_),...,wa ) positives Vorzeichen haben; da ferner im Ausdruck

n—1
(ve)i 'L __Y,’l D(v;y Vi1, %) —f(v1)] die Funktionsvariable ¢ nur an nega-

tiven Stellen steht, wobei in 4 eben nach diesem Ausdruck an
denjenigen Stellen eingesetzt wurde, wo die F(wal,waz,...,ma") ne-
gatives Vorzeichen haben, so ergibt sich sofort, daf & in (B,) sich
nur an Stellen positiven Vorzeichens befinden kann. Da auch in (B,)
die Funktionsvariable @ an einer positiven und in (B,), wie leicht
einzusehen, nur an negativen Stellen steht, so liBt sich Satz 27
in folgender, etwas schérferen Form aussprechen:

Satz 28. Beim Brfillbarkeitsproblem darf man sich auf y-Aus-
driicke der Gestalt

(1) (@2)... (@) (By1) (Bys) ... (Bys) W(@1, Boy «ny Try Y1,Y2y 000y Ys) &
& (21) (22) -.. (2m) B (21,22 ooy Zm)

beschrimken, die aufer der ausgezeichneten Funktionsvariablen @ nur
noch eine, und zwar eine einstellige Funkitonsvariable enthalten, wobei
O in W nur an Stellen positiven und in B nur an Stellen negativen
Vorzeichens vorausgesetzt werden kamm 36).

%) Man kann es auch so ausdriicken: Denkt man sich %A in der konjun-
kiiven bzw. disjunktiven Normalform geschrieben, so darf vorausgesetzt werden,
daBl in jeder Elementardisjunktion der konjunktiven bzw. in jeder Elementar-
konjunktion der disjunktiven Normalform die Funktiongvariable @ nur un-
verneint vorkommt; denkt man sich dagegen B in der konjunktiven bzw. dis-
junktiven Normalform geschrieben, so darf vorausgesetzt werden, daf in jeder
Elementardisjunktion der konjunktiven bzw. in jeder Elementarkonjunktion der
disjunktiven Normalform die Funktionsvariable @ nur verneint vorkomms.
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Was nun die Anwendbarkeit der Methode der ,zusammen-
geflickten” Einsetzung betrifft, so ist sie mannigfacher Art. Diege
Methode erlaubt nicht nur Reduktionssiitze des Entscheidungs-
problems zu gewinnen, die auf anderem Wege vielleicht iiberhaupt
unerzielbar wiirden, sondern auch Konstruktionen zu ersparen und
Formeln zu vereinfachen.

Zum Beispiel: angenommen, es liege ein Zihlausdruck A in
der Skolemschen Normalform ($Q){)(Emg)z+19,[(m1,m27...,mq) vor, wel-
cher mehrstellige Funktionsvariable enthéilt; es handle sich wm
Angabe ebenfalls in der Skolemschen N ormalform eines gleich-
wertigen binfren 37) Zahlausdrucks B.

Uberlegen wir uns zunichst, auf welche Weise mit den bis-
herigen Methoden ein solcher Zahlausdruck B konstruiert werden
kann. Ex ist vielleicht interessant, daB noch im Jahre 1932 iiber-
haupt keine Methode bekannt war, um einen solchen Zihlavsdruck B
anzugeben. Die einzige zu jener Zeit bekannte (die Lowenheimsche)
Methode der Konstruktion eines mit einem Zahlausdruck gleich-
wertigen bindren Zihlausdrucks stort nimlich, auf 4 angewands,
das Skolemsche Prifix von 4, und das einzige damals bekannte
Verfahren (von Skolem) um das Skolemsche Prifix wiederher-
zustellian, fithrt wiederum mehrstellige Funktionsvariable ein 38),
Eine Anderung der Lage hat erst K. Godel geschaffen 39), indem
er das Skolemsche Verfahren durch ein nur mit zweistelligen Funk-
tionsvariablen auskommendes Verfahren ersetzte. Konstruiert man
zu A einen gleichwertigen bindren Zihlausdruck 4* mit Hilfe der
Lowenheimschen oder einer dhnlichen Methode#) und wendet

%) Einen Zihlausdruck nennen wir bindgr, wenn er nur Funktionsvariable
mit hochstens zwei Leerstellen enthilt.

%) Man vergleiche daritber die Fufinote) der Arbeit von L. Kalmir,
FEin Beitrag zum Bntscheidungsproblem, Acta Scient. Math. Szeged 5, S. 222-236,
welche eben aus jener Zeit. stammt. A

) Vgl. K. Godel, Zum Enischeidungsproblem des logischen Funktionen-
kalkiils, Monatsh. f. Math. und Phys. 40 (1933), S. 433-443, insh. S. 441.

40) Lowenheim hat seine Methode in der Arbeit Uber Miglichkeiten im
Relativkalkil, Math. Annalen, 76, S. 447-470, insh. § 4, dargelegt. Diese Methode
wurde von J. Herbrand in der Arbeit Sur le probléme fondamental de la logique
mathématique, Comptes Rendus Soc. Se. Varsovie ITI, 24 (1931), 8. 12-56, insb.
S. 34-39, finit umgestaltet. Eine einfachere Methode (finite und nicht finite) hat
spiter L. Kalm4r in der Arbeit Uber einen Léwenheimschen Satz, Acta Scient.
Math. Szeged 7 (1934), S. 112-121 angegeben. In Satz 16 aus P, ist eine in ge-
wissen Hinsichten noch einfachere und schirfere Methode enthalten. Alle diese
Methoden haben aber denselben Nachteil, daB sie, auf Zihlausdricke in Sko-
lemscher Normalform angewandt, Skolemsches Prifix im allgemeinen stéren,

20%*
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dann auf den bindren Zihlausdruck A* (der im allgemeinen das
Skolemsche Prifix verloren hat) ein- oder mehrmalig das durch
Gédel modifizierte, mit nur zweistelligen Funktionsvariablen aus-
kommende Skolemsche Verfahren an, so gelangt man zwar schliel-
lich zu einem mit A gleichwertigen bindren Zihlausdruck B in
Skolemscher Normalform, jedoch auf einem Umwege iiber den
Zahlausdruck A* wobei das zunicht gestorte Skolemsche Prifix
von A erst durch eine ein- oder mehrmalige nachtrigliche Anwen-
dung des durch G6del modifizierten Skolemschen Verfahrens und
im allgemeinen unter Heranziehung einer Anzahl von zweistelligen
Funktionsvariablen wieder hergestellt wird. Zwar lisst sich der
Umweg erheblich verkiirzen, wenn man beim Ubergang von 4 zu A4*
die von mir in Satz 16 aus P, angegebene Methode anwendet %),
ferner den Zihlausdruck A* in geschickter Weise in die prinexe
Normalform bringt und schlieflich beim Ubergang von A* zu B
statt der Godelschen meine in Satz 18 aus #; angegebene Modifi-
kation des Skolemschen Verfahrens beniitzt. Es ist aber, wie wir
sofort sehen werden, iiberhaupt kein Umweg notig, da die Methode
der ,zusammengeflickten” BEinsetzung den Zihlausdruck B kon-
struieren erlaubt, ohne das in A vorhandene Skolemsche Priifix
iiberhaupt zu stéren.

Sei A gleich (5)3(Bzy)p+1 U (@, @2y ..., 3,); die mehrstelligen Funk-
tionsvariablen aus A seien Fi,F,...,F,; die etwa vorkommenden
einstelligen Funktionsvariablen seien g,,9,,...,4, wobei F; etwa ;-
stellig. Seien weiter f,7,,...,f, voneinander und von g,,4g,,...,4, ver-

schiedene einstellige Funktionsvariablen. Ist > 8wy, os,...,%,) die
k=1

konjunktive Normalform von W(wi,®s,...,%,), wobei Bu(®y,xs,...,%,)
Elementardisjunktionen bedeuten, so ist die Formel

(14) (@ [0, 32 ., 35) ~ B ;.. )]

4) Die in Satz 16 aus P; angewandte Methode erlaubt einen mit dem
Zahlausdruck 4 gleichwertigen bindren Zihlausdruck A* zu konstruieren, der
zwei zweistellige Funktionsvariablen R,,R, und sonst nur einstellige enthilt,
wobei die Anzahl der letzteren der Anzahl aller Funktionsvariablen aus 4 gleich
ist. Durch entsprechende Umformung kann man A* auf die prinexe Normal-
form zweiten Grades bringen und durch eine einzige Anwendung des von mir
modifizierten Skolemschen Verfahrens schlieflich zu einem Zihlausdruck B
von den verlangten Eigenschaften zu gelangen, wobei der letzte Schritt nur die
Heranziehung einer einzigen einstelligen Funktionsvariablen erfordert.
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allgemeingiiltig. Wir ersetzen in der Elementardisjunktion
Q}k(wl,mg,._..,mq)

jedes Glied der Form Fi(Bayy Bayy . vey®a, ) durch
- 1

k ny=2

ny— ke & & &
(B l[j _31 (Ba(0),2141) & Ro(vy, ) & R0y 1,8, ) &
k k
& Ro(vn1ba, ) &ifi(v1)]

und jedes Glied der Form Fi(wal,ma,),...,ma",) durch
= 14

L]
np—2

[ = kR k 2
(Bve):! [J_;i (Ba()9j+1) & Bo(v), Ba;)) & Ry(n—1, 5, ) &
k &
&RZ(,UHI-—Iy‘T'(an__1>&fi(vl)]'

Den auf diese Weise aus By(i1, s, ..., ,) entstehenden Ausdruck
. . . - k k k
bezeichnen wir mit Cx(2y,@ey...,%g). Mit Da(wy, 2y ... Bgs V1,025 ey Vnt)

bezeichnen wir ferner denjenigen Ausdruck, welcher aus Bx(w1, 22, ..., %,)
entsteht, indem jedes Disjunktionsglied der Form Fi(%g,,%ay,-..,%a, )
durch I

n—2 kR k k k

k
[f;fl (B1()041) & Ro(0); Bary)) & Ra(0n—1y Ty, ) & Ro(0n—1y By, _;) S Fi(01)]

und jedes Disjunktionsglied der Form Fi(wal,wag,...,mani) durch

"i:‘l kok & k k _k
[j% (Ba1(v),0j41) & Ro()y Bt;)) & B (-1, b, ) & Ro( 01, ey, ) & {01)]

ersetzt wird, wobei n=Max (n,ns,...,ns) ist. Auf Grund der allge-
meingiiltigen Aquivalenz [(Ev)F(v)V (Ev)G(v)]~(Ev)[F(v)V G(v)] ist
die Allgemeingiiltigkeit der Formeln
k k k k
(@0)T[Cu(1, D2, ..., Bg) ~ (BVo)1 ™ D@1y B2y ... T D1y 02y +vvy V1))
fiir k=1,2,...,r ersichtlich. Aus diesen Formeln folgt aber auch die
Allgemeingiiltigkeit der Formel

r
(wg)Y[g@k(wl,wz, Loy @)~

(15) 1 n—1 2 n—1 r n—1 3 ko & &

"(E’U@)1 (E?Jg)l ...(E’Up)] k_;ﬂ)k(wl,xg,...,wq; 7)1,’02,...,17,,._1)].
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Bezeichnen wir nun mit B die Konjunktion der folgenden drei
Formeln:

1 k& . I
(By) (we)lf(Ewe)ZH (E'U(’) (-E'U?)" P 3)11(")91; B2y ony Bas V1g V2 eeey Vnt)y
(B,) (y)(2) (Bz) (By(»,y) & Ry(2,2)),

(Bs) j’(%) 1 )i ()1 [Z’ 1(0)y j4-1) & Ro(), 7)) & B0y 1, ;) &

=

= * *
L& oW1, B0 1) &21 (Rl('Djy 'Uj+1) & Ra(v), %)) & By(Vny—1, %)) &

Jj=

& R, Bu—1) &1 (v1) — 1 (80)],

so enthidlt der Zahlausdruck B auBer den zwei ausgezeichneten
zweistelligen Funktionsvariablen R, R, nur noch die einstelligen
Funktionsvariablen f,,f,,...,f,, 9,) 05 -+, ¢, und keine Quantoren auBer
den in Evidenz gesetzten, offenbar 148t sich also in die Skolemsche
Normalform bringen %) und ist ein mit dem Zihlausdruck A gleich-
wertiger f-Ausdruck.

Das letztere wird wie folgt bewiesen:

Ist der Zahlausdruck 4 erfillbar, so hat er wegen des L wen-
heim-Skolemschen Satzes auch eine Erfiilllung im Bereich der
positiven ganzen Zahlen 3. Erfiilllen die Funktionen Fy,Fs,..., T,
913951 -+»g; den Zihlausdruck 4 in 3, so gilt (a,)7(Bag) g (21, s, ..., %),
also wegen (14) auch

©

(16) (fﬂe)?(Eme)ﬁg Bi(01, @2, ..., )

in 3. Sind weiter Ri(z,y) und Ri(x,2) zwei in 3 definierte logische
Funktionen derart, daB durch die Funktion Ri(x,y)& Ri(z,2) eine
eineindeutige Abbildung der positiven ganzen Zahlen z auf die

“?) Um die Anzahl der Allzeichen in der Skolemschen Normalform mé-
glichst zu vermindern, empfiehlt es sich dabei (und in allen #hnlichen Fillen)
die allgemeingiiltige Aquivalenz [(x)F(z)&( Y)G(y)]~ (@)[F(x)&G(x)] zu beriicksich-
tigen. Unter Beruckswhtlgung dieser Aquivalenz la,ﬁt sich z. B. der Ausdruck ( By),

1121: ]

welcher die Form ié;(,,]0);',—l(vg);tr—l(xg)izi [...] hat, aut (’00){’ ~1 n—]

zusammenziehen.

und sind fi,f, ...

Uber das Entscheidungsproblem 811

Paare [y,2] von solchen gegeben wird (etwa die Funktionen
Ri(m,y)=(Be) (2=2"""(2—1)) und Ri(z,2)=(By)(z=2""1(22—1))
,f, die durch Festsetzungen

ny—1
(17) filvr)= (Bye)i™" (B3t [ (R0, 0641) & Ry, ) &
&Fl(y17y27---)yni—lyﬁni)],
filr 4=1,2,...,s5, in 3 definierten Funktionen, so bildet das System

(’18) fufgr-'yfsi 917927---5gn

eine ausgezeichnete Erfiillung des Zahlausdrucks B. Wegen (17)
und Satz 11 bestehen zuniichst in 3 die Aquivalenzen:

Rl 7R2

n;—1

Fi(201, %2, .oy Bnt; V) = (B )i f v(1‘?1('017'1’1-%1)&R"('l’hmj )) &fi(wi)],

n-—1

Fz,‘(ml’“'%---’mn,—l; Vp,) = (wo)i™ [v(Rl('Un”J-I—i)&R"(”nmJ ))—fi(w1)]

(tix 4=1,2,...,5), denen wir jetzt die ihnen gleichwertige Form:

np—1

Fi(@1, %2, ...; Bn—1y Un;) = (E'L’@)nr [ V (Ri('UJ’”J—H) & Bs(vy,;)) &fi(v1)]
ny~1

Fi(51,02y ovey By, 0n;) = (Boo)i™ [v(Rl('UJ’”jH)&R (25,27)) & fi(w1)]

geben. Aus diesen Aquivalenzen folgt sofort das Bestehen der
Aquivalenzen:

n;—2
Fi(w1, 2, «ryBng—15 Ty )= (E” )"lﬂ][E;(Ri(@”w‘,_i_i)&R:;(vj, 7)) &
k k
& R{(Unl——ly wn-) &R"Z(vnl——ly mnivl) &f{('vx-)]i
ny—2
(Bo, "1[21 (Ri(oy010) & B, 7) &

F?((El,wz, -u,mnl—h Ln; )

k i
& R{(Q)Jzi—l ) wni) &Ré(plxivlf mn,»—i) & fi('ul)]

fir 4=1,2,...
weise von Gz, s, ...
Aquivalenzen

...,7, woraus wegen der Entstehungs-
2,) leicht das Bestehen der

,8 und k=1,2,
,.’I}q) aus SBk(wl,mz,...,

B 1, T2y ov-y Bg) =C (01, B2y ..y )
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fir £=1,2,..,7rin 3 folgt. Wegen (16) ist also auch

(mo)f(Ewe)eri] Z: Ch(@1, @2y ...y Tq)
==

richtig, was mit der allgemeingiiltigen Formel (15) zusammen sofort
die Richtigkeit von

1 e ro k& R
(@)t (Bo)pr1 (Boe)i ™ (Bue)i ™ ... (Bwe)i 142 D@1, 2y . Bg3 V13D2y .0y Vnot)
in 3 ergibt. Damit ist gezeigt, dal das Funktionensystem (18) den

Ausdruek (By) in 3 erfiillt. Da offenbar (y)(z) (Ez) (Ri(,y) & Ra(z,2))

und (z) () (y) (2) [Ri(, 1) & R(,2) & Ri(%,y) & Ry(#2)—w— o] in 3 Tich-
tig sind, so ist einerseits auch (B,) und anderseits wegen Satz 20
auch (B;) durch dieses Funktionensystem erfiillt. Das System (18)
erfiillt also iiberhaupt den ganzen Zihlausdruck B in 3 und bildet
(weil Ri(x,y)& Ra(»,2) die Zahlen x auf die Zahlenpaare [y,2] einein-
deutig abbildet) dessen ausgezeichnete Erfiillung.

Ist, umgekehrt, der Zihlausdruck B durch die Funktionen

(19) fisfyseeafor Y P R{,R,
in einem Individuenbereich I’ erfiillt und werden die Funktionen
B, Fy,...,F{ in I durch Festsetzungen

n;—1

(20) B (1, @2y ..y Bt Ong) = (Bp) 1T [V(Rl (013 9j41) & By’ (v7,2;)) & 7' (91)]
fir 4=1,2,...,s definiert, so erfilllen die Funktionen F{ Fy,...,F/,
91105s--9; den Zahlausdruck 4 in . Aus der Tatsache, daB
die Funktionen (19) die Ausdriicke (B,) und (B,) erfiillen und aus
- Satz 18 folgt zunichst das Bestehen der Aquivalenzen

ni—1

(Boe)Ti™ [2 B (0j,0541) &RY (v, 7)) & i (1) 1=

"i_l

=(ve)iT [y(Rl (013 0541) & Ry (v, 7)) — fi' (w1)]

fir 4=1,2,..,s in J". Diese Aquivalenzen, mit (20) zusammen,
ergeben sofort die Aquivalenzen

ni——l

By (212, ery D1, Ony Y= (00) 17 [S’(Rl (01, 0p41) & B (vg, ) — i (1) ]
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fir i=1,2,...,5, welche den Aquivalenzen

n;—1

(21) Fi (.1'1,032, -3 L1, Vn;) = (Bg )Hr_l[ \ﬁ(R (7’js”j+1)&Ré,(”jimj))&?{,(vl)]

fir 1=1,2,...,s gleichwertig sind. Aus (20) und (21) ergibt sich leicht
das Bestehen in I der Aquivalenzen:

n—)

1 3 7 r7 k
Fi (5171,(1727 -~-,iﬁu) (E?J )it 1[ \-‘(B ('?, ,Q’j+1)&R»g (’Uj,ﬂ?j))&

k
& Ril('Un,-Al ) mni) & Ré,(vnrd} wnl-—-l) &ﬂ,('l’l)],

k Rk

'_IIV & n ‘—-2 £
B (®1y @y +ny @)= (Bo)1" [S (B (v 05-01) & R (), 7)) &
=)

k
&Ri (/Unl lywﬂ )&R‘> ('Unl I;xnl—l &fz (7-71)]

fir 4=1,2,...,s und k=1,2,...,r, woraus wegen der Entstehungs-
weise von Cp(my, s, ...,2,) ersichtlich ist, daB die Aquivalenzen

B (401, B3y .., Bg) =CF (1, 23, .., )

fir £=1,2,...,r in 3" richtig sind. Diese Aquivalenzen und die
a,llgememgultlge Formel (15) ergeben zusammen die Formel

r

(o)1 [( X B (21, e, oy Bg))~

i

r k & k

-1
o (Be)i™ kvtbk (1) B2y ooy By V1,02 +o0y Vn—1)],

1 n—1 2 n—-—l
~ (Bve)i (Ewo)t

woraus wegen (14)

(@) (U (@1, 23, ..., ) ~
El 1 2 n-1 n— 1§1 0 . kok
~ (Eve)i (EBwe)t (E?J 1 2 S DL (D1, By ooy g3 D102y ey Vn1)]

und weiter .
(o)} (Be)p 1M (@1, @2y v, Tg) ~ )
k k k

1 A
~ (o)} (Bt (Bue)i ™ <Dve)"“1 (Boe)i™ lf’:ok (1,2, ey g3 V1,024 00y V1)

folgt. Da. aber
k k k

1 2
(@)} (Bae)ors (Boo)i ™" (Boe)t ... (Boe)i™ ‘m (1 B2, « ey B3 V1,V 2geeey On1)
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richtig ist (als der aus (B;) ja durch Setzung von f/,g;, R/, R
an Stelle von f,q,R,R, entstehende Ausdruck), so ist auch
(o)} (Bwo)d W (21, @5, ...,x,) richtig. Damit ist gezeigt, dal die
Funktionen F,F,,...F., ¢/,0,,...,9, den Zéhlausdruck 4 in 3J”
erfiillen.

Aus dem Bewiesenen folgt die Gleichwertigkeit der Zihlaus-
driicke 4, B und daB B auBerdem ein g-Ausdruck ist.

Was nun noch die Frage der Konstruktion eines zum Zdhl-
ausdruck A4 in Skolemscher Normalform mit mehrstelligen Funk-
tionsvariablen gleichwertigen bindren Zihlausdrucks B ebenfalls in
Skolemscher Normalform betrifft, so sehen wir, daf die letzt an-
gegebene Konstruktion nicht nur allen gestellten Vorderungen
geniige leistet sowie das in 4 vorhandene Skolemsche Prifix iiber-
haupt nicht stort, sondern daB sie in gewissen Hingichten diese
Vorderungen sogar itberschreitet. In Hinsicht z.B. der Anzahl der
Funktionsvariablen, enthilt der durch diese Konstruktion entstehende
Zihlausdruck B nur zwei zweistellige Funktionsvariablen (nédmlich
die ausgezeichneten R;, R,) und sonst lauter einstellige, die den Funk-
tionsvariablen aus A genau entsprechen #). Nimmt man in obiger
Konstruktion als 4 ingbesondere einen Zihlausdruck, der nur eine
mehrstellige Funktionsvariable und keine einstelligen enthélt (wo also
s=1 und ¢=0 ist), so enthilt der entsprechende Zihlausdruck B
auBer K;,R, nur noch eine einstellige Funktionsvariable. Beriick-
sichtigh man dazu den Satz 26, so erhilt man folgenden Satz, der
sich tibrigens auch sofort aus dem Satze 27 gemif Satz 14 aus P,
ergibt:

Satz 29. Beim Erfullbarkeitsproblem darf mam- sich auf p-Aus-
driicke mit Skolemschen Prifiz (w1)(®2)...(%.) (By1) (Bys) ... (Bys) be-
schrinken, welche aufer den ausgezeichneten Funktionsvariablen Ry, R,
nur noch eine einstellige Funkiionsvariable enthalten.

Es ist leicht einzusehen, daf die Funktionsvariablen R,, R, im
Zihlausdruck (B;) nur an Stellen positiven Vorzeichens stehen. Der
Ubergang vom Zihlausdruck A4 zu dem Zéhlausdruck (B,) 148t sich

4) ‘Man beachte, daf die in Fullnote %) skizzierte, auf meinen Ergebnissen
aus P, beruhende Konstruktion, auBer einstelligen Funktionsvariablen, welche

simtlichen Funktionsvariablen aus 4 entsprechen, noch eine zusiitzliche ein-
stellige Funktionsvariable erfordert.
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némlich auch als eine Einsetzung fiir jede TFunktionsvariable
F; (wo i=1,2,...,s) nach dem Ausdruck

n;—1
(Eoo)1™'[ 3 (Ra(vj,0741) & Ra(vyy a7)) & i{v1)]

=t

an den Stellen von F; in A mit positivem Vorzeichen und nach

n;—1

dem Ausdruck (v@)i‘f"[f,l(Rl(u,-,@Hl)&szj,mj))—»fi(w)] an den Stel-
e

len mit negativen Vorzeichens ausfithren. Da die Funktionsvaria-

n;—1
blen R, R, in (Evg)i"_i['_,\_,?(Rl(vj,vj_H)&Rg('uj,wj))&f,-(fvl)] nur an po-
V=

m—1

sitiven Stellen und in (qzo)’l‘i—l[f(Rl(vj,le)&RQ(vj,wj))—+fi(v1)] nur
J=t

an negativen Stellen auftreten, so ist die Behauptung leicht zu
ersehen. Da auch in (B,) die Funktionsvariablen R, R, an positiven
Stellen und in (Bs), umgekehrt, nur an negativen Stellen stehen,
so laBt sich insbesondere Satz 29 in folgender etwas schiirferen
Form aussprechen:

Satz 30. Beim Erfillbarkeitsproblem darf man sich auf p-Aus-
driicke der Gestalt

(@1) (@) ... (r) (By2) (BYs)... (Bys) W D1, B2y ooy @i Y1, Y2009 Ys) &
& (21) (#2)... (2m) B (21,25, ..., 2m)

beschriimken, welche aufer den ausgezeichneten Funktionsvariablen
R, Ry, nur noch eine einstellige Funktionsvariable enthalten, wobei
die Ry, Ry in W nur an Stellen positiven und in B nur an Stellen
negativen Vorzeichens vorausgesetzt werden konnen.

LaBt man das =-Zeichen zu, so kann der Ausdruck (B;) dureh
den einfacheren Ausdruck

(@) (@) (9) () [Ro(@, y) &Ro(®,2) & By(1,y) & Ro1,2) > 0=1]

ersetzt werden. Der Beweis der Gleichwertigkeit des Zahlausdrucks
A mit dem so modifizierten Zahlausdruek B bleibt im Grunde der-
selbe; man braucht nur statt Satz 18 den Satz 21 heranzuziehen.
Durch diese Xonstruktion erhilt man zwar statt Satz 29 nur den
folgenden etwas schwicheren
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Satz 29*%. Beim Erfillbarkeitsproblem darf man sich auf
B-Ausdriicke mit Skolem sehem Priifiz (@1)(@s) ... (@) (By) (Bye) ... (BYs)
beschriinken, welche aufer den ausgezeichneten Funktionsvariablen
Ry, R, nur noch eine einstellige Funktionsvariable und das =- Zeichen
enthalten; ,
da aber die so modifizierte Konstruktion von der urspriinglichen
einfacher ist und der Satz 29* — wie wir bald sehen —in gewissen
Uberlegungen dieselbe Dienste leistet, wie der schirfere Satz 29,
s0 ist die modifizierte Konstruktion nicht ohne Bedeutung *).

Satz 31. Beim Erfullbarkeitsproblem darf man sich auf p-Awus-
driicke mit einem Godelschen Préfim (1) (22) (@3) (By1) (Eys) ... (Hys)
beschrinken, welche aufer den ausgezeichneten Funkiionsvariablen
'Ry, Ry mur noch eine einstellige Funktionsvariable und das =-Ztichen
enthalten.

Beweis. Sei 4 ein beliebiger Zihlausdruck. Wegen Satz 29*
finden wir einen mit A gleichwertigen $-Ausdruck B in Skolemscher
Normalform, der auBer den ausgezeichneten Funktionsvariablen
R, R, nur noch eine einstellige Funktionsvariable und das =-Zeichen
enthilt. Zum Beweise des Satzes 31 geniigh es nur noch zu zeigen,
daB ein mit B gleichwertiger f-Ausdruck € konstruiert werden
kann, der dieselben Funktionsvariablen enthilt und ein Godelsches
Prifix besitzt 45). Sei (0)i(Bye)I W (1, Tgy .., Tr} Y1, Y2y .-, Ys) der p-Aus-
druck B und f die in B auftretende einstellige Funktionsvariable.
Wir bezeichnen mit ¢ die Konjunktion der folgenden drei Formeln:

Gy (o) Bk (BT (Bt i) & Rl 0000 &

&2[('”1'7"'02:7'037 ""’wr; Y1, Y2y --‘~,.’¢/s)],
(Cs) (y) (2) (B) (Ry(,y) & Ro(,2)),
(05) (@) () (2) [(Balm,y) & Ry(,2) >y =2) & (Ro(,y) & Ro(,2) >y =2)].

#) Satz 29* steht also in dhnlicher Beziehung zu Satz 29, wie Satz 27*
zu Satz 27.

%) Den Beweis des Satzes 31 konnten wir in genau derselben Weise wie
den Beweis des Satzes 25 aus P, filhren. Wir geben hier aber einen anderen Be-
weis, welcher einerseits von jenem ein wenig kiirzer ist und anderseits der Uber-
tragung in den beweistheoretischen Kalkiil hesser geeignet ist. Dieser Beweis
148t sich ndmlich auf rein formale Uberginge von Formeln zu Formeln nach
den Regeln des Pridikatenkalkiils zuriickfihren, wihrend jener Beweis mehr
inhaltliche Schlufiprinzipien, wie z.B. Herausgreifen von Elemeuten aus einem
inhaltlich gedeuteten Individuenbereich erfordert.
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Der Zihlausdruck (! enthiilt dann, dhnlich wie B, nur die
Funktionsvariablen R;, Ry f und das =-Zeichen %). Wir zeigen
jetzt, dall ¢ ein mit B gleichwertiger f-Ausdruck ist. Ist der Zahl-
ausdruck B iiberhaupt erfiillbar, so hat er als p-Ausdruck auch
eine ausgezeichnete Brfillung, etwa Ri,Rs,f iiber J'. Dieses Er-
fiillungssystem bildet dann auch eine ausgezeichnete Erfiilllung von C.

0 aQ 3 r S ) 1
Ifaut’ V(nfwbhetzung ist (we)i(BYe)1 W (@1, 2y oryrj Y1, Y2y ey ¥Ys) I '
richtig. Dieses und Satz 13 aus P; (erste Aquivalenz) ergeben leicht

(v1) (Bve)e (Bwe)a (Eye)?[;\;z (B1(01y Di1) & Bi(v1y 0141)) &

f==

&W (Vg W2y W3y oo yWrs Y1, Y2y ey Ys)].

Da die Funktion Ri(x,y)&R5(z,2) eine eineindeutige Abbil-
dung der Blemente x aus 3 auf die Paare [y,2] von solchen bewirkt,
so gilt einerseits (y)(2)(Eax)(Ri(2,y)&Ri(2,2)) und anderseits wegen
Satz 3 auch 47) :

(@) (y) (2) [(Bi(2,y) & Ri(w,2) >y =2) & (Ba(@, y) & Ba(w, 2}~y =2)],

womit Rj, Ri,f als eine ausgezeichnete Erfilllung von ¢ in I
nachgewiesen ist. Erfiillen, umgekehrt, die Funktionen Ri,Rs,f”
den Zahlausdruck ¢ in I, so erfilllen sie auch den Zihlausdruck B.
Aug der Voraussetzung und Satz 24 (indem man dort n=r setzt,
tir ¥ die Funktion (Bye)i W' (B, L2y ...; Br} Y15 Y2 ---,¥s) Dimmt und die
Variablen entsprechend umbenennt) ergibt sich nfimlich leicht
(o)1 (o) iU (21,52, - ey Brj Y1, Y2y .- ¥s). C ist also ein mit B gleich-
wertiger f-Ausdruck. Da sich € offenbar auf die Gdelsche Normal-
form bringen LiBt, so ist Satz 31 bewiesen.

Entfernt man das =-Zeichen aus ¢ nach Kalmér-Gdédelschem
Verfahren 48) und fithrt statt dessen die Funktionsvariable R ein,
$0 erhilt man einen mit ¢, also auch mit 4, gleichwertigen Z&hl-

48) Man beachte, daB der herangezogene Satz 29* hier dieselben Dienste
leistet, wie der schirfere Satz 29, weil — unabhingig davon, ob B das =-Zei-
chen enthiilt oder nicht — der Zihlausdruck C muB das =-Zeichen enthalten,
da es jedenfalls in (Cy) vorkommt.

97) Die erst in Satz 3 der vorliegenden Arbeit bewiesene Tatsache wurde
bereits (ohne exakten Beweis) an einer analogen Stelle in Satz 25 aus P, benutzt.

1) Vgl. L. Kalmdr, Bine Bemerkung zur Entscheidungstheorie, Acta Scient.
Maith. Szeged. 4 (1929), S. 248-252; vgl. auch K. Godel, Die Vollsiindigkeit der
Axiome des logischen Funktionenkalkiils, Monatsh. f. Math. und Phys. 37 (1930),
S. 349-360, insh. S. 356-357.
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ausdruck D, weleher nur die Funktionsvariablen Iy, ks, Ity,/ enthilt
und sich auf die prinexe Normalform mit Godelschem Prafix
bringen 14B8t. Ist D iiberhaupt erfiillbar, so ist es auch ¢ und dann
hat ¢ als p-Ausdruck auch eine ausgezeichnete Erfillung, etwa
Ry, R, iiber 3. Werden Ri,Rf,=,f als R, Ry Rsf genommen, so
erfiillen sie D in & und bilden dessen ausgezeichnete Erfillung.
Wegen der Definition des Begriffs d-Ausdruck erhalten wir also
folgenden

Satz 32. Beim Erfiillbarkeitsproblem darf man sich awf 0-Aus-
driicke in Godelscher Normalform beschrinken, welche aufer den
ausgezeichneten zweistelligen Funkiionsvariablen Ry, R, Ry mur noch
eine einstellige Funkitonsvariable enthalien.

Die Behauptungen der S#tze 31 und 32 kinnen iibrigens noch
in dem Sinne verschirft werden, dafl man die entsprechenden Zihl-
ausdriicke, statt in allgemeiner Godelschen Normalform, nur in
der spezielleren Form

(1) (Bwe)s W (w1, 2y ...y ) & (1) () (B) (B2, ) & Bo(2,y)) &
& () (23) (03) B (@1, B, 23)

voraussetzt 4%). (¢ ist ndmlich offensichtlich dieser Form und da —
wie leicht einzusehen — eine Anwendung des Kalméar-Go6delschen
Verfahrens auf binire Zihlausdriicke dieser Form stets zu Zihl-
ausdriicken derselben Form fithrt, so hat auch D diese Form.

Satz 32 verschirft den Satz 25 aus P, hauptsichlich in Hin-
sicht der Anzahl einstelliger Funktionsvariablen, welche um zwei
vermindert wird. In einem Zusatz zu jener Arbeit habe ich ohne
Beweis die Behauptung ausgesprochen, daf in allen Sitzen von
22 bis 39 aus P, in welchen die Anzahl der einstelligen Funktions-
variablen iiberhaupt bestimmt ist, diese Anzahl um zwei vermindert
werden kénne. Da jene Sitze sich auf Satz 22 stiitzen und einstel-
lige Funktionsvariablen in jenen Sitzen einfach aus Satz 22 stam-
men, so geniigt es zum Beweis der Behauptung nur zu zeigen, daB
die Anzahl der einstelligen Funktionsvariablen in Satz 22 aus P
um zwei vermindert werden kann. Bine derartige Verschirfung
des Satzes 22 aus P, ist aber in Satz 27 der vorliegenden Arbeit
enthalten, womit die Behauptung wirklich bewiesen ist.

#) Diese Form ist schérfer als die in der Arbeit von Th. Skolewm, Hin Salz

tiber Zdahlausdriicke, Acta Scient. Math. Szeged 7 (1935), S.198-199, erreichte
Form. :
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Insbesondere 148t demmach der Satz 38 aus P, folgende
Verschirfung zu:

Satz 33. Beim EBrfullbarkeitsproblem darf man sich auf f-Aus-
driicke beschrinken, die ein Prifiz der Form
(1) (By1) (Bys) ... (BYu—) (2) (Bya)
(also mit mur 2wei Allzeichen) besitzen und aufer den ausgezeichneten
rweistelligen Funktionsvariablen Ry, R, nur noch eine einstellige Funk-
tionsvariable und das =-Zeichen enthalien.

Zur Verminderung der Anzahl einstelliger Funktionsvariablen
um zwei sei noch Folgendes bemerkt. Eine der einstelligen Funk-
tionsvariablen wurde durch Heranziehung der ,zusammengeflickten
Eingetzung an Stelle der ,gewdhnlichen® Einsetzung erspart. Die
andere einstellige Funktionsvariable wurde dadurch erspart, daB
wir in vorliegender Arbeit, statt eines in P, benutsten Satzes von
Herbrand, den Satz 26 herangezogen haben. Satz 26 ist aber
von dem Herbrandschen Satz (der aussagt, daB man sich beim
BErfiillbarkeitsproblem auf Zahlausdriicke mit einer einzigen drei-
stelligen Funktionsvariablen beschranken darf) teilweise schiirfer,
teilweise schwicher. Schwicher ist der Satz 26 in Hinsicht der Stellen-
zahl der Funktionsvariablen, schirfer dagegen in Hinsicht der Prifix-
form, da man sich in Satz 26 auf Zahlausdriicke in Skolemscher
Normalform beschrinken darf. Nun hat sich aber eben heraus-
gestellt, daBl die Stellenzahl der Funktionsvariable in den entspre-
chenden Uberlegungen aus P; ohne Bedeutung ist, da ja die dort
benutzte Tatsache, daf sich jedelogische Funktion F(21,%s,...,%n—1,0n)
in einem unendlichen Individuenbereich in der Form

n—1 n—1
(E?Je)fhll:gl D(vyy Vi1, @) &f(m)]  bzw. (’Us)?_l[l;; D (s V141, 1) —f(01)]

darstellen 148t, riehtig bleibt, unabhingig davon ob n=3 oder
n>3 ist. Dagegen hat sich der Umstand, daf man sich in Satz 26
auf Zahlausdricke in Skolemscher Normalform beschrinken darf,
als bedeutungsvoll erwiesen, da er eine einstellige Funktionsvariable
z1 ersparen erlaubt. )

Ubrigens werden wir sofort in Satz 34 eine gleichzeitige Ver-
schiarfung des Satzes 26 und des Herbrandschen Satzes kennen
lernen.
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Satz 34. Beim Brfillbarkeitsproblem darf mamn sich auf Zihl-
ausdriicke mit  Prifiz  der Form (1) (@2) (@) (@) (By1) (Bya) ... (Bys)
(d. h. Skolemscher Normalform mit nur vier Allzeichen ) beschrinken,
die eine einzige, und zwar eine dreistellige Funktionsvariable enthallen.

Beweis. Wegen des Satzes 32 geniigt es offenbar zu zeigen,
daB zu jedem &-Ausdruck 4 in Godelscher Normalform, welcher
auBer den ausgezeichneten Funktionsvariablen Ry, I, [ty nur noch
eine einzige, einstellige Funktionsvariable enthilt, ein gleichwertiger
Zihlausdruck B in Skolemscher Normalform mit nur vier All-
zeichen angegeben werden kann, der nur eine einzige, dreistellige
Funktionsvariable enthilt.

Sei (o) Bwe){ (s, bay..., ) der S-Ausdruck A und flz) die
in A vorkommende einstellige Funktiongvariable. Sei y eine von
&1, L2, ..., e verschiedene gebundene Individuenvariable und ¥ eine
(dreistallige Funktionsvariable, Ferner bezeichne B(w1,%s,...,%q;Y)
den aus W(zy, s, ..., 2,) durch Ersetzung von B, (w,5:) durch ¥(m;, 24 Yy),
von Ra(w,xr) durch ¥(x:,y,xr), von Rs(w,x:) durch ¥Y(y,z,a:) und
von f(x) durch Ply,y,) (fur i,k=1,2,...,q) entstehenden Ausdruck.
Sei B die Konjunktion der folgenden zwei Ausdriicke:

. . 3 . q
(B)) () (mi’)?(Ew@)ZEi}:T(?/; @iy mi)"’*(ié‘:lgj(y;mi: ;) & B(@1, 2, .-, %q3 Y)) ],

(B,) (Bu) (Bz)¥(u,z,z2).

Demnach enth#lt B nur eine einzige, dreistellige Funktions-
variable ¥, 1laBt sich offenbar auf die Skolemsche Normalform
mit nur vier Allzeichen bringen und ist mit 4 in bezug auf die
Erfiilllbarkeit gleichwertig. Die letzte Behauptung beweist man
folgendermaBen:

Ist der Zahlausdruck A iberhaupt erfiilllbar, so hat er als

-Ausdruek sogar eine ausgezeichnete Erfillung, etwa Ry, Rs, Rs,f
iiber J'. BEs gilt dann jedenfalls

(22) (mf‘)I(EmG)‘iQII(ml’ B2y ..oy q)
und wegen der Definition 3, S. 289, auch
(23) Ry(z,y)=(z=y)

in 3. Wird mit « ein beliebiger von allen Elementen aus S’ ver-
schiedener Gegenstand bezeichnet, so gibt es zundchst eine in dem
aus 3’ durch Hinzufiigung des Elementes a entstehenden Individuen-
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bereich 3'+{a} definierte logische Funktion ¥'(%,y,2), die folgenden
Bedingungen geniigt:

[1] Das Pridikat ¥(a,»,2) charakterisiert den Individuen-
bereich J', d.h. daB ¥'(a,#,2) dann und nur dann wahr ist, falls o
zu J' gehort;

[2] Die zweistellige Funktion ¥'(@,y,a) ist in I’ mit der Funk-
tion Ri(x,y) identisch;

[3] Die zwel&telhge Funktion ¥'(z,a,y) ist in §' mit der Funk-
tion Ry(x,y) identisch;

[4] Die zwel%elhge Funktion ¥'(a,z, y) ist in I’ mit der Funk-
tion R(x,y) identisch;

[6] Die e.instellige Funktion ¥'(a,a,) ist in I’ mit der Funk-
tion f'(x) identisch;

(6] ¥'(y,x,2) ist falsch, falls ¥ von @ verschieden ist.

Dies ‘zeigt man in exakter Weise auf Grund des (schon beim
Satz 26 benutaten) Hilfssatzes 1, wie folgt. Definieren wir in I’ +{a)
die logischen Funktionen H (501,092,933) G (@1, 25, 23) fiir i=1,2,...,6
durch die Festsetzungen (in welchen dabei f(z) und die R(:c, y)
fir #=a oder y=a beliebig zu verstehen sind):

Hy (1,05, %)= (2 = a & 5, =1,), Gy (%1, oy W) = (5 ),
H (1, 205, %)= (2,74 0 & @, a & w3=a), G2(w1;m23ms)éR;($17m2):
Hy(@y, 85, 05)= (0,7 0 &2,= a & w34 a1), G3(2y, oy Bs) = Ra(@1, 23),
H (1,85, %) = (0, = a & By a & x3=ar), G o1, g, 33) =3 (5, 5),
Hy(2y, %, %) =(2,= 0 &%= a &y a), G5(y, g, 3) =1 (483),

H gy, 0, #3)== (21 F 0 & 2y =), Gs(wnwzy% =(a=a),

so verlangt die Bedingung [j] (j=1,2,...,6), daB
(1) (22) (03) [H i (81, B2,y ) = (P (@1, 202y 23) ~ Gt (@1, 2, @3) )]

in J'+{a} richtig sei. Die Bedingungen [1]-[6] verlangen also
insgesamt, dafB die Bedingungen

(1) (22) (203) [H (%1, @2, B3) — (P (@1, 2, 3) ~ G}(wh @2, %3) )1

fiir 4=1,2,...,6 durch eine Funktion ¥'(2,,&,,%,) in J'+{a} erfiills
seien, und dzuu ist wegen des Hilfssatzes 1 das Bestehen von
Beziehungen

(1) (2) (3) [H i (01, 22, 203) & H g (5, 3y 23) — (Gi( 21, 2y 3) ~ Ga(@1, B2, 23)) ]
TFundamenta Mathematicae, T. XXX. 21
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fiir i,k=1,2,..,6 und i<k in J'+{a} zugleich notwendig und hin-
reichend. Diese Beziehungen bestehen aber tatsichlich:

() (@) (205) [ Hy (1, Bo 3) S H o( %1, Ty 15) (G (g oy 5) ~ Gy, B, %3)) ]
besteht, da das Vorderglied Hy(@,,%s,us) & H (@, %y, 25) falseh ist (aus
H, (2, %,,%) folgt nimlich @,=a, wihrend aus Hy(@y,%,, %), umge-
kehrt, #;==a folgt);

(371)(-'”2)(“’3)[51(5”1;972,ma)&H3(w17W2:w3)"*(G1(w1;wz:m's)"’Gs(mlamzywa))]
besteht, da das Vorderglied H,(;,®q,%;)& Hs(@y, %, %) falseh ist
(aus H,(ay,o,,a;) folgt nimlich z=a, wihrend aus Hy(®y,s,,%,)
»,==a folgt);

(00) () (@3 ) Hy (1, Doy 05 S5H (01, @y 53 )—~( Gy (01, Bay F5) ~ Ga( By, Ty 3))]
besteht, da falls H;(wy,®g, @) & Hy(®y, 2o, @) Tichtig isty so mull w3==a
und z,=a, sein, woraus einerseits sich Gy(a,o,%;) und anderseits,
unter Beriicksichtigung von (23), G,(w,,%,%;) als richtig ergibt; aus
Gy(@yy g, 05) UNA Gy, %5, 25) folgt aber (Gl(mn“’/'z;m3)~G4(5”1:m2,w3))3

(00)(205) (3) Ly (1, 5, 3) S H 551, Dy g)—-{ G (01, @y W) ~ G5(By, By @)}
besteht, da das Vorderglied H,(my,%q,%;) & Hy(@y, 20, @;) falsch ist
(aus Hy(®,,2,,2;) folgt nimlich z,=w;, wihrend aus Hg(®,,a,,%,)
=2, folgt); :

(0, )() (0g) [ Hy (1, By 25) S H (21, Dy 3 )—-( Gy (1, By W) ~ (1, 2y 5))]
besteht, da das Vorderglied H, (2,2 %;) & Hg(%y,%0,%;) falsch ist
(aus Hy(2,%,,%,) folgt nimlich z,=a, wibrend aus Hg(w,,s,%s)
2= 0 folgt);

(@1)(@5) (23) [ H o1, o, 23 ) &G H (81, Ty 3)—( G g1, B, B3) ~ G0, B9 %3))]
besteht, da das Vorderglied H,(®y,®,,%;)8&Hy(2y,2,,%;) falsch ist
(aus Hy(wy,%5,2,) folgt némlich x,+a, wihrend aus Hg(w,,5,,2;)
z,=a folgt);

(1) (@) (25) [ H o1, B, 23) SLH 41, 25y 205) Gy, By ) ~ Ga(y; B %5))]
besteht, da das “Vorderglied H,(y,%,,%;)&H (2,%,,%,) falsch ist
(aus Hy(%;,2,,2;) folgt nimiich #,s=a, wihrend aus H,(z,,2,,xs;)
z,==aqa folgt);

() () () H g1, sy 03) & H 51, gy W) — (G By, By B3) ~ G5, %y 5))]
besteht, da das Vorderglied H,(wy,%,,%;)& Hy(y,%q,a;) falseh ist
(aus Hy(wy,®o,%,) folgt nimlich a==a, wihrend ans Hy(w,,,,%s,)
©,=a folgt);

(1) (o00) (3) [ H (01, @y 265) & H o0y, By @) —( G2y, W,y 3) ~ Ge(By, %5,23))]
besteht, da das Vorderglied Hy(wy,®,,%;)& Hel(ay,%,,2,) falsch ist
(aus Hy(@;,@5,2;) folgt némlich w,==x;, wihrend aus Hg(@,%q,%,)
xy=w, folgt);

I
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_ (1) () (5 )| H g1, 29, 205) 86 H oy, By B)—(Glg(1, By, @)~ Gy, W9, @) ]
besteht, da das Vorderglied Hiy(21, 5, 24) & H y(,, %, 5)  falseh ist

(ans  Hy(wy,®y,2,) folgt nimlich ZFa, wihrend aus Hy(z,z,,,)
x=a folgt);

(1) () (23 )[ Hy(y, 5, L3) & H gy, 29, ) (Ga(y, g, 22g) ~ G5(21, 29, 23))]
besteht, da das Vorderglied Hy(y, %y 5) & H 5y, 0, 25) falsch ist

(aus Hy(wy,®,,x;) folgt nimlich x,2=a, wihrend aus Hy(#,,24,25)
2= folgt); i

(1) (#5) (203) L (01 g, 205) &6 H (1 4, )= (G, By ) ~ Co(1, 8, m5))]
besteht, da das Vorderglied Hy(w,,u,, o) & H(wy,2, ;) falsch ish
(aus Hgy(#,,2q,2;) folgt némlich #,342, wihrend aus Heg(w,, 25, 2,)
x,=w, folgt); \

(1) (#2) (03 )[ HL o (12, 3, 0 ) S H 5, , @, @5) — ( Gy, T,y ) ~ G5(1, @a, 3))]
besteht, da das Vorderglied H,(w,,,,%;) & H(%,,2s2;) falsch ist
(aus Hy(®,%y2;) folgt nimlich w,4a, wihrend aus Hgy(w,2,,o,)
vy,=a folgt);

(i01) (29) (205) L HL o (01, gy 205) &6 H o2y , By @) —> ( Gy (21, By ) ~ Gy @1, y%y)) ]
besteht, da das Vorderglied Hy(wy,%s 5,)8 He(wy, 3, 2,) falsch ist
(aus Hy(a;,®s,;) folgt némlich x,—a, wihrend aus Hg(x, ;)
z==a folgt);

(1) (o) (25) (H 5y B, )& H (01, g, B3) > ( O5( @1, By @3) ~ Gy, 55)) ]
besteht, da das Vorderglied Hy(w,,®,,%s)8& He(2y,%,,2,) falsch .ist
(aus Hg(mwy, %y m5) folgt ndmlich z=a, wihrend aus Hg(®,,%,,a;)
2,74 a folgt);

Ist nun ¥'(x,y,#2) irgend eine Funktion, die den Bedingungen
[1]-[6] geniigt, so zeigen wir, daB sie den Zihlausdruck B in J'+-{a}
erfiillt.

Aus (22) und der Bedingung [1] folgt némlich zunichst

3
(@0 (Bl X9 (0,100 (3P0, 2, ) & (ar, 3. )

wobei die Quantoren jetzt iiber J'+{a} zu erstrecken sind. Daraus
folgt aber, wegen der Entstehungsweise des Ausdrucks B(wy, s, ..., £5y)
und wegen der Bedingungen [2]-[5]

. 3
(w(’)‘% (E‘”Qﬂ[ ng’(a, @iy mi)"”'( )j"]"(a., L1y mi) & %I(whmz! eesg3 a’))]7
=1 =4

woraus sogar die Richtigkeit von
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é 3 l”W 1 ’ m . -
94) () (el (Bl X (500 X2 (000,00 8B (@8 5 )]
i==1 =

3
folgt, da falls y mit ¢ nicht fibereinstimmt, das Vorderglied ) gl’f/’(y, Dty 1)
wegen [6] falsch wird und somit die ganze Implikation dgr For-
mel (24) richtig bleibt. Da I nicht leer ist, so folgt aus [1] sofort
(Bz)¥"(a,2,2), und daraus (Bu) (B2 (u,2,2). Dieses und (24)_ be-
weisen aber, daB die Funktion ¥'(z,y,2) den Zahlaugdruck B in
J'+{a} erfilllt.

Sei umgekehrt ¥'(x,y,2) eine Funktion, die den Zihlausdruck B
in einem Individuenbereich I erfiillt. Es bestehen also in I die
zwei Formeln:

3 3 "
(25) (y)(mo)i(EJ‘;?)Z [./_:‘13{"”(%mirwl)—"(éq;g/”(yawhmi)&SB (@1, 02y . g5 ¥))],
i== 1= .
(26) (BEu)(Bz) V' (u,2,2).
Wegen (26) gibt es in I/ zwei Elemente b, ¢, so dal
(27) P'(b,e,c)

richtig ist. Aus (25) ergibt sich sofort
3 :
(w0} B[ (b, 3, 0) S (0, ,0) &B (12,075 D)

woraus die Richtigkeit von
28) . (00)T (Be) B (1, B2, .- 3 b)

folgt, wobei sich aber jetzt die Quantoren auf den Teilbereich J der-
jenigen Elemente % aus J'’ beziehen, fiir welche ¥"'(b,2,%) gilt (dabei
ist ¥ nicht leer, da wegen (27) das Element ¢ sicher zu J gehort).
Definiert man nun die Funktionen R{(z,y), R:(®,y), Rs(z,v), " (x)
in 3 durch die Festsetzungen:

Ei'(2,y)="Y"(2,y,b),
Ry (z,y)=¥"(b,2,9),
so erfilllen die so definierten Funktionen den Zahlausdruck A4,

da aus (28) und der Enftstehungsweise von B(w,®s,...,%,;y) aus
W(ar, %, ..., ) sofort die Richtigkeit von

(0)1( o)1 (21, @2 ..., 5,)

R (z,y)="P"(2,b,y),
]Cll(m)gwll(b’ b,w),

in 3 folgt. Die Zihlausdriicke 4 und B sind also gleichwertig, womi
Satz 34 bewiesen ist.
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Satz 35. Beim Brfillbarkeitsproblem darf man sich auf »-Aus-
driicke der Form
(y)(2) (Bw) D(w,y,2) & (21) (22) ... (@) W1, ey ..., )
beschrinken, welche aufer der ausgezeichneten Fumktionsvariablen @
nur noch eine einstellige Funktionsvariable enthalten, wobei auperdem

im quantorenfreien Ausdruck W die ausgezeichnete Funktionsvariable ®
nur an Stellen negativen Vorzeichens vorausgesetzt werden kann.

Beweis. Zwei Methoden werden kombiniert angewendet: die
Methode der ,zusammengeflickten” Binsetzung und eine in gewissen
Punkten zu der Ackermannschen dhnliche Methode ).

Wegen Satz 26 geniigt es ') zum Beweis des Satzes 35 zu
zeigen, daf zu jedem Zihlausdruck 4 in Skolemscher Normal-
form mit einer einzigen Funktionsvariablen ein gleichwertiger x»-Aus-
druck B der Form

() (2) (Br) D(w,y,2) & (1) () ... (0n) U(e1, By ...sTn)
angegeben werden kann, der auller @ nur noch eine einstellige
Funktionsvariable enthélt, wobei aulerdem @ in i nur an Stellen
negativen Vorzeichens vorkommt.

Sei (0)1( By ,)1W( @1y B2y -ey Bry Y1,Y2 -y Ys) der Zihlausdruck A und
F(w1,09,...,2,) die einzige in 4 vorkommende Funktionsvariable. Ist

m

[l Bi(®1, By ...y Brps) die disjunktive Normalform5?) von W(wy, s, ..., Bris),y
h=1

so gilt die Formel

m

(29) (w9)1‘+s[%(ml, Dgyeeny wr—}-s) ’\']!;II%I;(WL L2y eury £Ur+s)]

allgemein. Jedes Glied der Elementarkonjunktionen Bi(wr,®s, ..., Tr+s),
wo k=1,2,...,m, ist entweder von der Form F(fu,&uy . s Te,) Oder
von der Form F(mui,maz,...,wan). Wir ersetzen in By, B, ..., Lris)
jedes Glied der Form F(®u,%ay.-.;%a,) durch den Ausdruck

k n—2 &k k k k

('UO)?_l [ .}.,1@(7)1'; Vi1, m“i) & (p("’ll—iy Loy wﬂn_i)“)'f(vl)]

i

und jedes der Form F(%q,%ay,...,%,) durch den Ausdruck

89) Vgl. die auf Seite 259 zitierte Arbeit.
5) Man kiunte, statt vom Satz 26, vom schirferen Satz 34 ausgehen;

es geniigt aher der Satz 26. .
52) Die B (w0, #gr s ®)..q) SOllen (fiir k=1,2,...,m) Elementarkonjunktionen
sein und das J[-Zeichen soll die Disjunktion andeuten.
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k n—-2 k k It
( " 1[2@ 'Ul:' l+1?m“i)&Qj(q;”"“/n“n’w“n~1 —_>f ”1 }

wobei @ die ausgezeichnete dreistellige und f irgend eine einstellige

Funktionsvariable ist. Den auf diese Weise aus Bu(@i, @2y ..., Bris)

entstehenden Ausdruck bezeichnen wir mit (Ek('vl,mz, o ®ris). Ferner
k R k

bezeichnen wir mit Do, L2, ...s Trts; V1,02 .-y Pn—1) denjenigen Aus-

druck, welcher aus Bu(@1,y,...,%r+s) entsteht, indem jedes Kon-

junktionsglied der Form F(wai,maz,... %e,) durch

n—2 k &
[2 qu’(”l, z+1:‘”u,)&q§(vn—17mdny Dy q) —f(v1)]

=

und jedes Konjunktionsglied der Form F(”“w’”uz;---:man) durch

-2 k& k -k
[i§ @(’1)1‘, 'Ui-]—-i, m“i) & Qj“’"f” m“n, w“n——-i ) ——>f(ru1)]

ersetzt wird. Man sieht leicht ein, indem man die allgemeingiiltige
Aquivalenz [(0)F(v)& (v)G(v)]~ (v)[F(v)&GF(v)] beriicksichtigt, daf
die Formeln

s & et k h k .
(@)1 [Cal @1y @2y vy Brts) ~ (Vo)1 Dr(B1y Doy ovy Brps; V13025 w00y Vni—t)]

fiir k=1,2,...,m allgemeingiiltig sind und daf es daher auch die
Formel

me)’ﬂ H(gk(wlym% <y Brtes)) ~
(30)

m k &k y 3

9
~t it
~ (W) (0t HDk (@1y @2y +vny Brs; V1 D2y evey Vn—t) ]

ist. Bezeichnen wir nun mit B die Konjunktion der folgenden drei
Ausdriicke:

(By) (y)(2) (Ex) D(2,9,2),
('Ug) (‘U@)" l(mo)?[‘g‘é(vhvi—}-l,mi)&@(”Iz—hmnymn——l)&
(B2) n—2 % % B * *
&1;5,; D(Diy Vit 1y i) & D(Vn—1, Bny Bn-1) & (1) —f(o1)],
0 r ! 2 n—1 2 n—1 m n--1 sol 1L 0
(Ba) (101) () (o)1 (w001 .. (’we)l( (i (o) [ 3P (wy 201, 01) &
s r—1 m 0 1 2 s k k k

&1—11> ¢(wj+1,wi,mj+1 _"”91! (W01 Loy L3y oevy LBy Wy Wiy eeey W3 U1y Vay -'-,’Un—i)]:

50 1aBt sich der Zahlausdruck B offenbar in die verlangte Form
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(1) (2) (Bw) D(w,y,2) & (1) (2) ... () U(@1, @2 .0y )
bringen und enthilt auBer der ausgezeichneten Funktionsvariable @
nur noch eine einstellige Funktionsvariable f, wobei & in dem mit U
bezeichneten Ausdruck (d.h.in (B,) und (B,)) nur an Stellen nega-
tiven Vorzeichens vorkommt. Um die letzte Tatsache einzusehen,
geniigt es zu zeigen, dal die Funktionsvariable ¢ im Ausdruck

0 1 2 s k k k
kU]@"(wl’mz’ By vey Bry Wiy Wry eeey W V1302, ey Vi)

nur an Stellen negativen Vorzeichens vorkommt, da ja man un-
mittelbar sieht, daf @ in (B,) und wegen des Vordergliedes in (B;)
nur an Stellen negativen Vorzeichens auftritt. Der Ubergang von,
Br(B1, 02y .eey Brges) ZU Dp(B1y B2y eey Brgsy V102, V) LT k=1,2,...,m
146t sich auch als eine Einsetzung fiir die Funktionsvariable

n—1
F(21, 83, ..., 6n—1,7,) nach dem Ausdruek (ve); '[YD(vivit1,2)—f(v1)]"
=1

an Stellen, wo F positives, und nach dem Ausdruck
n—1 nol
(Bwe)i [.El O (Vi 0142, %1) & f(01)]
= .

an Stellen, wo F' negative Vorzeichen hat, charakterisieren. Da aber

n—1
eben in ('09)'1’—1[ E(D(v,v, Vi1, X:) —> f(fnl)] die Funktionsvariable @ nur an

Stellen negativen und in (Bwe)i ™ [_, D (s, 0111, 1) & f(v1)] nur an Stellen

positiven Vorzeichens Vorkommt, so ergibt sich sofort, daf die
Funktionsvariable @ in D@1, B2, .. Brs; V1,02 ey Up) fliX b=1,2,...,m,

m
und daher auch in [[Du(@1,%2...,Tris; V1,02 ...y0n—1) DUr an Stellen
k=1

negativen Vorzeichens vorkommt. Da die Ersetzung der Indivi-
duenvariablen durch andere offenbar die Vorzeichenverteilung der
Funktionsvariablen nicht #ndert, so kommt die Funktionsvariable
m 0 1 2 $ k & k

@ auch in Hi)k(wl, B2y D8y «ey By Wry Wry oeey Wry D1y D2y .oy Vn—1) DUT an Stellen
negamven Vorzemhens Vor.

Es bleibt also zu zeigen, dal B ein mlt dem Zahlausdruck A4
gleichwertiger »-Ausdruck ist.

Ist A erfiillbar, so gibt es einen Individuenbereich J, eine
logische Funktion F* (1, @s, ..., £x) und s mathematische Funktionen %3)

53) d. h. Funktionen deren Argumente und Werte zu 3 angehoren.
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D1 @1, By ey Br)y PaB1, By ooy By vony OBty Loy ooy ) Tber I derart, dab

(31) (009){91*(3)‘1,&72, ceos Bry i1y B2y 2eny Br)y P2B1y B2y ovey L)y o oey Ps(B1y By oy X))

in I besteht. Sei y(x,y) irgend eine im Bereich 3 der natiirlichen
Zahlen definierte Funktion mit den Bigenschaften a),b) der Defi-
nition 4," 8. 290. Wir definjeren fir ¢=1,3,3,... eine (i+ 1)-stellige
Funktion y;(w1,s, ..., %, %41) in 3 rekursiv durch die Festsetzungen:

(32) Py ) = (%1, Bs),
(33) Pita( @1y B2y evey Bty Biko) = (1 (L1, By .y By Biga), Biga).
i
Ferner bezeichnen wir mit ¢(x) die einstellige Funktion, welche
aus i (4, %y, ..., %, Biy1) entsteht, indem man alle Argumente gleich

@ setzt. Aus (32) und (33) ergeben sich sofort die Gleichungen:
1

.

(34) (@) =p(,),
' i+1 i
(35) v (@) =p(p(2), ),

2
durch welche die Funktionen w(z) auch direkt definiert werden
konnen. Wir definieren schlieBlich s r-stellige Funktionen s, ,, vrey TTg

in 3 durch die Festsetzungen
i
(36) i (B1y B3y ..y Br)=Pr—1(P(@1), B2y ..., Tr)

fiur ¢=1,2,...,s und wollen in erster Linie zeigen, daB sich in 3
eine logische Funktion F'(xy,s,...,2,) derart definieren 148%, daB

(87) ()1 W (w1, 3y, r, 701(1, ey, 1), o B, B,y .., ), coey Ts( D1y B2genny 1))
eine wahre Aussage in 3 darstellt. Dazu bendtigen wir folgende

Eigenschaften c)-j) der Funktionen v, v und 7, die wir zunichst
beweisen wollen:

¢) Fir jedes i ist die Funktion v (@1, D2y ...y By Bia) vOW ihren
Argumenten grofer, d.h. es gilt stets Vi (D1y B2y -y Tty Big 1) >0y By ey Bty By

‘ Fir 4=1 gilt nimlich ¢) wegen der Bigenschaft a) aus
Definition 4 und (32). Angenommen, ¢) sei fiir richtig, wir zeigen
dasselbe fiir i+1. Wegen (33) und der Eigensehaft a) gilt:

(38) Yir1 (%1, B2, vors Bip2) > i (%1, Do, . -y Bit1),

(39) Yit1 (D1, 95 ..., Big2) = Bips.
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Wegen der Induktionsannahme ist Wi (@1, 2,

) ..,$i+1) > D1y L2, cery Big1,y
was mit (38) zusammen

(40) Pit1 (B1y D2y ..oy Bit2) > D1, Doy ooy Bip g

ergibt. Aus (40) und (39) folgt

Pit (D1 B2y ooy Doy 2) > W1y By oy B, B,
womit ¢) durch Induktion bewiesen ist.

d) Die Gleichung v (1,s, ..., Lir1) =i (Y1, Y2y ey Yir1) kann nur
dann bestehen, wenn die Reihe D1y B2y -voy Bid1 ML der Beihe yu,ys, ..., Yin1
dibereinstimmi.

Fir =1 gilt némlich d) wegen (32) und der Eigensehaft b)
aus Definition 4. Angenommen, d) sei fiir 4 richtig, wir zeigen
dasselbe fiir 4--1. Aus

Yird (21,8 vy Bite)=it1 (Y1, Y2y ..y Yito)
folgt wegen (33)
P (i (@1, B2y ooy Bir1); Biro) = (1 (Y1, Y2y ooey Yira)y Yirkt)

und daraus, wegen der Eigenschaft b):

(41) Yi (1, B2y ooy Bi1) =1 (Y1, Y2y ooy Yick2),
(42) Bit2 =112,

Wegen der Induktionsannahme folgt aus (41), daB die Reihe
Byy oy ooy P41 Mt der Reihe yy,4,,...,9:11 lbereinstimmt, was mit (42)
zusammen zeigt, dafl auch die Reihe #,,@,,..., 511,712 mit der Reihe
Y15Y2y -y Y11, Y42 Ubereinstimmen muB, womit d) dureh Induktion
bewiesen ist.

e) Fir jedes i ist y(x) > m.

Fir i=1 gilt ndmlich e) wegen (34) und der Higenschaft a)
aus Definition 4. Angenommen
(43) p(@)>%
fiir ein 4, wir zeigen dasselbe fiir ¢-+1. Aus (35) und a) folgt

O
v(@)>p(x),
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i+1 .
was mib (43) zusammen y(z)>x ergibt, womit e) durch Induktion

bewiesen ist. '
i &
f) Die Gleichung w(w)=y(®)
i=F ist.

Tann nur dann Dbestehen, wenn
i+1‘ {

Aus (353) und der HBigenschaft a) folgt namlich  p(2)>y(®),

“und daraus, allgemeiner, 1’;)(%)>1;:(m) fiir k>4. Aus Symmetriegriin-

den ist weiter 1?)(:19)<1iu(m) fir k<, also jedenfalls :/z)(w)#;'(m)

filr k=4, womit f) bewiesen ist.
i k
g) Die Gleichung w(@)=w(y)
i=k und o=y isi.

Lann nur dann bestehen, wenn

Ist namlich eine der Zahlen 4,%k, etwa 4, grofer als 1 und die
zweite gleich 1, so kann die Gleichung

i ko

(44) p(@)=v(y)

i 1
nicht bestehen. Aus y(z)=v(y) und i>1 folgt tatséichlich, wegen

(34) und (35), zunéchst p(yp(x),2)=v(y,y), woraus sich weiter wegen b)

i—1

(45) w(@)=y,
(46) o=y

i1
ergibt. Aus (45) und (46) folgt w(»)=w, was mit e) unvereinbar ist.

Sind beide Zahlen 4,k in (44) gleich 1, so gilt i=k und
wegen (34) v (#,2)=1 (¥,y), woraus wegen b) auch z=y folgt.

Sind schlieBlich beide Zahlen ¢, k in (44) gréfer als 1, so gilt
wegen (35) zunéchst

i—1 kh—1
pp(@), 2)=p(¥(y),Y)

woraus wegeh b)

i—1 k—1
(47) - p(m)y=y(y),
(48) r=y

i . . i—1 k-1
folgt. (48) in (47) eingetragen lefert y(z)=y(z), woraus wegen f)
auch i=F% folgt. Damit ist g) bewiesen.
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N3 7 e ¢ TS 7 ey y
h) Fir i=1,2,..,s ist die Funktion m;(@,@e..., 3 von thren
Argumenten grofer, d.h. es gilt 7,(1,Boy ..oy Br)>> B1y B2y veny B

Aug (36) und der Eigenschaft ¢) folgen namlich fir i=1,2,...,s
die Ungleichungen:

i
(49) T (1, B2y +eey Br) > (1),
(50) ﬂ[(i‘(;‘l,d’)g,...,ZL’,-)>9?2,$3,...,56,.

Aus (49) und e) folgt m;(wy, ®s, ..., 2-) > oy, was mit (50) zusammen
751 (B1y B2y eovy Br) > D1y B, .., @ LT 4==1,2,...,5 ergibt.

j) Die Gleichung 70 (%1,®a, ...y Tr)=10%(Y1,Y2y.-.,Yr) kann nur dann
b"estehﬁen,'wmn die Reihe i,%1,®s,...,5, mit der Reihe k,y1,Ys...;Yr
dbercinstimmd.

: Aus w1, Loy e ooy Br) = a(Y1, Y2y ..., ¥r) folgt nimlich wegen (36)
zuniichst die Gleichung

i k
Pr—1 (W(®1); %2y -y Br)=Pr1 (P(Y1) Y2y -+ Yr)s
und daher stimmt wegen d) die Reihe y(21),2s,...,4, mit der Reihe

i &

P(Y,);Yys---» Y, Uberein. Da aus w(®,) =v(y,) wegen g) i=Fk und z,=y,
folgt, so stimmt iiberhaupt die Reihe i,x1,s,...,o, mit der Reihe
kyYy Yy --ryy, Uberein, w.z.b.w.

Nehmen wir den Beweis von Satz 35 wieder auf. Ist @ irgend
ein Element aus S, so ordnen wir jeder Zahl # aus 3 ein Element
{®) aus I durch Induktion folgendermafen eindeutig zu: {1} soll
gleich a sein. Angenommen, {y} sei fiir alle Zahlen y<<z definiert,
wir definieren {#}, indem wir zwei Félle unterscheiden:

1. Fall: » laBt sich in der Form o;(#1,%s,...,2) darstellen.
Die Zahlen i,a,®s,...,% sind dann wegen der Bigenschaft j) ein-
deutig bestimmt, wobei die ®,%z...,2r Wegen der Eigenschaft h)
Kleiner als # sind. Die Symbole {&:},{®s},...,\#,} stellen dann nach
Induktionsannahme eindeutig bestimmte Elemente aus J dar und
wir setzen {#} gleich g;({ms), (@2}, ..., {®n}).

9. Fall: # 14Bt sich nicht in der Form m;(#1,®s,...,2;) dar-
stellen. In diesem Falle setzen wir () dem Elemente a gleich.

Damit ist das Symbol {z} durch Induktion definiert und es
gilt insbesondere fiir Dbeliebige natiirliche Zahlen ,%s,...,2, und
i=1,2,...,s die Beziehung (1. Fall)
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R AYR

. ®,) in 3 durch die

(51) {1, w2, ... ) = @i (@1}, (2l

Wird nun die logische Funktion F'(21,%s,..
Festsetzung

F,(wlng, ---,9'/'11) = F*({wﬂ,{a’)z‘,, ooy {5011,\1)

definiert, so ist stets yBrgs) it W@, @2}y ey {Brts))s

und daher insbesondere

Q[’(wl, 29y e0.

(82) W (@1, @2y vey By 01 (1, By vey D)y T2 (B1y B2y ovvy By oy s (L1y By -y B1))

mit
(53) %[*({ml}‘p{m2\lr‘-a‘{mr}'f{ﬁl(mlaw?’"-1mr)}7‘{”2(w1’m27--~:wr)}7"-7'{”8(9717m27-~';mr)})
gleichwertig. Da aber (53) wegen (51) mit dem Ausdruck

A (s ... 7{“"1‘}7(]91({591\!‘1 ey {97,-}),(])2({.’,1&‘1), E (wli\l)i ) (/7.9({‘-’”1}, vy @)

identisch ist, welcher wegen (31) eine wahre Aussage darstellt, so
ist (52) und daher auch (37) als richtig bewiesen.

Wir definieren jetzt in 3 die logischen Funktionen @'(x,y,2),f ()
dureh die Festsetzungen:

(54) D' (z,y,2) = (2=y(y,2)),

(55) f,(”l) (EyP)lil ! E/D(’ Z[Y'@('Dly l+17./1)&F (y1,’!/2, yYn ~17'Un)]

und zeigen, daB diese Funktionen den Zahlausdruck B erfiillen ).
Da aus (54) sich sofort die Richtigkeit von

(56) () (=) (Bw)
und von

D' (w,y,2)

() (2) (1) () [ (,,2) & B'(3,,2) — 5=1]

ergibt, so ist einerseits (B,) und anderseits, wegen Satz 16, auch (B,)
durch die Funktionen @', f erfiillt. Wegen (54) und der Eigenschaft b)
aus der Def. 4 ist weiter

&) Aus der Definition einer ausgezeichneten Erfilllung eines x-Ausdrucks
(Definition 4, S.290) folgt dann, daB diese Funktionen auch eine durch die
Funktion y{z,y) erzeugte ausgezeichnete Erfilllung des Zihlausdrucks B bilden.
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(2) () () (1) () [ (@, ,2) & B (0,5, ) > = &= 2]

richtig, was mit (56) und (55) zusammen dem Satze T zufolge
die zwei Aqmvalenmn

1
F' (@1, 02, vy @1, 0) = (Bvg)i [ ,\Jlgp (Vi iy 1) & f'(01)],

=
B (@01, 02y ooy Wn—1,00) = (Vo)) 1[\' (V4 Vi1, 1) —>f'(v1)]

ergibt, denen wir jetzt die ihnen gleichwertige Form:

n—1 X
F' (@1, 3y -..; Bn—1, Vn) = (?)(‘)?-1 [E D' (viy Vi1, ) 7 (v1)],

n—1

yn-1,00) = (Ve): [ V @ (vl:’”l+la$l)"‘>’f (v1)]

B (21,20 ...

geben. Ersetzt man in den zwei letzten Aquivale.nzen die Variable v,,
welche aus Abkiirzungsgriinden so bezeichnet wurde, wiederum
durch w, und die gebundenen V&uablen ful,qyz, . Tz—1 der Reihe

k
nach durch die gebundenen Variablen ‘Ul,’Dz, ,fu,lﬁ_ (fir £=1,2,...,m),
so erhiilt man die folgenden in 3 fir k=1,2,..,m bestehend.en

Aquivalenzen: _
—2 k&
'Uu Vit1y mz) &P’ (,UI?'—lj Lny wn—l) '-*f ('171

'UG 11 1[2

F'(21, @2y ...y Bn) =

k 1—2 h k k
—_ e, . G
F’(ml,wz, ...,:I},,) == (’Dg);l [{Ej dy('l]i,?)[.}_l,.’m) &@'(7],1__1,66‘,,,37"_‘1) —r}‘ (471)].
Aug diesen Aquivalenzen und der Entstehungsweise von
Cp (@1, By eeey Brrs) AUS  Bp(®1,Be,...,8rps) folgt sofort das Bestehen

der Aquivalenzen
= G;z (501, P2y euey mr—{-s)

fiir k=1,2,...,m in 3. Aus diesen Aquivalenzen und der allgemein-
giiltigen Formel (30) folgt sofort die Aquivalenz

B (1, T2y -y Brt-s)

m

n1Q37e(031; By ooy Brogs) =
k=
1 el — 1 moam k k
= (Vo)1 (’09) -« (ve)t I[ﬁbl{(mlym2,--o,fvl'+s; D1y D2y vy Unet)s
=

welche, mit der allgemeingiiltizgen Formel (29) zusammen, die Aqui-
valenz
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m’(wl,.’b’z, ...,m,v,i_s) =
37 ro2 m _m -Iz B A
(57) = (o)1 (vo)i ... (Ve)l L[] D1y B2y oy B3 V1y 02 ey V1)
k=1
ergibt.
Jetzt zeigen wir, daB
0 1 » 2 » s s—1 {41 i
(1) (a0)2 (We)1 (we)1 .- (We)s [_YJ(’] wr=(wy,101) &
1=
(58) s r—11i i ) 0 1 9 s
&Y 3 wipa=p(twpy Bp1)—> W (W1, Bay ooy By Wry Wry ooy Wr) ]

=1 j=1

eine in 3 richtige Aussage darstellt. Ist das Vorderglied von (53)
bei irgend einem festen Wertensystem der Variablen richtig, so
gilt:

i+1 i 0 L.
(59) wy = (10y, Wy) fiir 1=0,1,...,8—1,
i i ‘ .
(60) wia=p(w,za)  fir i=1,2,...,s und j=1,2,..,7—1.
Es gilt dann auch
i i 0
(61) wy==yp(wy) fir i=1,2,..,s.

1 0 0 -
Setzt man in (59) i=0, so ergibt sich w,=v(w,,w,;), was mit (34)
1 10
zusammen w,=w(w,;) ergibt. Damit ist (61) fiir i=1 bewiesen.

Angenommen, es gelte

(62)

i o0
wy =1 (W)

fiir eine Zahl i<s, wir zeigen dasselbe fiir ¢+1. Aus (59) und (62)
i+1 i 0 0 .
folgt namlich w,=v(y(w,),w,), was mit (35) zusammen die Gleichung
i+1 i1 0
w,=v (w,) ergibt. (61) ist also durch Induktion bewiesen.
Es gilt ferner

i i
(63) wj+1=1pj(w1,m2,w3,...,mj.H) fir ’I;=1,2,...,S und j$1,2,...,7—1.

Wir beweisen (63) durch Induktion nach j. Setzt man in (60)
i i
j=1, so erhilt man w,=v(w,x,) fir 1=1,2,...,8, woraus wegen (32)
1 i
wy=1(wy,®,) fir i=1,2,...,s folgt. Damit ist aber (63) fir j=1
und 4=1,2,...,s bewiesen.
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Angenommen, ey gelte

i i

(64) W1 =) (W1, Doy B3, ...y Bp1)

fir i=1,2,...,s

bei einem. festen j<r—1, so folgt aus (60)

i i
(65) Wi 2=p(Wj41, Tj+2) firi=1,2,..s.
(64) in (65) eingetragen liefert
i i
(66) Wi 2= (Y (W1, Doy B3y .y Bj1), By0) Ll i=1,2, ..., 8.

Da aber wegen (33) die Gleichungen

1 i
Py (Wi B2y B8y <oy Bty Bj2) = () (W1, B2y By .., Bpyn), Byea) £liT 1=1,2,...,8

bestéhen, g0 folgt aus (66) sofort

t i

Wit-2= Y41 (W1, Loy X3, ..., Bjr1, Bipe) LT 4=1,2,...,s,

womit (63) durch Induktion bewiesen ist.
Setzt man in (63) ingbesondere j=r—1, so ergeben sich die
Gleichungen

i i
(67) w,.=w,_1(w1,m2,m3,...,w,-) fiir ’&'—-——1,2,...,8.
(61) in (67) eingetragen liefert weiter die Gleichungen
i i 0
(68) wr="/)r-—1('l/)<w1)7m2’w3,---,mr) fiir 7;21,2,...,8.

Da nun aber wegen (36) die Gleichungen

0 i 0
701 (W1, By &3y +.vy ) = Pra(P(W01), B2y L3y ..oy 1)

firi=1,2,...,s

bestehen, so folgen aus (68) schlieBlich die Gleichungen

i 0
W= oW1, D2y B3y ..., Br)

(69) fiir i=1,2,...,5.

1 2 8
Das Hinterglied W' (1w, B2, sy ..., Try WryWry ..., w,) der Implikation
aus (b8) ist wegen (69) mit

0 0 0 0
W' (101, By 235 o oy By T W1y B2y Dy« B)yTo2( W1y 2y L5 20y 1)y o5 Ta( W01y 2 B3y 1y Tr) )
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identisch und stellt daher wegen (37) eine richtige Aussage dar.

Aus der Richtigkeit des Vordergliedes folgt also die Richtigkeit

des Hintergliedes der Implikation in (58), womit (58) bewiesen ist.
Aus (58) und (b4) folgt sofort

0 ” 1 . 2 s—1 i1 i 0
(201) (wo )2 (wo)i (we)i - ('wﬂ)if \ @ (w2, w1, 1) &
s r—i i i 1 2 s
&'21 ‘Yl @' (wJ+1; Wi, mH—l)_)'s‘)I (’w1,.1‘2, B3y eeeyBry WryWry.oony wl’).‘a
=1 =
und daraus wegen (57) leicht
0 r 1 r ‘2 r s 1 11—-1 2 n—l m n—1 s:l ,H—I [}
(w1) (@e)a (wo)i (o)1 ... (woki (@o) (o)1 - (wo)i [1%0¢(w1,w1,'wl)&
s r—1 i m 0 1 2 8 k& &
2_, (w,+1,w,,w,+1 —>HD;, (Wy By B3y vy Ly Wy Wy «oey Wi D1y Voy ey Uz ).
=12

Damit ist aber gezeigt, dafl die Funktionen @',f" den Zihl-
ausdruck (By), und daher auch den ganzen Zahlausdruck B in 3
erfiillen, wobei sie eine durch die Funktion y(z,y) erzeugte aus-
gezeichnete Erfiillung des Zihlausdrucks B bilden 5°).

Es seien nun umgekehrt @"(x,y,2), f'() logische Funktionen,
die den Z#hlausdruck B in einem Individuenbereich & erfiillen.
Wir definieren eine logische Funktion F''(z1,%s,...,®,) in § durch
die Festsetzung

(T0)  F"'(%1,%2..., Ty, V)

n—1
= (Bv,)i [lé; D" (viy Vi, @) &' (01)],

und wollen zeigen, daB diese Funktion den Zihlausdruck A erfiillt.
Aus dem Satze 14 folgt wegen (B;) und (B,) zuniichst die Aqui-
valenz

e n—1 ., , e —1
(Bwe)i 1[,21@ (ViyVit1, %) & f'' (v1) 1= (o)1 1[5;¢"(vf,vi+1,wi)—ﬂ"'(?h)],
= i=
welche mit (70) zusammen die Aquivalenz

5) Aus dem Beweis — insbesondere aber aus Satz 7 — ist ersichtlich,
daB die Funktion f'(v,) statt durch (55) auch durch

n—1

o)) = ()7 (vg)s [v@ OpP 180 = F Yo ooV p1p) 1o

und sogar auf unendlich viele andere Arten definiert werden kénnte.
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~1
(T1) B (@12 ...y @p1,00)=()] 1[.2‘1’ (04011, 1) —f"' (01)]
=1
ergibt. Den Aquivalenzen (70) und (71) geben wir jetzt die ihnen
gleichwertige Form:

n—1

[z:\: D" (0 Vi1 1) > (01)],

n—1

(72)  F"(@1, 0, ..., B0z, 00)= (Ve)}

= n—1
(73) F“(ml,mg, ...,03,,_1,’!7,,)5(179)'1'_1[}; @"(’D;,’l]i+1,.’vi) -—*]‘”(’Ul)].
i=

Aus (72) und (73) folgen durch Umbezeichnung der Variablen
leicht die Aquivalenzen:

k

. ~1
’I?,,)=(7J(;)” [L’(I) ('"l;?)l-}—l,-:vi)&q) (Q’u ~13 mu,mn -1 ‘—>f”( ]

B (a1, ws, ...

I3
n -—1
B (01, 2y .oy ) = (0)1 [\’@"(7),,17,+1, )& D’ ('Un 1y By Tp—1 —>f"(m

i=1

fir k=1,2,...,m,
(Sk(wl,mz,..

aus welchen wegen der
o@rrs) aus B (o, e, ...

IEntstehungsart von
y&rts) Sich sofort die Aquivalenzen

(74:) %}L(ml,mg,...,w,.+s)a(£}§ (.7)1,&72,...,56,».}.3) fir k= 1,2,...,m

in I ergeben. Aus (74) und der allgemeingiiltigen Formel (29) folgt

. . m , .
die Aquivalenz W''(2y,®e,...,%ps) =[] Cr(®1, 22, ..., Brp5), Welche mit
k=1

der allgemeingiiltigen Formel (30) zusammen die Aquivalenz

QI”(wb D2y ey Bropes) =

(75) Lo m - 4 k ok k
E(’D@)] ('vl’)l (’Up ku 11'/'1,372, ey Brigy V1502 .. 7'7)11—1)

ergibt. Da die Funktionen &, f” laut Voraussetzung auch den
Ausdruck (B,) erfilllen, so gilt, wie leicht einzusehen,

i

0 1 r—1 i
j_jl Q" (w41, Wy, Bjy1)—>

8 ., §—1 +1 i 0 3’
(1) (02 (we)l(we)i (we)il3 @ (w1, 0, 01) & 5

0 1 2 s k& k

1 2 m m
-——>-('Ug);‘~1(’l)g);’~1 (Vo)1 " 1[]3);: (Wiy B2y B3y evey By Wry Wiy oony Wrj V1y V2oV —-1) ],

was mit (75) zusammen sofort die Riehtigkeit von
Fundamenta Mathematicae. T. XXX, 22
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0 1 L2 s sl +1 i 0 37 )'61 ., i i
(201) (e )2(we)i{ o). (we)1[ X (r”"(’b‘hﬂzlh;wl)&{_4\1 _AI(P (W1, W)y 1) —>
=0 =1 j=
(76) 0 1 2 s

—)-9,["(’1,{)1, Loy L3y oouy Ly Wry Wiy -,’wr)]

in I ergibt. Seien nun wy,®s,...,%, ganz beliebige Elemel(}telaus 3.
S
Wir definieren zunichst rekursiv weitere s+1 Ilemente wy,wy, ...,w;
aus I folgendermallen.
Wir setzen
0
(77) Wy =
i 0 '
und greifen fiir jedes Paar wy,w; (wo i=0,1,...,,s—1) unter den
gemifl (B;) existierenden Elementen ein Element heraus, welches
i+1 [ £}
wir mit w0, bezeichnen. Dadurch sind die Elemente wy,wi,...,w; in J

definiert und es gilt

i+1 0

(78) @' (204, Uy, W0y ) fir i=0,1,...,5~1.

‘Wir wollen jetzt s Elemente 'Mljj(WO i=1,2,..,sund j=1,2,..,+)
in ¥ dureh Rekursion nach j definieren. Die Elemente ulzl (1=1,2,..,8)
sind bereits definiert, d.h. der Fall j=1 erledigt. Angenommen,
':;)j seien schon fiir 4=1,2,...,s bei einem festen j<r in I definiert.
Die Elemente 'L(Uj+1 tir 4=1,2,...,s definieren wir dann dadurch,
dafl wir fiir jedes Paar @;j, Zr WO i=1,2,...,5 unter den gemif (B,)
existierenden Elementen ein Element herausgreifen und es mit ‘l;)j.;.l

bezeichnen, wodurch

i i
(79) @”(w,-+1,f¢0j,wj+1) fir '27:1,2,...,8 und j=1,2,...,7‘*—~1

richtig wird. Nimmt man in (76) fir die Variablen die gleichbe-
zeichneten oben definierten Elemente aus J, so gilt

§~—1 +1 1 0
[2D" (w1,w1,w1)&

=0 I

r—1 i i 0 2 ]
E @"(ij, Wiy $j+1) *-?-91”(’&01, L2y LgyseryLryWryWpy. . .,'w,.)]
=

1.,

il

s—1 i+1 i 0 s r—1 i i
und da aus (78) und (79) 30" (w1, w1, w1) &> NP (w1, w;,41) folgt,
i=0 =1 =1
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so gilt auch
(8“) 0 12 s
W’ (w1, s, 23, ceey By Wy Wry ooy W),

Tragen wir (77) in (80) ein, so erhalten wir
, 1 2 8
W1y @, W3,y .y Wiy Wiy Wy .., w,),
und daher (da  ay,xs,ws,...,2, ja ganz Dbeliebige Elemente aus <
sind) ist
AT T, S
(ibﬂ)l(E'!/(’)IQI”('”l’ Bay-eeylry Y1,Y 2y -'-7ys)

in I richtig, womit 4 sich als ein durch die Funktion B (21,09 ..., Bn)
erfilllier Zahlausdruck erwiesen hat.

Wir haben also gezeigt, daB aus der Erfiillbarkeit von B die
jenige von A folgt. Da wir frither gezeigt haben, daB, umgekehrt,
aus der Brfiillbarkeit von 4 die Existenz einer durch die Funktion
y(, y) erzeugten ausgezeichneten Ertillung von B folgt, wobei y(z,y)
irgend eine Funktion mit den Eigenschaften a), b) aus Definition 4
ist, 50 ist B ein mit dem Zihlausdruck 4 gleichwertiger »-Ansdruck.

Satz 35 ist also vollstéindig bewiesen.

Da sich jeder Zihlausdruck der Gestalt
(¥) (=) (Bw) D(w, y,2) & (#1) (22) ... () W(@1, 3, ..., )

offenbar in prinexe Normalform mit Prifix der Form (1) (@2)...(20)(Bz)
bzw. der Form (y)(2)(Ew)(w)(2s)...(z,) bringen 1iBt, so ergeben sich
aus Satz 35 sofort folgende zwei Sitze:

Satz 36. Beim Brfillbarkeitsproblem darf man sich auf »-Aus-
driiele im primexer Normalform mit Prific der Form (2,)(@)...(@.)( Be)
d. h. Skolemscher Normalform mit nur einem Seinszeichen, beschrin-
ken, welche auwfer der ausgezeichneten dreistelligen Funktionsvariablen
D nur noch eine einstellige Funktionsvariable enthalten.

Satz 37 Beim Erfullbarkeitsproblem darf man sich auf
x-Ausdriicke in der prinexen Normalform mit Préfiz der Form
(9) (2) (Bx)(21) (22) ... (), A h. Kalmdrscher Normalform ohne voran-
stehende Seinszeichen, beschrinken, welche oufer der ausgezeichneten
dreistelligen Funltionsvariablen @ nur noch eine cinstellige Funk-
tionsvariable enthalten.

.

Aus den Sitzen 35-37 ergeben sich gem#f Satz 25 sofort
folgende drei Sitze:
22%
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Satz 38. Beim Erfillbarkeitsproblem darf man sich awf Zihl-
ausdriicke der Form

(1) (2) (Bo) (By(@,y) & Bola,2)) &(21) (22) .. () W{et, B3 ., )

beschrinken, welche aufer den zwei rweistelligen Funlktionsvariablen
Ry, B, nur moch eine einstellige Funktionsvariable enthalten, wobei
auferdem im quantorenfreien Ausdruck W die Funktionsvariablen
Ry, R, nur an Stellen negativen Vorzeichens vorausgesetzt werden kénnen.

Satz 39. Beim Erfillbarkeitsproblem darf man sich auf Zihl-
ausdriicke in denr prinexen Normalform mit Préifiz der Form
(@1) (2) ... (2a) (B} (Skolemsche Normalform mit nur einem Seins-
zeichen ) beschmnke'n,, welche nur zwei zweistellige und eine einstellige
Funktionsvariable enthalten.

Satz 40. Beim Erfallbarkeitsproblem darf man sich awf Zihl-
ausdriicke in der prinexen Normalform mit Prific der Form
() (2) (Bw) (1) (%2) ... (0) (K almdrsehe Normalform ohne voranstehende
Seinszeichen) beschrinken, welche nur zwei zweistellige und eine ein-
stellige Funktionsvariable enthalten.

Jetzt beweisen wir den

Satz 41. Beim Erfullbarkeitsproblem darf mam sich auf Zihl-
ausdriicke in der pn’inewen Normalform mit Prifiec der Form
(Ey1) (1) (@2) (By2) (23) (%) ... (#2) (K almdrsche Normalform mit nur
einem voranstehenden Seinzeichen) beschrimken, welche nur zwei
zweistellige Funktionsvariable enthalten.

Beweis. Es geniigt wegen Satz 40 nur zu zeigen, daf zu
jedem Zihlausdriick 4 in Kalmérscher Normalform ohne voran-
stehende Seinszeichen, welcher zwei zweistellige Funktionsvariable
Ry, R, und eine einstellige f enthilt, ein gleichwertiger Zihlausdruck B
ebenfalls in der Kalmarschen Normalform, aber mit einem voran-
stehenden Seinszeichen konstruiert werden kann, welcher dafiir nur
die zwei zweistelligen Funktionsvariablen R;,R, enthilt.

Sei  (w2) (ws) (Bewy) (we)s W (@1, Toy @3, ..., 2,) der Zihlausdruck 4,
y eine von den y,®s,...,4, verschiedene gebundene Variable und
B(wy, B2y...;%n3y) der Ausdruck, welcher aus W(w,ws,...,#,) dadureh
entsteht, daB f(#:) durch Ry(z,y) fir 4=1,2,...,n ersetzt wird. Wir
setzen B gleich '
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(By) (@) (03) (Bn) ()i [N Raly, o) —>B (1, @3y ... B y)) & Ra(y, @1)]

und zeigen, daf der Ziblausdruck B, der offenbar die verlangte
Gestalt hat und nur die Funktionsvariablen R, R, enthiilt, mit 4
gleichwertig ist.

Ist 4 erfiillbar, so gibt es einen Individuenbereich I, eine
in J’ definierte, nur Werte aus I’ anzunehmen fihige mathematische
Funktion ¢(@,#;), und drei logische Funktionen Ri,Rj,f, so daB

(81) (’1/0) QI( (¢2,w;;),:vg,w3,...,w,,)

richtig ist. Sei « irgend ein von allen Elementen aus I’ verschie-
dener Gegenstand. Wir erweitern die in J’ definierten logischen
Funktionen Ri,E; und die mathematische Funktion p(a,a,) auf
den Bereich J'+ la}, indem wir

1% Ri(a,s) nur dann falsch setzen, wenn x=gq gilt, wodurch
erreicht wird, daf die Funktion Ri(a,x) den Individuenbereich J’
charakterisiert;

20 Ri(w,a) fir jedes s==a mit f'(x) gleichwertig machen;
3 Ra(w,y) ganz beliebig erweitern;

4% @(x,y) so erweitern, daf diese Funktion nur Wert e aus J’
annimmt, sonst aber beliebig ist.

Aus (81) und der Entstehungsweise von B(@,2s,...,%,; y) aus
(w1, @2y ..yn) folgt gemiB 20 leicht (20)2B (p(22,Bs), B2y s, ..oy Tuj @)
und daraus wegen 1°

(82) (fﬁe) ( \ Rl(“; #o)— B (@(B2, &), B2, @3, ..., T @),
9*_

wobel in (82) die Quantoren schon auf J'-+{a} auszudehnen sind.

Wegen 1° und 4° gilt weiter (o) (@s)Ri(a, @(zs,23)), was mit (82)

zusammen leicht

(83) (wo)s [(_E; Ri(a, wo)—B'(p(w2, 3), B2y B3, -y Bn; 6)) & Bi(a p(@2,23))]
=

ergibt. Aus (83) folgt aber sofort

(@2) (@s) (Fm1) (2o )i [( >’ Iil(a @) —> B (%1, Loy B3y «.ry Lnj @) SRty 1))
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und daraus
n
(By) (w2) (s) (Biy) (o)1 [(;;R;(?/aw(‘)“’%l(ml’m27w37 ey ®n3¥)) &R,I(?/,-’lf'l)],
womit B als ein durch die Funktionen Rj, Ry in I'4{a} erfiillter
Zahlausdruek nachgewiesen ist.
Ist, umgekehrt, der Zahlausdrueck B in einem Individuenbereich
3" erfillbar und sind R{, Ry die ihn erfiillenden Funktionen, so gilt

(By) (w2) (3) (Bwy) (ize)§ [(O‘EQR;(?/"%) =B (1, B, B3y oy T3 Y )) & R (y, 21)]

in J". Daraus folgt daff es in I’ einen Gegenstand b und eine
 cwrt 4o . - .
in 3" definierte Funktion y(@.,#,) gibt, so daB die Formeln:

(84)  (w2) (ws) (we)i (3 127 (D, o) =B ({2, 83), 62, By «.r 13 V),
o=

(85) (=) (3) B (b, (2, 03))

in 3" riehtig sind. Aus (84) folgt weiter, daB

(86) (%‘2) ('733) (mP)g%”(X(mZ; 933); L2y D3y ey B3 b)

in dem durch die Funktion Rj(d,z) charakterisierten Teilbereich J
von 3" gilt, wobei J nicht leer ist, da ja alle Werte, welche die
Funktion g(,,a,;) im nichtleeren Bereich ' annimmt, wegen (85)
zu 3 gehoren. Aus (36) folgt das Bestehen von

(w2) () (Br) (w)s B (&1, T2y @3, ... 605 b)

in 3 und daraus, wenn man die Funktion f'(z) durch die
Festsetzung f"'(z) =R{(»,b) definiert, auch die: Richtigkeit von
(22) (3) (Bvr) (we)y W' (01, B2y @3, ..., %) in T, womit sich A als ein durch
die Funktionen RY,R5,f" in J erfiillter Zihlausdruck erwiesen hat.
Demnach sind die Zihlausdriicke 4,B gleichwertig und Satz 41
vollstindig bewiesen.

Die Sitze 40 und 41 Dbilden Verschiirfungen der Resultate
einer Kalmérschen Arbeit ), welche ich {ibrigens schon im Satze 31
von P, ein wenig verschiirft habe.

) L. Kalmér, Ein Beitrag zum Itnischeidungsproblem, Acta Scient. Math.
Szeged 5 (1932), 8. 222-236.
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Satz 2. Beim Erfiallbarkeitsproblem darf man sich auf Zihl-
ausdricke tn der K almdrschen Normalform mit drei voranstehenden
Seinszeichen beschrimken, die nur eine zweistellige Funktionsvariable
enthalten.

Satz 42 ist eine Verschirfung einer neueren Arbeit von
Kalmar %). In dieser Arbeit zeigt Kalmér, dall man sich beim
Erfiillbarkeitsproblem auf Zihlausdriicke mit Prifix der Form

(87) (L) (Bws) ... (Bey) (Y1) (y2) (E2) (u1) () ... (%)

und einer zweistelligen Funktionsvariable beschrinken darf. Da-
gegen besagt der Satz 42, dall der Spezialfall m=3 bereits aus-
reicht ). Der Kalmarsche Beweis beruht darauf, daf zu jedem Zéhl-
ausdruck A mit Prifix der Form (87) und 1 zweistelligen Funktions-
variablen ein gleichwertiger Zihlausdruck B ebenfalls der Form (87)
aber mit m--! voranstehenden Seinszeichen und dafiir mit einer
einzigen zweistelligen Funktionsvariable konstruiert werden kann.
Geht man bei dieser Konstruktion vom unseren Satz 41 aus, so
kann als A ein Zahlausdruek mit m=1 und =2 angenommen wer-
den. Der gleichwertige Zihlausdruck B enthélt dann nur m-+-1=3
voranstehende Seinszeichen, womit Satz 42 bewiesen ist.

s ist nicht schwer von dem in Satz 35 erhaltenen Ergebnis
zu dem Reduktionssatz von Ackermann (aus der anf Seite 259
zitierten Arbeit) zu iibergehen und dabei diesen auch in Hinsicht
der Anzahl und Stellenzahl der Funktionsvariablen zu verschiirfen.
In der FubBnote 8) der unter %) zitierten Arbeit hat Kalmér nur
auf folgende zwei Verschirfungen des Ackermannschen Resultates
in Hingicht der Anzahl und Stellenzahl der Funktionsvariablen
hingewiesen:

1) Die zweistellige Funktionsvariable F(wz,y), welche der
Beziehung y=x-+1 entspricht, kann entbehrt werden, da sich
die Beziehung y=x-+1 durch die Beziehung y=+2 ausdriicken
1i6t, und somit F(wx,y) gewissermaBen durch die dreistellige, der
Beziehung y=ux-z entsprechende Funktionsvariable G(z,2,y) aus-

) L. Kalmar, Zuriickfiihrung des Hntscheidungsproblems awf den Fall
won Formeln wmit einer einzigen. bindren, Funktionsvariablen, Compos. Math. 4
(1936), 137-144.

s8) Auf die Moglichkeit dieser Verschiivfung des Kalmdrschen Reduktions-
sutzes hat zum ersten Mal Herr A. Lindenbaum in seinem Referat iiber
die Kalmarsche Arbeit, Zbl. fiir Math. 15 (1937), S. 338, hingewiesen.
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gedriickt werden kann (diese Kalmarsche Bemerkung gilt natiir-
lich nur fiir denjenigen Teil der Ackermannschen Behauptung,
welcher die Zuriickfithrung des Erfilllbarkeitsproblems auf Z#hl-
ausdriicke mit Prafixtyp (Bz)(y)(E2)(w)(%s)... (¢,) betrifft, nicht
aber fiir die schirfere Behauptung fiber Zuriickfiithrung auf Zihl-
ausdriicke der Form

(y) (B2) B (y,2) & (Bx) (u) (102) ... (20a) Wy 11, Uy ..oy tn). );

2) Die dreistellige Funktionsvariable H, die der Beziehung
y=a-z entspricht, kann durch eine zweistellige ersetzt werden, da
man in der Ackermannschen Konstruktion statt der Beziehung
y=g-z auch mit der Beziehung y=2a? auskommen kann (diese Kal-
mérsche Bemerkung gilt sowohl fiir die schwichere als auch fiir
die schirfere Behauptung von Ackermann).

In den Sitzen 43 und 44 gebe ich nun weitere Verschi-
fungen des Ackermannschen Reduktionssatzes an, wobei ich u.a.
zeige, daf man sich beim Erfiillbarkeitsproblem ausschlieBlich auf
bindre Z#&hlausdricke in der schiirferen Ackermannschen Form
(¥) (B=)F(y,2) & (Em) (u1) (1) ... (un) W (&, U, Us, ..., u,). Deschrinken kann,

Satz 43. Beim BErfillbarkeitsproblem darf man sich auf Zihl-
ausdriicke in der Ackermannschen Form
(¥) (Be) F(y,2) &(Ew) (1) (w2)... () W(2, s, g,y ..., Un)

beschrinken, die aufer der zweistelligen Fumktionsvariablen B nur
noch eine dreistellige und eine cinstellige Funkiionsvariable enthalten.

Beweis. Es geniigt wegen des Satzes 35 zu zeigen, daB zu
jedem x-Ausdrueck 4 von der Form

(Z/) (z) (E(L') Q)(mayyz)& (.’D1) (m2) (mn)ﬂ(mly P2y . :mﬂ)a

der auBler @ nur noch eine einstellige Funktionsvariable f enthils,
ein gleichwertiger Zdhlausdruck B von der Form

() (E2)F(y,2) & () (ur) (1) ... (%n) (@, Ua, U2, ..., Un)
angegeben werden kann, welcher nur die Funktionsvariablen I o,f
enthélt. Wir fithren folgende Abkiirzungen ein:

B(x,y,2) fir  (F(2,y)&F(y,2)— (2, 2,2));
Cz,y,2u0w)  fix  (O(y,5,2)&F (2 s ) & (y,0)&F(v,0)—>D(w, 2, u));

D(z,y,2upw8) fir (@ (1,9,2)&D(v, 2, w)&F(1,0)&F(y, w)—>D(t,w,2)).
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Wir setzen nun B gleich der Konjunktion der folgenden drei
Ausdriicke:

(B1) (y) (E=)F(y,2),

(B,) (B)(y) (2) (u) (v) (w) (1) [ B2, ¥, 2) &C(w, y, 2, 2,0, ) &
’ &D(x,y,2,u,v,w,t)],

(Bj) (-’171)(072)---(wn)m(%,wz,...,mn).

Der Zihlausdruck B 148t sich offenbar in die verlangte Form
bringen, enthilt nur die Funktionsvariablen F,®,f und ist —
wie wir zeigen werden — mit A4, d.h. mit dem Zihlausdruck
(y) (2) (Hw) P2, y,2) & (1) (22) ... (@) W1, @3,y ..., 1), gleichwertig.

Ist néimlich 4 erfiilllbar, so hat A als ein x-Ausdruck auch
eine durch die Funktion 27'(2y--1) erzeugte ) ausgezeichnete
Erfilllung @',/ im Bereich 3 der natiirlichen Zahlen. Es gelten
dann in 3:

(88) () (2) (Bw) P'(2,,2) & (21) (T2) ... (0n) W (%1, B2y ..o En)y
(89) () () () [D'(2,5,2) ~ (@=2"""-(22+1))].

Wir setzen
(90) Fl(z,y)=(y=2+1)

und zeigen, daf die Funktionen F',®’,f’ den Zihlausdruck B in 3
erfiillen. Da aus (90) sofort (y)(He)F'(y,2) folgt und aus (88) sich
die Richtigkeit von (z1)(@e)... (%)W (w1, 22, ..., %) ergibt, so braucht
nur gezeigt zu werden, dall (B,) durch die Funktionen F’,®,'f
befriedigt wird. Dazu geniigt es aber zu zeigen, daB

() (2) (w) (0) (w) (1) [B'(1,y,2) &E'(1,y,2,u,v,w) &D(1,y,2,%,0,w,1)]

richtig ist, oder — was dasselbe bedeutet — daB:

(91) (y) (2)B'(1,,2),
(92) () (=) (u) (v) (w)C'(1, 9,2, 1,0, w),
(93) (¥) (=) () (v) (w) (£) D'(L,9, 2, uy 0,w,1)

) Man beachte, daB die Funktion 2% '.(2y+ 1) den Bedingungen a), b)
ans Definition 4 geniigh, Das Bestehen von a) ergibt sich etwa so:

25 L (2y+ 1)>2%y>m,y.
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richtig sind. Die Ausdriicke (91), (92) und (93) lauten aber (der
Reihe nach aufgeschrieben):
() (&) (y=2 & z=y+1—>2=3),
() (=) (w) (0) (@) (y =26+ 1 & u=2+1 & v=y+1&
Sw=0v+1 - w=2u-+1),
(1) (2) () (0) (w) () (u=2""" (22 + 1) & v=2u-+1 & v=1+1&
&w=y+1->t=2""(22+1))
und stellen offenbar Identititen dar.
Ist, umgekehrt, der Zdhlausdruck B erfiillbar und B, @* f*
irgend ein Erfiillungssystem von B in einem Individuenbereich J,

50 gibt es in J ein BElement ¢ und eine in J definierte mathemati-
sche Funktion g(x), derart daf die Ausdriicke

W E*(y, (),
() (2) (w) (v) (w) () [B*(a, ¥, 2) &E*(a, y, 2, u,0,0) & D*(at, 4, 2, 1,0, 0, 1)],
(1) (2) .. () WH(1y Doy +eeyBn)
in 3 richtig sind. Wir ordnen jetzt eindeutig jeder Zahl 2 aus 3
ein Element {#} aus J rekursiv durch folgende Fesfsetzungen zu:
=q, o+ 1i=plz)
und definieren in 3 drei logische Funktionen F",®",f"’, wie folgt:
By y)=F*({w},{y}), () =f*({=}).

Diese drei Funktionen bilden cine Erfilllung von B in 3 und
es gelten in 3 — wie leicht einzusehen — sogar die Aussagen:

D" (x,y,2)= ¢*('{‘”}'7 {y) REDE

(94) F" (y,y+1),
(95) (y)(2)(w)(0)(w)(A)[B"(1,9,2)&C" (1,5, 2,%,0,0)&D"(1,y,2,u, 9,w,1)],
(96) (1) (22) v (@) W (@1, oy ooy B

Aus (95) folgt die Richtigkeit der folgenden drei Aussagen:
(97) () (=) (F"(1,y) &F"" (y,2) > D"(2,1,1)),
(98) (¥)(2) () (v) () (D"'(y,1,2) & I (2, ) &

&F"(y,v)&lﬂ”(w,w)—+(l7”(w,].,'u.)),

(99) (W) (2) (40 (0) (00) (1) (9" (1,1, ) & 0" (0,1, 10) &

&' (1,0) &F"'(y, w)—>D""(t, 0, 2)).
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Setzt man in (97) y=2 und 2=3, so ergibt sich sofort
(100) D''(3,1,1),

da ja F''(1,2)&F"(2,3) wegen (94) richtig ist. Wir zeigen jetzt durch
Induktion nach g, dafB fiir jede natiirliche Zahl ¢

(101) ®"(224+1,1,2)

besteht. Fiir 2==1 besteht (101) wegen (100). Angenommen, es gelte
(101) fir irgend: eine Zahl 2, so zeigen wir dasselbe fiir -+ 1. Setzt
nimlich man in (98):

Y =241, w=2-41,

v=y+1,  w=ov+1,

s0 geht day Vorderglied in
D (24-1,1,2) & ' (2,24 1) & F (4, + 1) & F"' (0,04 1)

iiber, way wegen der Induktionsannahme und (94) eine richtige
Aussage darstellt. Das Hinterglied von (98) geht aber, wie leicht zu
berechnen, in @"(2243,1,24+1) iiber, womit, da 2z+8=2(z+1)+1
ist, (101) durch Induktion bewiesen ist.

Wir zeigen jetzt durch Induktion nach y, daB fiir jede natiir-
liche Zahl y und =

(102) @277 (22+1),9,2)
besteht. Tiir y==1 besteht (102) wegen (101). Angenommen, es

gelte (102) fiir irgend eine Zahl y und fiir jede Zahl 2, so zeigen wir
dasselbe fir y-41. Setzt man nidmlich in (99):

u=92"""(2241), p=2u-+1, t=0—1, w=y-+1,
so geht das Vorderglied in
@27 (2e4+1),y,2) & O (2u+1,1 yu) & F (0 —1,0)&F"(y,y+1)

itber, was aber wegen der Induktionsannahme, nach (101) und
(94) eine richtige Aussage darstellt. Das Hinterglied ist also
auch richtig und stellt — wie leicht zu berechnen — die Aussage
@2 (9z4-1),y+1,2) dar, womit (102) durch Induktion bewiesen ist.

Aus (102) folgt sofort die Richtigkeit von (y)(2) (Ez) 9" (%,y,2),
was mit (96) zusammen die Richtigkeit von

() (&) (Fom) D", 97,2) & (1) (12) oo (@) W (X1, Toy ooy )
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ergibt. Damit ist gezeigt, da8 die Funktionen @', f" den Zihlaus-
druck 4 in 3 erfillen. Die Zéhlausdriicke A und B sind also gleich-
wertig und der Satz 43 bewiesen.

Bezeichnet man mit ¢ den Z#&hlausdruck, welcher aus B ent-
steht, indem man fiir @(x,y,2) allenthalben R,(z,y) & Ry(=,2) eingetazt,
8o ist ¢ mit den beiden Zéhlausdriicken 4,B gleichwertig. Es geniigt
natiirlich nur zu zeigen, daf B mit C gleichwertig ist.

Ist der Zihlausdruck B erfiillbar, so hat er — wie bereits
gezeigt — ein solches Erfiillungssystem F/,@’,f im Bereich der
natiirlichen Zahlen, fiir welches (89) gilt. Aus (89) folgt aber leicht
das Bestehen von (z)(y)(2)(w)(v)[D'(%,y,u)&D'(z,v,2)—> D' (%,y,2)],
und daher 148t sich die Funktion ®'(z,y,2) wegen des Satzes 4
aus P, in der Form Ry(z,y)&Riy(x,2) darstellen. Die Funktionen
F',Ri,Rs,f' erfiillen dann offensichtlich den Zahlausdruck € in 3.

Ist umgekehrt der Zihlausdruck ¢ erfiillbar und F*,Ri, Ry, f"
irgend ein Erfillungssystem von ¢ in irgend einem Individuen-
bereich, so erfiillen die Funktionen F'', Ry (z,y) & Ry (z,2),f' offenbar
den Zihlausdruck B in demselben Individuenbereich.

Die Zahlausdriicke B,C sind also tatséichlich gleichwertig.

Da der Zahlausdruck ¢ nur die Funktionsvariablen F,R,, Ry, f
enthilt, die zwei- und einstellig sind, so haben wir auch den

Satz 44. Beim Erfillbarkeitsproblem darf man sich auf bindre
Zihausdriicke in der Ackermannschen Form

() (Be) F(y, 2) & (Br) (un) (we)... (1) V(& Uy Us,y ..y )

beschrinken, die aufer der zweistelligen Funktionsvariablen F nur noch
2wet zweistellige und eine einstellige Funktionsvariable enthalten.

icm

Sur les fonctions indépendantes II.
Par

J. Marcinkiewicz (Wilno).

1. MM. W. Feller?) et !P. Lévy?2) ont trouvé des conditions
nécessaires et suffisantes pour qu’une suite de variables aléatoires
indépendantes satisfasse 4 la loi de grands nombres ou i celle de
Gauss. Les démonstrations des ces résultats importants donneés
par ces deux auteurs sont bien différentes, mais il est trés remar-
quable que, dans chacune d’elles, I'idée principale est la méme pour
la loi de grands nombres et celle de Gauss.

Il me semble que cela s’explique par le fait que ces résultats

sont des conséquences particulidres d'un principe général contenu
dans le théoréme suivant que j’ai démontré dans la premiére partie

de cet ouvrage3):

Théoréme A. Etant donné pour chaque n un systéme de fonctions
ndependantes o1, Tn2, Bnsy ..., pour que les distribuantes des sommes
Dl &ny comvergent vers wune fonetion V. () jouissant d’ume fonction
m

caractéristique entiére, i faut et il suffit que Von ait:

(1.1) Z’|E (X —Ans| 2 Kn)| =0,
1

(1.2) e

0

Vi dt—>/m avis (h=1,2,...)

ol les mombres Ky, K,,... sont des constantes convenables, A,, satis-
font aux indgalités:

]D (Bnp=hn) I>1/2 B (-’vn,wgln,l')|>1/2
t

el wne Somt définis par la condmon

e { Ty lorsque  [Bas| <Ha,
A 1] lorsque  |@n|>Kn,
1 Feller [1], [2].
%) Lévy [1], [2], en particulier p. 107.
3) Cf. ce volume, p. 209.
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