16 W. Sierpinski.

Or, on a l'identité
(6) Aidy... Ay-OBy-OB,y... OB,=
= Ay —[(A1—As) -+ (A1 —As)+ ...+ (A1—Ap) -+ Bi+Bo- ...+ By

et on en conclut d’aprés (b) que (6) est un ensemble de la fa-
mille Dyq.

Ainsi, ¥ est une somme d’un nombre fini d’ensembles de la
famille Dys; c’est done un ensemble de la famille @yypy.

Nous avons ainsi établi que Dgepso C Posps-

Or, on aévidemment @peps C Dpsps. L'égalité (1) est ainsi établie,
¢.q. fd.

On peut évidemment exprimer notre théoréme de la facon
suivante:

La plus petite famille d’ensembles contenant une famille donnéde
D et close par rapport aux opérations ¢ et s est la famille Dgypy.

Comme on sait, on ne peut pas remplacer dans cet énoncé Popé-
ration s par Popération o (la sommation finie ou dénombrable d’en-
sembles), puisqu’il est en défaut p.ex. pour la famille @ de tous les
intervalles rectilignes (car il existe des ensembles mesurables B qui
ne sont pas des Fogs). Or, il régulte tout de suite du théordme
précité de M-elle Piccard (th. II) que Lon peut remplacer dans
notre énonce Uopération s par Vopération X (la sommation finie on
infinie quelconque, méme indénombrable, d’ensembles).

Une construction du plus petit corps ¥ d’ensembles contenant wne
famille donnée @ d’ensembles a été donnée par M. F. Hausdorff dans son livre
Grundziige der Mengenlehre, Leipzig 1914, p.16. M. Hausdorff construit d’abord
le plus petit anneau © d’ensembles contenant & (en appelant anneau toute
famille d’ensembles qui contient la somme et le produit de tout couple d’ensembles
qu'elle contient) et montre ensuite qu'on a ¥= Bgs. Pour la famille @, M. Haus-
dorff donne la formule A=@gs=Dsq, ot Dq désigne la famille de tous les produits
finis d’ensembles de la famille @. Ainsi la formule pour ¥, trouvée par M. Haus-
dortf, est ¥'=dasps=Dsaps. Quant i la relation de la famille @4 aux familles
de la suite @, Dps, Dpsg, ..., on trouve sans peine que @gC Dpse, l'inclusion
DaCPys pouvant &tre en défaut. Or, on peut démontrer que W= Docis.

icm

Sur les familles monotones d’ensembles fermés et leurs
applications 2 la théorie des espaces connexes 1),

Par

Casimir Kuratowski (Warszawa).

Dans tout ce qui suit, D’espace & sera supposé métrique
séparable.

1. Familles monotones d’ensenibles fermés, Une famille
d’ensembles est dite monotone, lorsqu'on a pour chaque couple
4,B de ses éléments soit ACB, soit BCA. Une famille monotone
sera considérée comme ordonnde: nous dirons que 4 précéde B lors-
que ACB et A==B.

D’aprés un théoréme de M. Sierpinski?), dans foute famille
monotone K densembles fermés, chaque élément de F, sauf une
infinité denombrable, est la fermeture de la somme de tous les dléments
qui le précédent et le produit de tous les dléments qui le suivent.

Pour s’en convainere, désignons par R, R.,.. la base de Pespace € et,
par 4* Pensemble formé par la réunion de tous les éléments de F' qui précedent A.
A chaque A tel que A= A* faisons correspondre un indice n(4) satisfaisant i la
condition A:Rnpa)% 0=4%Rnu). 851 A+B+B* on a n(d)+n(B). La famille de
tous les éléments A tels que A+ A% est done dénombrable 3). :

Le cas des éléments qui ne coincident, pas avec le produit des éléments
qui le suivent est analogue.

1) Présenté au III Congrés des Mathématiciens Polonais 3 Varsovie, le
30. IX. 1937.

%) Bull. de PAcad. I'olon. des Sec. 1921, p. 62. Le théoréme de M. Sier-
pitiski contient comme des cas particuliers les théorémes classiques de Baire
sur les familles bien ordonnées d’ensembles fermés (croissants ou décroissants).

3) Nous entendons par dénommout ensemble de puissance <<N,-
Fandamenla Mathematicae, T, XXX, 2
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Théoréme 1. Toute famille monotone I d@ensembles fermeés,
considérée comme ordommée, admet wne partic dense dénombrable,
¢. & d. contient une swite (finie ou infinie) Dy, Dy,... telle qu’a chaque
couple ACB d’éléments distincts extraits de I' correspond un D, tel
que ACD,CB.

Démonstration. On peut admettre que I'espace & est tota-
lement borné (c. & d. que, pour chaque &>0, il est somme dun
nombre fini d’ensembles de diamétre <Cg), car on peut imaginer &€
comme sous-ensemble du cube fondamental de Hilbert. L’espace 28
de tous les sous-ensembles fermés de &, métrisé par la distance
de M. Hausdorff4), est alors séparable®); il en est done de mome
de lensemble F qui contient par conséquent un ensemble dénom-
brable I? dense dans F (toujours dans le sens de la distance de
M. Hausdorff).

80it Dy, Dy, ... la suite composée de tous les fléments de 12
et de tous les éléments qui admettent dans I un élément ,,voisin™
(lensemble de ces derniers étant dénombrable selon le théoréme
de M. Sierpinski). (Pest bien la suite demandée.

Soit, en effet, ACB et A== B. Il s’agit de définir un D, tel
que ACD,CB. Il est donc légitime d’admettre que le couple 4,B
ne constitue pas un saut, ¢.i d. qu’il existe dans & un ¢ pour lequel
on a ACCCB et A4 C+B, Aot dist(4,C)==0==dist(C,B). Soit D,
un élément de D tel que dist(C,D,)<dist(4,C) et dist(,D,)<dist((!,B).
11 vient B D, A, car, dune fagon générale, la double inclusion
XCYCZ implique que

dist (X, ¥)< dist (X, Z) et

On en conclut que ACD,CB, la famille F étant monotone.

dist (Y, Z) < dist (X, Z).

Corollaire 1. I dtant une famille monotone d’ensembles fermes,
on peut munir chagque élément A de F dun indice y tel que 0<{y<1
et que Dinégalité y,<<y, équivale & la relation: A, CAy, A,==A4,,.

En outre, J désignant Vensemble de ces indices, les extrémitéds des
intervalles contigus & J appartiennent & J; si F contient le premier
ou le dernier élément, ces éléments sont munis des indices 0 ou 1
respectivement.

4) 81 ACB, la distance de 4 et B est la borne supéricure des distances

de 2 & A, x parcourant B.
' 5) Voir ma Topologie I, p. 91.
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.(’est une conséquence directe du théoréme de la Théorie gé-
nérale des ensembles ordonnés, d’aprés lequel, F' étant un ensemble
ordonné qui admet une partie dense dénombrable D, il existe une
correspondance ¢ entre F et un sous-ensemble de Iintervalle <0,1>
qui conserve l'ordre des éléments; cette correspondance peut étre
assujettie & la condition supplémentaire énoncée dans le corollaire 8).

La correspondance g en guestion se laisse définir comme suit. Soit dg,dyy.ee
la suite composée de tous les éléments de la partie dense dans F et de tous les
élé,ment_s de F qui admettent un élément voisin. Supposons, ce qui est évidem-
ment légitime, que F contient un premier élément d, et un dernier élément d,.

Posons @ (do)=0, @(di)=1 et @(dn)=1[p (dp)+p(dn], ol (pour n>1)
dr, d; désigne le couple des éléments voisins dans le systéme dy,...,dn_1 tels que
& <=dp<d;. Enfin, pour ae F—D, s0it ¢(a) la borne inférieure des nombres
@ (dn) ot a<dp.

La fonetion ¢ ainsi définie établit la correspondance demandée.

En effet, on démontre par induction pour chaque n que, dj, d; étant deux
éléments voisins dans le systéme do,...,dn—1. il existe un s tel que |p(d)—o(dy)|=1/25.
On conclut de 1a que, si @ (d,)=1i/2™ ol i est impair, on a @ (dr)=(i—1)/2™ et
@ (di)=(i-+1)/2™, I et | ayant le méme sens qu’auparavant.

Soit, u, » un intervalle contign & J. Soit m le plus grand entier tel qu'il
existe dans la suite ¢(d,), p(d,), ... deux nombres de la forme /2™ et (i+ 1);2™
satisfaisant & la condition ¢/2™<u < v<<(i41)/2™. L’un des deux nombres 7 ou i+ 1,
soit ¢, est impair; désignons par # 'indice tel que ®(dn)=1/2™. Il existe par con-
séquent un I<n tel que @(di)=(i+1)/2™ et que dans le systéme do,...,dn, los
éléments dn et d; sont voisins. Nous en concluons que 7/2"=w et (i+ 1)/2™=v.

En effet, s'il n’en est pas ainsi, il existe un ds tel que dn<,ds<dz; s étant
le plus petit indice possible, il vient ¢ (ds)=(2i+ 1)/2™*!. Conformément & la
définition du nombre m, on a - (2i+ ]){/2’"“- “v; mnais ceci contredit I'hypo-
thése que w,v est un intervalle contign.

En employant les notations du cor.1, le théoréme de M. Sier-
pifski s’énonce eomme il suit: abstraction faite d’un ensemble dé-
nombrable d'indices, on @ pour chaque y
(1) 4,=2 4, (2) 4,=[] 4..

2y

u-y

En outre, en considérant 4, eomme fonction de y (dont les

“valeurs sont des sous-ensembles fermés de &), la condition néces-

saire et suffisante pour que cette fonction soit continue du cbté
gauche au point y (. & d. que les conditions limu,=1, w,<y entrai-

8) Voir ma note des Fund. Math. 3 (1921), p. 215.

9%
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i = A,=2> A,, 5 moins que A
nent L1mA =4, 7)) est qu'on ait Ay uZU , v

n’admette un élément qui le précéde immédiatement (ou hien que
y=0). D’une fagon analogue, la continuité dw edté droit s’exprime

par 1égalité Ay_.HA
(Pest une conséquence du fait, que lorsque X;CX,C..., on a
S ¥,=LimX,, et lorsque X;DX,D..., on a [1X,=Lim X,..

On parvient donc en vertu de (1 ) et (2) & la conclugion, que
les points de discontinuité de la fonetion Ay constituent un ensemble

dénombrable.

Corollaire 2. T dtant une famille monotone d’ensembles fermds,
on a pour chaque Yy, abstraction faite dun ensemble dénombrable de
ces indices
(3) Int(4,)=2 Int(4d.) ®).

sy

En effet, la famille des ensembles By= ¢t XA, ttant 11101101,0110

la famille des By tels que By==[ [ By, c.4.d. tels que Int(4y)+ Llnt

u<ly
11 suffit de prouver que, si ¥'<<y et B,, MB!,,
Or cette égalité résulte de la double inclusion

est dénombrable.
on a By=[[B..
u<ly

B, C[IB,C By.
uy

2. Familles stricteinent monotones. Nous dirons qu'une
famille d’ensembles (fermés) est strictement monotome, lorsqu’on
a pour chaque couple A,B de ses éléments soit ACInt(B), soit
BCInt(A4). Les éléments de la famille considérée étant munis d’in-
dices (conformément au cor. 1), la monotonie stricte signifie que
P’inégalité y;<y, entraine linclusion A4, CInt(4,,).

B dtant une famille strictement monotone d’ensembles fermds,
on a pour chaque y, abstraction faite d’un ensemble dénombrable:

(4:) 1]'—[]-14-2—-[] Int ' !
z/y
(5) Ay= ZA,,zlnt(A,,),
u<y

7) La limite d’ensembles est entendue ici dang le sens de la limite topo-

logique. Cf. par. ex. Topologie I, p. 155.
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(6) ’ Int(4 z Int(Ay)=3 Au,
u<y u<ly
(7) R—Ay=[] B—A, =[] (—4.,).
u<ly u<y

La formule (4) résulte de (2) en vertu de Iinclusion
A,CInt(4.)CA4,. La formule (5) est une conséquence de (1); elle
signifie que 4, est un domaine fermé. Les formules (6) et (7),
qui sont équivalentes, résultent de (3) en vertu de Dinclusion
Int(A4,)CA,CInt(4y,).

En combinant les formules (4) et (7), on obtient des formules
pour la frontiére de A, (c. 4 d. pour Pensemble Fr(d,)=4,-&—A4,).
On a ainsi

(8) Fr(d,)=[] Int(4,)—3 4.,
2>y uly
(2) et (7)): il existe deux suites d’indices

Uy <Ag<loo. <Y< . By

ou encore (cf.

telles que

(9) ’7) [—[ [Int zn Aun] =[1 Azn ) é‘@ﬂ“Aun *

3. Rapports aux fonctions continues.

Théoréme 2. Etant donnée une transformation continue y= f(x)
de Despace &€ en un sous-ensemble =f(3C) de Vintervalle 01, la
famille X' des ensembles

f“(Oy)=E[0<f<w)<yJ,

o y parcourt I, est strictement monotone et, pom chaque y qui n’admet
pas d’éléement qui le suit immédiatement, f~ (Oy) est le produit de tous
les élements qui le swivent, c. & d. que

y)=[177"(02),
2>y
la variabilité de z étant restreinte o 7.

Soient, en effet,

Y1<<y» deux éléments de 9.
évidente 0y, C0y,

—y,=Int(0y,) entraine

F7(0y,) Cf ' [Tt (0y,)1CInt[f 7 (0ya)] °).
La famille ¥ est donc strictement monotone.

L’inclusion

®) Lrinelusion §~![Int(B)]C Int [j‘i B)] est valable pour chaque fonction
continue f. L’intérieur lnt(Uy) est entendu par rapport 4 lintervalle 0<<t<I.
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Admettons que y ne soit pas le dernier élément de & et que
parmi les 2>y il n'existe pas de plus petit dans g/ Par conséquent;

9 (0)=[19:(0; Coiv ' (0y)=F"[[13(02)]= Hf“%oz
2y

Théoréme 3. I dtant wne famille strictement monotone den-
sembles fermds munis dindices conformément aw cor.l (et ot A=),
il ewiste une fonction continue f-& valeurs réelles deéfinic sur l’(as;va,(,(’ ao
et telle gwon a, pour chaque indice y<<l,

. —1
ou bien [] A.=fF""(0y),

Zy

(10) Ay=F7"(0y)

swivant que A, admet ou mon un élément qui le swit immédiatement
dans F.
La fonetion f se laisse définir comme il suit: (dr, 4y), (AryAs), ...

désignant la suite des sauts, posons &*=—>[Int(4s,)—4,,] ot
1° pour zedl* '
f(z)=Dborne inférieure des y tels que zed,,
20 pour welnt(4d,,)—A4,,
oz, 4,.)
f(m):?"n"f—(é‘"——'l”n) . 10)‘

o, q,,)+ o[z, — Int(Asn)]

Démonstration. Nous allons démontrer d’abord que la
fonetion f est continue sur &€* Notons a ce but la double impli-
cation évidente :

(11) [fa)<y]—[xedy] —[f()<yl,

valable pour chaque y appartenant & lensemble J des indices.

Or, soit limw,=w, z,e X*, f(z)=¢q et limf(z,)=¢q". 11 §'agit de
démontrer que ¢'=g.

Pour prouver que ¢'>g¢, il'y a deux cas & distinguer, suivant
que ¢ est ’extrémité droite d’un intervalle contigu & J ou non.
Dans le premier cas, on a geJ selon le cor. 1; soit » 'extrémité
gauche de l’intervalle contigu envisagé (on a aussi reJ). Comme @
n’appartient pas & 4., il en est de méme pour x, avec n suffisam-
ment grand; d’ou f(x,)>q et par conséquent ¢'>=gq.

1) Cette formule fournit une interpolation de la fonetion f définie par la
condition 1°; e.2d. que on a f(w)<ry, pour wed s, 1y - f(&) - 8y pourme Inb(d g, )~y
ot f(z)=sy pour xeX — Int(dg, ). .

Ajoutons que, lorsque E=0, on pose ¢(z,H)=

icm
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Soit, dans le cas olt ¢ n’est pas une extrémité droite d’un

intervalle contigu, y,<y,<..., limy,=q et y,eJ. Pour n ﬁxe, on a
xnon-ed, , done, pour % qufﬁsamment gmnd zr,,non -ed,,, dol
f@r)=yn. Il en résulte que ¢'>q. :
La démonstration de I'inégalité ¢'<q . est r),mlog,-\;ue Dans le
cas ou ¢ est I'extrémité gauche d’un intervalle contigu {g,s>, o a,
pour n suffisamment grand, zh,ed,, ear les formules z,¢dC* et
@ynon-e 4, impliquent x,non- eInt(As), tandls que wed,CInt(4,).
Il vient f(z.,)<g et ¢'<q.

Dans le cas contraire, s0it y,>y,>..., limy,=¢ et y,eJ. Pour n
fixe, on a ed,, +1CIntA ys- Done, pour k sufﬁsamment grand,
aped,,, d'olt flo)<y, et ¢'<q.

La continuité de la; fonction f sur &% étant ainsi établie, il
s’agit de prouver que \a'n étant une suite d’éléments extraits de
A Afmn’ convergente vers z, on a f(ax)=1limf(x,). n

Or, il est légitime d’admettre que rp<rp,<..., ’0ll, en posant,
g'=limry,, on a ¢=limf(x,), puisque rmn~<\f(“0~n)gsmngrmn.l.l-
Evidemment, ¢ n’appartient & aueun A,,m ) d’ott f(z)>=¢q'. D’autre

Smy,

part, si ¢'<yed, on a meE_A
par suite f(z)<q'.
Afin d’établir la formule (10), remarquons que l'on a selon (11):

(12) A,CF 7 (0y) y<zed,, f(0y)CA..

CAy, car sy, <q'; done f(z)<y et

$m,,

et, pour

Or, dans le cas 01‘1 y est Dextrémité gauche d’un intervalle

L0y (0y)CA, est une conséquence directe de 1°
. 11 vient,

contigu, l'inclusion 7~
et 20, Dans le cas contraire, posons y=Ilimz,, 2 >#>
selon (12)

ca

[14, HAz,,ch (0z,) C H z,,_1=ZQIAz

2y n=1 n=1

[ ] (()z,,

n=1

et comme (0y)= ona f '(0y) —] ]fvi ()z,, n A..
2y

Conséquences du th. 3.

(13) F7 (0y—y)CInt (4,)C4,Cf (0y),
(14) Fr(Ay)Cf‘i(?/)Czllftz —lg;;Auc[’_lyAzwngnt<Au>,
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(15) st :1] w’admet pas @'élement qui le précéde immédiatement,

“Hoy—y) 21]113 W), 6.ad. fyl)=[]&¥—4,

<y
(16) si y n’admet pas d’elemem votsin et 0<y<<l, on a

Fy)= H B—d[] 4z

2>y
(17)  absiraction faite de R, élemems Ay de F, on a toujours:

A=f0y),  Int(d,)=F(0y—y), —Ay=f (yl—u),

| Fr(dy)=f""(g)=F"(0y—)-F " (y1—y),
(18) si X Ay,=Ao+2Fr(A,), ona Fr(d,)=f '(y) pour Ozky==1.
<1 0<y<1

Afin d’établir (13), posons %= f(m)<y, d’olr Jcey" (0m). Siy ad-
met un élément précédent voisin, on a f— (Ou)CInt(Ay) Si u<v<y
et veJ, il vient f '(0u)CA,CInt(4,). Done f'(0y—y)CInt(4,). Le
reste de la formule (13) est évident.

La formule (14) résulte de (13) et (10):

Fr(Ay)=A,—Int(4,)Cf ' (0y)—f " (0y—y)=F"(y)CF (0y)C 4.
et A,Cf'(0u), Aot A, 7 '(y)=

Pour démontrer (15), posons fle)<u<cy, d’ol zef

( “H0u—u) et
selon (13), welnt(4y), done §f~ (Og/——y)CZInt(A,,).
usy
3).

L’inclusion

inverse résulte de (1 .

La formule (16) résulte de (15) et (10).

D’aprés (4), (6), (10) et (15), on a, abstraction faite de &,
ensembles A,:

Ay=[lA,=f"0y) et Int(4 )=2Tnt(A.,)
>y

uly

Ay E—A,=Int(4,)-0—A4,,

=70y —y)

et, selon (5),

de (17).
Enfin (18) se déduit de (14).
Le théoréme 3 entraine le

Fr(d,)= d’on le reste

Corollaire. Etant donnée wne famille F de sous-ensembles
fermés de &, strictement monotone et telle que chaque élément de cette
famille qui n’admet pas d’élément qui le suit immédiatement est le pro-
dwit de tous les éléments qui le suivent, il existe une fonction continue f
& valeurs réelles définie sur &2 et wnm emsemble J C<O 1> tels que la fa-

mille B coincide avec la famille des ensembles f (Oy), 0t yed.
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Applications aux espaces connexes.

Le N°4 ne contiendra que des applications des énoncés des
NN°1 et 2. Les théorémes du N° 3 seront appliqués dans les NN? 5-7.
& désignera désormais un espace conmere (métrique séparable).

4. Coupures de Vespace. (¢ est dit une coupure (fermée)
de € entre deux points a et b, lorsque 82— se décompose en deux
ensembles ouverts et disjoints dont 1'un contient a et Pautre b:

(19) X—C=M+N, MN=0, acM, beN.

La décomposition (19) n’est pas, en général, déterminde d'une facon uni-
voque: tel est exemple ot & se compose de trois segments ae, be et de n’ayant
que le point ¢ en commun.

Théoréme 4. Soit C une famille de coupures entre a et b, fermées,
connexes et disjointes. Bn faisant correspondre & chaque CeC deun .
ensembles ouverts M(C) et N(O) assujettis aux conditions (19) et en
posant A(C)=M(C)+C, la famille I des ensembles A(C), ou C par-
court C, est strictement monotone.

En outre, si O=D, on a, soit A(D)CM(C), soit A(C)C M (D) ).

Démonstration. Soit =D deux éléments de €. Les en-
sembles M(C) et N(C) étant séparés et D étant un sous-ensemble
connexe de leur somme, I'un d’eux contient D, tandis que l'autre
en est disjoint. Admettons que DCM(C). Nous allons démontrer
que M(D)CM(C).

On a d’abord CCN(D). Car si cette inclusion était en défaut,
on aurait CCM(D) (pour la raison mentionnée tout-i-1’heure).
Or les formules

(20) &=M(C)+ C+N(C) et &=M(D)+D+ND)

entrainent &C=M(C)+M(D)+C+ D-+N(C)-N(D) et comme DCM(C),
Phypothese CCM(D) entrainerait la décomposition de ’espace

&=[M(C)+M(D)]+[N(0)-N(D)]

1) On rapprochera ce théoréme des énoncés qui se trouvent dans la Note
de M. G. T. Whyburn, Non-separated cuttings of connected point sets, Trans.
Amer. Math. Soc. 33 (1931), p. 444 ss. La démonstration du théoréme est une
reproduction d'un raisonnement contenu dans cette Note. Il est 4 remarquer
que hypothése de la connexité des ensembles-éléments de € peut &tre remplacée
(comme le fait M. Whyburn), par ’hypothése moins restrictive, a savoir que
ces éléments ,ne se séparent pas mutuellement”, c. & d. que, quelle que soit la
définition des ensembles ouverts M et N assujettis & la condition (19), lon ait,
80it M D=0, soit ND=0.
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en deux ensembles ouverts, disjoints et non vides (contenant « et b
respectivement), qui est incompatible avec 'hypothése de la con-
nexité de cet espace. ‘ ‘ .

L’inclusion CCN(D) établie, considérons la décomposition (qui
résulte aussi de (20)):
E=M(C)+N(D)-+C+D+N(C)-M(D)=[M(C)+N(D)]+[N(0)- M(D)].

Ces deux sommandes étant ouverts et disjoints et le premier
n’étant pas vide, il vient N(C) M(D)=0, d’ott M(D)CM(O)+
et comme C-M(D)=0 (puisque CCN(D)), il vient finalement
M@oCcumwe). - ,

Il en résulte que A(D)=D+M(D)CM(C)CInt[A(C)], puisque
M(C) est un sous-ensemble ouvert de A(C).

D’une fagon analogue, si lon admet que DCN((I), on en
" déduit que CCM(D) et, par raison de .symétme, que

A(C)CM(D)CInt[A(D)].

Le th.4 étant ainsi établi, on parvient en le rapprochant du
cor.1, p. 18, et en tenant compte du fait que I'inégalité (<=1 en-
traine A(C)+A(D), au suivant

Corollgire 1. Les éléments C de la famille C° peuwvent ftre

munis dindices’ y tels que O0<y<<1 et qu(’ Z’mz(/al@t(* <y entraine
M(C.,)CA(C)CTM(C,). '

Corollaire 2. Abstraction faite dun ensemble deénombrable
_d’eiléments de la famille C, chaque CeC . satisfait aws conditions
suvantes:

(21) Int[A(()]=M(C), doi Fr[A(0)]=C(,
(22) C=Fr[M(C0)]=Fr[N(C)],
(23) il existe deuw suites {D,} et {B,) (lans C telles que
O=[1(D,)-N(B,)= =[14(D,)'®—4(T,),
(24) » M(C) et N(C) est connexe.
Démonstration. En vertu du corollaire pré(édent, on- a

ZTRtLA(C)C (0, CInt A ()],
Siy satisfait & la condition (3), c. & d. si Int[4( (Cy)]=2Int[A(C,)],
usy

il vient Int[4(Cy)]= M(C,), Lol Fr[A(Cy)]=4(C))— Int[A(C,)]=
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La formule (21) établie, on en déduit en vertn de (5) que
=TFr[A(C)]=A4(C)—Int[4(C)]=
=Int[A(C)]—Int[4(C)]=Fr[Int(4(C))]=Fr[M(C)].

(23) résulte de (9) et (21):

Cy=] It A(Da) 1A B) CTT M(D) N CT | 4 D1t =B )=,

puisque selon le corollaire précédent, A(D)CM(D,y-1).

Enfin, comme nous allons voir, (23) entraine (24).

Soit M(C)=M,+M,, deux ensembles ouv erts et disjoints et
aeM;. Il g’agit de prouver que M,=0.

Les ensembles M(C) et N(() étant séparés et & et ( étant
connexes, les ensembles C+M(C) et C+N(C) sont connexes!2).
Pour les mémes raisons les ensembles (+ N(C)+M; et O+ N(C)+M,
sont connexes. Or,’ensemble ('4-N((')-+-M, unissant les points a et b
et H, étant une coupure entre ces points, on a B, -[(+N(()+4-M,]+0.
Comme l'ensemble 4(E,) précéde A(C), il vient E, -N(()=0, done
By Mi==0 et par conséquent E, My=0. Les ensembles M, et
M,+N(C) étant séparés, M,-( est connexe ef, d’aprés 1’égalité
précédente, disjoint de E,. I’inclusion CCN(HE,), qui résulte de (23),
implique done Mp+ CCN(E,), Aot M>C N(E,). D’autre part, selon
le corollaire précédent, M,CA(C)CM(D,), d’ou

M,Cl[M(D,)-N(E)=C

n
et comme C-M,=0, il vient M,=0.

Le corollaire établi, on en déduit que dans chaque famille de
coupures connexes, fermées et disjointes, toute coupure — absiraction
faite @un ensemble dénombrable — coupe Vespace en deux ensembles
connexes dont elle forme la fmntee)e commaune; elle est done une cou-

pure irréductible 32).

12) Iaprés le th. VI, p. 210, du mémoire de M. Knaster et moi Sur les
ensembles conmeres, Fund. Math. 2 (1921).

13) Théoréme établi pour le cas du plan dans ma note des Fund. Math. 6
(1924), p. 145 et pour le cas général par M. G. T. Whyburn dans sa note pré-
citée p. 449, Un cas particulier de ce théoréme,. & savoir que Pensemble des points
qui coupent un espace connexe en plus de deww parties est dénombrable a ébé établi
par M. Zarankiewicz et moi dans le Bull. Amer. Math. Soc. 1927, p. 571.
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En effet, on montre facilement que

(*¥) D1, Pay... €tant une suite de points dense dans Uespace, chaque
coupure de Despace en est une coupure enire un couple pi,p;.

La famille de coupures considérée se décompose par congé-
quent en une suite (dénombrable) de sous-familles C; de coupures
entre p; et p;. Notre énoncé se déduit ainsi des propositions (22)
et (24), Pirréductibilité étant une conséquence du fait que, si les
ensembles M(C) et N(C) sont connexes et C=Tr[M(C)]=TFr[N(()],
le complémentaire de tout vrai sous-ensemble X de C est connexe;
car g étant un point de ('--X, Pensemble M(C)-+-g+ N(C) est
connexe et M(C)+q+N(C)C&—XCM(C)+q+N(0).

En vue des applications ultérieures, nous allons, déduirve & pré-
gent des th.3 et 4 le théoréme suivant:

Théoréme 5. C ctant une famille de coupures entre a ¢t b, fer-
mees, connexes, disjointes et munies dindice conformément aw cor. I
p- 26, il ewiste une tramsformation continue f de Uespace € en Pin-
tervalle 01 (tout entier ), telle que Uon ait f(a)=0, f(b)=1 et que pour
chagque indice y<<1, on ait soit f"l(()y)=A(0y), 501t f“‘(()y)x]ﬁ]A(Oz),

zvy

sutvant que DVindice y admet ou non un indice qui-le swit immédia-
lement. '

Soit, en effet, F* la famille des ensembles A4,=A4(C,) avec
0<y<l1, augmentée des ensembles 4,=(a) et A,=0cv. Considérons
la fonction f définie p. 22. Evidemment f(a)=0 et on a f(b)=1,
§'il n’existe aucun indice qui précéde 1 immédiatement. En dési-
gnant, dans le dernier cas, cet indice par 7, on n’aura qu’a modifier
la définition de la fonetion f sur 1’ensemble ¥-—A4,; on posgery
notamment

oz, 4.) .

Q(m7Af)+'w"'b|

Le th.5 établi, plusieurs propriétés de la clagse € se laissent

. [I n wen par l:l(ﬂlh AT (en 'verti

f@)=r+(1—7)

25 —— ; N ‘ —
(25)  abstraction faite de x, ensembles Cyy on a Cy=f""(y).

icm
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5. Points de coupure. (ongidérons & présent le cas ol
les Sléments de la famille €' se réduisent & des points individuels.

Remarquons d’abord que, si chaque point de & coupe X entre a et b (au-
trement dit, 8’il n’existe aucun vrai sous-ensemble connexe de & unissant a ab),
on a, en assignant & chaque point ¢ différent de a et de b un indice y conformé-
ment au cor.l, p.26, L= (l—l—v_i\_; ¢, +b, ol X=q +§F1‘[‘L(cl )]+ b, puisque

Oy 14 0<y<1 ¥
¢, =T[4 (e))]. Done selon le th. 5 et (18), Pespace X se laisse transformer dune
fagon continue et biunivoque en Pintervalle <0,1>. Si, en particulier, &€ est com-
pact, cette transformation est une homéomorphie, de sorte que X est dans ce
cas un are simple. Nous retrouvons ainsi le théordme de M. Lennes).

Théoréme 6. (& désignant Uensemble des points qui coupent
Despace entre a ct b, il ewiste une transformation continue | de Uespace
en Dintervalle <0,13, dont Vensemble des points de biunivocité 18) au-
gmenté dun  ensemble ddnombrable eonvenablement choisi, coincide
avee O--a-b.

f est motamment la fonction domnée par le th. .

Démonstration. En effet, si p est un point de biunivocite,

cpp . . —
différent de a et de b, il existe un y tel que p=f (y) et Ofy==1.
o 1 -1 .
Par conséquent la formule —p=f (0y—y)+f (y1—y) représente
une décomposition en deux ensembles ouverts dont 1'un contient
a et 'autre b. Done peC.

D’autre part, selon (25), chaque point de C, abstraction faite
dun ensemble dénombrable, est un point de biunivocité de la
fonetion f. -

Le théordéme établi, on en déduit que dans le cas particulier
olt Vespace est compact (donc un continu), Pensemble C est un Gs
augmenté dun ensemble dénombrable *°). '

Car Vensemble des points de biunivocité d’une fonetion con-
tinue sur un espace compact est un Gs. Son complémentaire se
compose, en effet, des points x satisfaisant 4 la condition

Al ’
Slw ') (f2)=F(a):

Ajoutons qu’en vertu de (*) Vensemble de tous les points qui

coupent un continu est un Gs; 1), comme somme d'une suite d’en-

sembles de la forme Gs-+8g.

14) Voir p. ex. F. Hausdorff, Mengenlehre, 3-me éd. p. 220.

18) g est dit point de biunivocité de la fonction f, sil'inégalité »’-+w entraine
') f()- )
18) Théoréme de M. G.T.Whyhurn, Trans. Amer. Math. Soc. 32 (1930), p.151.
17y TIbid.
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D’autre part, sans Uhypothése de compacité, on ne peut pas affirmer que
Pensemble ¢ est borelien. En eftet, ¢ étant un sous-ensemble. frontiére de 1'in-
tervalle ouvert 0<z<C1 et &€ désignant la somme de Uintervalle (fermd) (0,13,
et de tous les segments verticaux d’ordonnées =0 et -l et d’abseisse appar-
tenant & <0,1>—C, Densemble des points qui coupent & entre 0 et 1 coincide

avec C.

Le théoréme suivant de M. G. T. Whyburn!®) est une con-
séquence du cor. 2, p. 26:

Tous les points qui coupent un continw donnd, sauf une infiwitd
dénombrable, sont dordre 2.

En effet, si ¢, satisfait & la condition (23), c¢. ad. si

on a pour # suffisamment grand 6[A(c,,) &€ —A(¢e,,)]="e ot

e[ A(6s,) A () =4 (05, ) T Gy) [ A4 80
CFr[Afe,,) 1+ Fr{A(ey,) = (05,)+ (c,).

Le théoréme suivant de M. Zarankiewicz?) est aussi une conséquence
du cor. 2: :

Zn

Chague famille d’ensembles connexes, disjoints, ne se rédwisant pas & des
points individuels et dont chacun contient un point qui coupe & est dénombrable.

Extrayons, en effet, de chacun de ces ensembles un point qui coupe Pes-
pace. Sans restreindre la généralité (ef. 'énoncé (*) p.28) on pout admottre
que chacun de ces points coupe espace entre les mémos points fixes ¢ eb b. Soit ¢
leur ensemble. Nous les imaginons munis d'indices y conformément auw cor, |
D. 26; l'indice y sera attribué aussi & Pensemble connexe N dont le point
a été extrait.

D’aprés (23), on a, abstraction faite de §, indicoes, (;’y’—'«fllﬂl((lz)'Il}\"'((’u).

zy wy
On a done Sy-M(ez)40 ot comme Fr{M(cz)]=eznon-¢ S, (puisque Ny« Sz==0}, il
vient Sy(CM(cz). Dune fagon analogue, SyCN(c,), d’oi S;,C”M((iz)-I]N(cu)zc,,‘
(s . : zy uy
Sy se réduit donc au point ¢y. )

»

Cy

Le cor. 1, p. 26 implique que, dtant donnde une suile convergenie d’ensembles
connexes disjoints Sn, lo limite de cette suite S=Lim&, contient toul qu plus deux
points qui cowpent Uespace entre les points a et b donnds en avance.

Soit O Iensemble des points qui coupent Pespace entre « ot b, Supposons
que § contienne trois points ey, ¢y ot ¢, do ¢ avec wy<z 11 vient eye M{ey)
et czeN(ey). Done, pour » suffisamment grand, Sp- M{ey) 404 8o N (ey)y A0l cyeSp,
coutrairement & I'’hypothése que les ensembles S, sont disjoints,

.18 Trans. Amer. Math. Soc. 33, p. 447.
19) Fund. Math. 12 (1928), p. 121.
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11 en résulte en vertu de Iénoncé I*), p.28, que § contient un ensemble
(aw plus) dénombrable de points qui coupent Pespace®). Cela conduit 4 la conclu-
sion que Pensemble des points qui coupent wn espace connere me. contient d’autres
continus que des dendrites®); en effet, comme dépourvu des continus de con-
vergence. il ne contient que des continus péaniens et ceux-ci sont des dendrites,
puisqu’aucune courbe simple fermée ne peut étre composée exclusivement de
points qui coupent I’espace 22).

6. Espaces irréductibles entre deux points. Un espace
connexe G est dit irréductible entre les points a et b, lorsqu’il ne con-
tient aucun vrai sous-ensemble connexe et fermé qui unit ces deux
points. On démontre que la famille F des domaines fermés, con-
nexes et contenant le point a est strictement monotone et n’admet
pas de lacunes %), De sorte que Pensemble L des indices des ¢&lé-
ments de la famille F' (augmentée de 1’6lément 0) est un sous-en-
semble fermé de Pintervalle 9=2,0,1> et contient les nombres 0 et 1.

Jonsidérons le cas olt la famille F est indénombrable et repre-
nons la construction développée dans mon mémoire des Fund.
Math. 10, p. 249: soient P la partie parfaite de L et ¢(y) une fonction
continue sur J, non-déeroissante, telle que p(P)=4d et que, sur 1’en-
semble P diminué des extrémités des intervalles contigus, la fone-
tion ¢ est croissante. Soient y(f) et I'(t) le premier et le dernier Y
tel que g(y)=t. En désignant toujours par f la fonction considérée
dans le th. 3, p. 22, et en posant g(z)=gf(z), il vient
gty =[] 4. - [] ¥—A4,.

Iz u ()

In effet, /() n’admettant pas d’6lément qui le suive immsé-
diatement, ni y(t) qui le précéde immédiatement, on a d’aprés (10)
et (15): ‘ '

(A= 10,P0)=El0 < fo) <L),
== "Tp(0), 1= Ey ) <fl)<1)
et, d’autre part,

Elo<fm<ro) Eym<fo)<11=Ehm<fo<ro)=
=Elfw)eo " wl=1"p ')=0g""t),

puisque ¢1(¢) = [y(t) <y <['(1)] en vertu des définitions dey et de "
u . f

20y Cf. ¢, Zarankiewicz, Fund. Math. 9 (1927), p. 139.

#) Théortme de M. Zarankiewicsz, ibid., p. 167.

) Ibid., p. 140.

%) Voir ma note de Fund. Math. 3 (1921), p. 207 et Fund. Math. 10 (1927),
. 249 (8).
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La formule (26) présente la décomposition de <t > en ,tranches®
(& savoir, en ensembles ¢~ () ot 0<t<1), que jai étudiée dans
mon mémoire précité des Fund. Math. 10. Plusieurs propriétés de
cette décomposition se laissent déduire directement de celles des
familles strictement monotones. Ainsi, par exemple, le fait que
toutes les tranches, abstraction faite d’une infinité dénombrable,
sont des tranches de ,cohésion®, e. a d. satisfont & 1’égalité

g (t)=g"(0t—1)-g 7 (t1—),

est une conséquence presque immédiate de la derniére partie de la
formule (17).

7. Courbes réguliéres et rationnelles. Un continu & est
dit courbe régulitre (rationnelle) lorsque chacun de ses points admet
des entourages aussi petit que ’on veut & frontiére finie (dénombrable).
Il résulte aussitot de cette définition que, dans chaque entourage
d’un ensemble fermé F, il existe un ensemble fermé I* & frontidre
finie (dénombrable) tel que FCInt(F*)*). De la on conclub qu'il
existe un ensemble fermé *F & frontidre finie (dénombrable) tel que
*FCInt(F) et que Iinégalité o(z,88—F)>¢ entraine xe*F, & étant
donné en avance. En effet, H désignant un ensemble fermé & fron-
tidre finie (dénombrable), tel que &—FCInt(H) et que la condition
veH entraine o(zw, 8—F)<e, on pose *F=cl—Int(H).

On constate facilement que, si les trois ensembles fermés A CHCB
constituent un systéme strictement monotone, les ensembles *F et ™
peuvent &tre assujettis 4 la condition supplémentaire que lo systéme
AC*PCFC*FCB soit aussi strictement monotone. Enfin, si
Int(F)==0 et F==, on peut assujettir *F et F™* aux mbmes indgalitiés.

A Théoréme *). Toute cowrbe réguliére (ratiommelle) &0 se laisse
transformer en un intervalle & Vaide dune fonction continue | telle
que les y pour lesquels Densemble () est finie (dénombrable) com-
stituent un ensemble dense dans cet intervalle.

Démonstration. Soit F,F,, ... une suite d’ensembles fermés
définie de la fagon suivante: F; désigne un ensemble fermé arbi-
traire & frontiére finie (dénombrable) et tel que Int(F)==0 ot Fy==
les ensembles F,F,,...,F, (k>0) étant supposés différents de 0,
leurs intérieurs non vides et leur famille étant supposée strictement

#) Cf. K. Menger, Kurventheorie, p. 207.
%) Théoréme de M. G.T.Whyburn, Amer. Journ. Math. 55 (1933), p. 131,
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monotone, on définit les ensembles Fyx ..., Fyrts, en posant e=1/k,
Fy=F} et Fp="F,, pour j<38", §'=3"+j et j'=2-3°+j, en

admettant que le systéme F,,...,Fy 41 est strictement monotone et
que Int(F)==0 et F==38 quel que soit i< 3"

Soit F' la famille des ensembles F,, n=1,2,... Le type d’ordre
de I (ordonnée par ’inclugion) est dense, car I'inclusion F,CInt(Fy),
rapprochée de l'inégalité 04=F,,=+=3Y, entraine F,,+F, On peut done
(conformément au cor.l1, p.18) représenter les éléments de F sous
la forme A4, lindice r parcourant les nombres rationnels (binaires).

entre 0 et 1. En vertu des définitions de F* et de *F, on a A=[]As

s>r
et Int(4,)= 2 Int(4,). On en conclut en vertu de (14) que, f
désignant la tmnsformatmn continue considérée dansle th.3 de &
en lintervalle <0,1>, on a

)CI[A; -2 Int(4,)=A,—Int(A;)=TFr(4,),

sxr qer

Fr(d,)Cf

d’olt f_l(r)=Fr(A,) quel que soit 7.
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