Remarques sur les transformations continues
des espaces métriques.

Par
Casimir Kuratowski (Warszawa).

(Extraif d'une lettre adressée 3 M. F. Hausdorff).

Voici quelques remarques concernant les résultats contenus
dans votre Note ,Erweiterung einer stetigen Abbildung®, parue
dans ce volume.

1. Soit f une transformation continue d’un espace méirique &2
en un espace metrique 9. Désignons par £ un espace lindaire (vec-
toriel mormé) contenant topologiquement &C (p.ew. Vespace des fone-
tions continues & valeurs réelles définies sur & 1)) et par & Despace
des nombres réels. A chaque sous-ensemble fermé F de &2 correspond
alors wne transformation continue g de &€ en wun sous-ensemble du
produst cartésien YX EX L qui coincide avec f sur F et qui est une
homéomorphie sur SC—F.

A savoir, g est la fonction définie pour chaque zed par

légalité
9(@)=[f(x), 6(x),2-5(z)],
6(x) désignant la distance du point # 4 I’ensemble ¥, 9 étant iden-

tifié avee 1',axe“
ensembple de 2.

Démonstration. On a d’abord, pour wel, Pégalité d(z)=
d’ou g(w)=[f(x),0,0]. Puis, la fonc’rlon g est bmmvoquc sur a9~F
car la condition ¢(z)=g(z’) entraine les égalités S(w)=25(z') et
2-6(x)=a"-6(z') et, comme (z)==0 pour 2 el—F, il vient w=n".

1) Voir ma note des Fund. Math. 25 (1935), p. 543.

IX0x0 et & étant considéré comme sous-

icm
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Enfin, la fonction ¢ est une homéomorphie sur &—F. En effet,
la condition limg(x,)=g(x) entraine

Lim d(z,) = 6(x) et limy&,,- 6(2,) = - 6(2).

En supposant que g(x)eg(C—F), on a &(x)=0, d’olt §(x,)==0 pour
n suffisamment grand et par conséquent

im,-6(x,)
lim 6(z,)

Ba-O(&n)
6(an)

—_—

limz,=1im

2. De la résulte facilement un cas particulier de votre théo-
réme, 4 savoir:

Soit f, une transformation coniinue @’un sous-ensemble fermé F
de Vespace méirigue & en Despace méirique séparable =7 (F).
' désignant Vespace de Hilbert, il existe une transformation continue
de Vespace &2 tout entier em un sous-ensemble dw produit cartésien
X EXL qui coincide avee fo, sur F et qui est ume homéomorphie
sur SC—F.

En effet, en considérant § comme sous-ensemble de & et en
désignant par f une extension continue de la fonetion f, (telle que
f(¥YC), on définit ¢ comme auparavant.

Bien entendu, au lieu de supposer que lespace § est sépa-
rable, on peut admettre qu'il en est ainsi de ’espace 3, puisqu’une
image continue d’un espace métrique séparable est toujours séparable.

3. Lie cas particulier ot la fonction f, est constante sur F
se préte 4 des applications fréquentes. Il signifie que, étant donné
dans un espace &€ un sous-ensemble fermé F, on peut réduire F en
wn seul point par une transformation continue qui est une homeo-
morphié sur C—F. En supposant I’espace & séparable, on obtient
dn‘eetement ce théoréme par la méthode des décompositions semi-
continues: & étant supposé immergé dans ’espace compact 7 de
Hilbert, la décomposition de % en points individuels de Z/—F et
en F (oit F désigne la fermeture de F' dans &) est semi-continue;
il existe par conséquent une fonction continue g définie sur 2, con-
stante sur F et biunivoque sur §—F; comme F.%=F, la fonction g
transforme A2 de la facon demandée.
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