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Erstes Korollar. In einem Hausdo rffsrchm Rowm ist der

zweite Satz vow Herrn Veress dem Durchschnitissate vom Cantor

dquivalent.

Denn in einem Hausdorffschen Raum, sind der Cantorsche
und der Borelsche Satz miteinander dquivalent ).

Zweites Korollar. In dem n-dimensionalen euklidischen
Raum ist der zweite Satez von Herrn Veress ohne das Auswahlaziom
beweisbar.

Dies folgt aus dem ersten Korollar und der bekannten Tat-
sache, daB im n-dimensionalen euklidischen Raum der Durchschnitts-
satz von Cantor ohne das Auswahlaxiom beweisbar ist 42).

Drittes Korollar. Wie wir schon oben bemerkt haben,
lassen sich viele Sétze der reellen Funktionentheorie (wie z. B. die
gleichmifige Stetigkeit einer Funktion, die auf einer kompakten
abgeschlossenen Menge stetig definiert ist, u.s.w.) aus dem zweiten
Satz von Herrn Veress ableiten. Nach dem Obigen sind also diese
Séitze im n-dimensionalen euklidischen Rauwm ohne das Auswahlaziom
beweisbar.

Viertes Korollar. Die gleichmafige Stetigkeit einer Funktion,
die auf einer kompakien abgeschlossenen Menge iberall stetig ist,
folgt aus dem Borelschen Theorem (d.h. man benétigt nicht das
Borel-Lebesguesche Theorem).

Bemerkung. Es folgt aus dem Zermeloschen Axiom oder
auch aus dem V-Postulat, daf eine Aussagenfolge, fiir die die For-
derung (IT) des ersten Satzes von Herrn Veress erfillt ist, auf einer
kompakten abgeschlossenen Menge eines Hausdorffschen Raumes
auch stetig ist.

H) Dies ist ein spezieller Fall eines von Herrn S. Saks, Sur Végquiva-
lence de deux théorémes de la théorie des ensembles, Fund. Math. 2 (1921), p. 1-3,
bewiesenen Satzes.

12) 'W. Sierpifski, Un théoréme sur les ensembles fermés, Bull. Ac. des Sc.
Cracovie (1918), p. 49-51.
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Sur les superpositions des automorphies continues
d’'un intervalle fermé.
Par
V. Knichal (Praha).

Soit ¢ I'ensemble de toutes les fonections f(z) croissantes et
continues, définies dans lintervalle fermé I=<{0,1> et telles que
f(0)=0, f)=1.

MM. J. Schreier et S. Ulam?) ont démontré qu'il existe
cing fonctions @, @,, ¢, @, ¢5¢C jouissant de la propriété suivante:

Quelle que soient la fonction feC et e 0, il eviste une fonciion ¢
qui est ume superposition finie des fonctions @,,...,¢; et telle que

lf(@)—o(@)|<e  pour mel.

Dans ce théoréme, on peut remplacer les mots ,.cinq fonctions®
par les mots ,deux fonctions“; on peut énoncer méme le suivant

Théoréme 1. Il ewviste deux fonctions «p,y)eC jouissant de
la propriété suivantie:

Quelle que soient la fomction feC et e>0 il ewiste deuw emzers
positifs n,m tels que

1) @) — "™ (@) <e

La démonstration de ce théoréme sera basée sur le lemme
qui suit. C

pour wxel.

) Uber topologische Abbildungen der eulklidischen Sphéren, Fund. Math. 23
(1934), p. 102.
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Lemme. Il existe deun fonctions @,peC jowissant de la pro-
priété suivante:
Btant donmds deux systémes finis de
(& nombre dgal d’éléments),
V< <t <<... <ar<1,

0<<bi<by<<...<b, <1,

nombres rationnels

(2)

il existe deux entiers positifs m et m tels que
ai____,wn (Pm(bz)
Démonstration. On dira que la fonction yeC jouit de la
propriété (P), si y(#)>=z, pour 0<z<l. On a
{3) lim y(z)=1

n—»co .
pour 0 <z <1 et pour toutes les fonetions y(x) jouissant de la pro-
priété (P). En effet, la suite y*(x) est croissante, donc convergente.
Si I'on avait 0<lim y*(z)=p<1, on aurait aussi
2(B)=7 (lim x"(w))=lim x"+!(2)=F,
¢e qui est en contradiction avee la p'ropriét‘é (P) de g(®).
Posons ¢(z)=a? pour zel et soit {C'} la suite de tous les
systémes finis de nombres rationnels choisis dans I'intervalle ouvert

{0,1). Ordonnons en une suite tous les couples (C', C*%), ou r,s sont
des entiers positifs et €', C° contiennent le méme nombre d’élements:

(4) (4%, BY), (4% B%), (4%, B%),...
Nous allons construire par induction une suite {e; de nom-

bres réels, une suite {y, de fonctions de C et deux suites {n}, {m:
de nombres entiers positifs qui satisfont aux conditions:

pour =1,2,...,7.

L. a0y >0y >> >0,
2. <12
W w<d” ;—0,1,2
0 = Ay oes

4.y, jouit de la propriété (P) | pour +=0,1,2,
5. 1/’1-;-1(50):%(90) pour ai<m<1 I
62). Mi( B> q. _

"B i l pour i=1,2,3,_"

7. ylig™(B)=A" |

2) 4, B étant deux systdmes de nombres réels, A< B signifie que les con-
ditions aeAd et beB entrainent a<b. La signification de a<<B est tout & fait
analogue.
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~ Posons (conformément aux conditions 1-7) yyw)=)z et choi-
sissons un ¢, tel qu’on ait 0<a,<<i et ay<<A'. Les éléments:

a

0903 &y PYoroooaWis Mgy Myyym,

1

étant choisis conformément aux conditions 1—7 , définissons

iprr Vg Nypqy My

comme il suit.

, Soi::) Mi+1 un entier positif et suffisamment grand pouf
qu’on ai

(8) 0<D™ =™ H1(BH) <.
Choisissons un a.q tel qu’on ait

(6) 0 <aip1<Min(1/272 472, DY) -

et’un entier positif n,4 tel qu'on ait (voir (3))

(1) B=yH(a)> A"

On a d’aprés (6), (8), la condition 3 pour a; et (7)'
(8) O<ai+1<Di+1<a1<Ai+l<ﬂ<1.

Il existe évidemment (voir (7) et (8)) une fonction reC
telle que:. ,

(9) (D=4,

(10) @)=y+i(z)  pour a<a<l

(les systémes D' et A" contenant le méme nombre d’6léments).
Posons enfin %) :

(11) Yo@)=x"yz(®)  pour O<w<L.

On a évidemment g, e0. Il faut démontrer que les condi-
tions 1-7 sont valables aussi pour les éléments m a4, %, ¥, 4.
Les conditions 1-3 le sont évidemment (voir (6)). On a v, x(x)>y(»)
pour 0<z<1, car y, jouit de la propriété (P) et 0<y(z)<Ll..
La fonction x~!(x) étant croissante, on a ‘ '

2y a(@) >y ) =n pour 0<w<l;

8) y—1 gignifie la fonction inverse par rapport & yx.
Fundamenta Mathematicae. T. XXXI. 6
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La fonetion v, , satisfait done & la condition 4, d’out
| 6 <p,,@)<l  pour a<a<l,
done selon (10) et (11) pour m<a<<l:
tantot (@) =yy[+(a)=y; "Ha),
tantot o, x(@)=xv,,,(@)=y; 'y, (2),

de sorte que l'on a y(x)=y,,(#) en accord avec la condition 5.
La condition 6 est évidemment satisfaite d’aprés (5) et (6).
Enfin, on a d’aprés (11), (9), (8) et (10) :
YD )= g Ty (D) = T AT = T A =4
¢. & d. la condition 7.
La suite (@), y,(@), p,(®),... est, d’apreés les conditions 1, 2 et 5
convergente pour 0<{a<<1l. Posons donc .

p(z)=limy (o).
[aas
On a évidemment
(12) po)=vp(®) pour a<o<l.
Les conditions 7, 6, (12) et la propriété (P) de v, entrainent
(13) At=ylig™i(BY)=yMig™i(BY).

Il est facile de voir que weC. En effet, la continuité de la ‘
fonction y(2) au point =0 résulte mmédlatement de (13) et du
fait qu’il existe pour tout ¢>0 un nombre naturel i tel que A'<e.

Démonstration du théo'réme 1. Soient feC, ¢>0 et r un
entier positif tel que:

(14) 01, o<’ <1, o —a'| <1 /r

entraine [f(z)—f(z")|<se/4.
Posons bi=ifr pour i=0,1,2,...,r et b_;=0, et choisissons les
nombres rationels a; de ma,mére qu’ on ait

(15) 0=ao=F(bo) <ar<f(b1) <aa<f(bs) <... <ar=f(b;) =1.

11 existe en vertu du lemme deux entiers positifs n et m tels
que P’on a, en posant x(z)=y" ™(x),

(16) #b)=a;  pour i=0,1,...,r
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Alors, pour b <<e<bh; (ou 4=1,2,..,r), on peut raisonner
comme il suit (voir (14), (15) et (16)):
() —1(b))| <e/4,
1(20) — (00| =f(5:) — @ [ f(b:) —(bi1)| <e/4,
|2(b:) — ()| <o — a1 | <<[F(B) —F(bi—2)| <2e/4,
done |f(x)—y(z)|<e, c.q.f.d.

Théoréme 2. Dans le théoréme 1, on me peut pas remplacer
les mots ,deux fonctions par les mots ,une fonction®.

Pour la démonstration, il suffit de remarquer que la suite
{p"(w)} est convergente, quel que soient xel et geC.
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