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Der Aussagenkalkiil und die Topologie.
Von
Alfred Tarski (Warszawa).

In dieser Arbeit mochte ich auf gewisse formale Verkniipfungen
zwischen dem Aussagenkalkiil und der Topologie (sowie einigen
anderen mathematischen Theorien) hinweisen. Es handelt sich in
erster Linie um eine topologische Deutung zweier Systeme des Aus-
sagenkalkiils, ndmlich des iiblichen (zweiwertigen) und des intuitio-
nistischen (Brouwer-Heytingschen) Systems: jeder Aussage 2
des Aussagenkalkiils wird eine Aussage 9, der Topologie in der
Weise eineindeutig zugeordnet, da8 % dann und nur dann im zwei-
wertigen Kalkiil beweisbar ist, wenn U, in jedem topologischen
Raum gilt; eine analoge Ubersetzungsvorschrift wird auch fiir
den intuitionistischen Kalkiil gegeben. Es scheint mir, dafl die vor-
liegenden Betrachtungen nicht nir vom rein formalen Gesichtspunkst
aus ein gewisses Interesse bieten, sondern auch die inhaltliche Be-
ziehung zwischen den beiden Systemen des Aussagenkalkiils und
die ihnen zugrundeliegenden Intuitionen in interessanter Weise
beleuchten. o !

Um etwaige MiBverstindnisse zu vermeiden, mochte ich aus-
driicklich bemerken, daB ich mich nicht bemitht habe, die ver-
wendeten SchluBweisen den Forderungen der intuitionistischen Logik
anzupassen. 1) %) '

§1. Der zweiwertige und der intuitionistische Aus-
sagenkalkiil. Als Aussagenkalkiil wird bekanntlich der ele-
mentarste Teil der mathematischen Logik bezeichnet. In den Awus-
driicken des Aussagenkalkills kommt nur eine Art von Variablen
vor, nimlich die sog. Aussagenvariablen, die ganze Aussagen
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vertreten. Als Aussagevariablen verwenden wir die Buchstaben
X X%, Z%... Neben den Variablen treten im Aussagenkalkil vier
Konstanten auf: das Implikationszeichen ,— das Disjunk-
tionszeichen ,\V* das Konjunktionszeichen ,A*“ und das
Negationszeichen ,~“ (die fiinfte Konstante, das Aquivalenz-
zeichen , <, wird hier nicht beriicksichtigt).

Beliebige Ausdriicke, die aus den Aussagevariablen, den vier
genannten Konstanten und etwa den Klammern zusammengesetzt
sind, werden mit den Buchstaben %% ,,B%, ,C%... bezeichnet.
Es wird angenommen, daf die Aussagevariablen in eine (unendliche)
Folge mit voneinander verschiedenen Gliedern i, Bs,...,Bn,... ge-
ordnet sind. Die Symbole ,A—B, AV B“ und ,AAB*“ bezeichnen
beziehungsweise die Implikation, die Disjunktion und die Kon-
junktion von % und B, also die zusammengesetzten Ausdriicke,
die dadurch entstehen, daB % und B dvrch die entsprechenden Kon-
stanten ,—“, ,V“ oder ,A“ verbunden werden; ganz analog be-
zeichnen wir mit ,~%“ die Negation von A3).

Neben den soeben aufgezidhlten Zeichen werden wir uns der
iiblichen mengentheoretischen Symbolik bedienen.

Alle Augdriicke des Aussagenkalkiils, mit denen wir weiterhin
zu tun haben, gehoren zu den sog. Aussagen:

Definition 1.1. Bin Ausdruck W heifft Aussage (oder Awus-
sagefunktion oder auch sinmvolle Formel), wenn W 2u jedem
System gehort, das » '

(i) unter seinen Blementen alle Aussagevariablen enthilt,

(ii) in Bezug auf die Operationen der Implikations-, Disjunk-
tions-, Konjunktions- und Negationsbildung abgeschlossen ist;

m. a. W. das System aller Aussagen ist das Fleinste System, das die
Eigenschaften (i) und (ii) hat.

Wir wollen nun im System der Aussagen zwei Teilgysteme
auszeichnen: die beweisbaren Aussagen des zweiwertigen Kalkiils
und die des intuitionistischen.

Definition 1.2. Die Aussage W wird Awiom des zweiwer-
tigen, bew. des imtuitionistischen, Kalkills genannt, wenn es
Awussagen B,C und D gibt, so dap W eine der folgenden Formeln (i) — (x),
baw. (i)—(ix) wnd (xi), erjullt
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(i) A=B—(C—~B),

(i) A=[B—(C—D)]>[(B—>C)—

(iii) A=B—->(BVE),
)

(SE”*«'D)]!

(iv

) A=C—(BVC),
(V) U=(B—>D)>{E~>D)~>[(BVE)—>D]},

(Vl 91:1(523/\@)——)23’

)
(vii) A=(BAE)—C,

(viii) U=(D—->B)=>{(D->C)—>[D—>(BAC)],
(ix) AU=~B—>(B—0),

(x) A=(~B—>B)—>B,

(xi) AU=(B>~B)>~B4).

Definition 1.3. Sind U, B und € drei Aussagen und ist U=B->C,
so wird € als das Resultat der Abtrennung der Aussage B von
der Awussage W bezeichnet.

Definition 1.4. Das System @R der im zweiwertigen Kal-
kil beweisbaren Aussagen, bew. das System JR der im intu-
itionistischen Kalkil beweisbaren Aussagen, ist das kleinste
System von Aussagen, das unter seinen Elementen alle Axiome des
zwetwertigen, bzw. des intuitionistischen, Kalkiils enthdlt und in Bezug
auf die Operation der Abirennung abgeschlossen ist®).

Aus diesen Definitionen lassen sich bekanntlich folgende zwei
Sitze ableiten:

Satz 1.5. 3RCQZN (aber nicht umgekehrt: ist z. B. B eine Aus-
sagevariable, so gehoren BV ~B und ~BV ~~B 2u R, aber
nicht zu IK).

Satz 1.6. Fir jede Aussage U sind f'olgemle Bedingungen dqui-
valent: (1) Ae@R, (i) »~AeBR, (iii) »~AeIKR ).

Bei einer exakten Begriindung dieser (sowie aller weiter
unten angegebenen) S#itze mufBl man sich freilich nicht nur auf
die betreffenden Definitionen, sondern auch auf ein geeignetes
Axiomensystem des ,Meta-aussagenkalkiils“ stlitzen; es wire
jedoch tiiberflifig, ein derartiges Amomensyatem hier explizite
anzufiihren 7).
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§ 2. Die Matrizenmethode. Die Definitionen in § 1 liefern
kein Kriterium, das in jedem einzelnen Fall zu entscheiden erlauben
wiirde, ob die gegebene Aussage U im zweiwertigen bzw. im intui-
tionistischen Aussagenkalkiil beweisbar ist oder nicht. Ein derartiges
Kriterium wird uns erst durch die sog. Matrizenmethode zur
Verfilgung gestellt 8). _ h v

Definition 2.1. Bs seien gegeben: ein System W von belichigen
'Dingen, ein Element A e W, drei bindre Operationen »>, VYV und A, sowie
eine unindre Operation ~ . Bs wird angenommen, daff W in Bezug auf
alle diese Operationen abgeschlossen ist und daf dabei folgendes gilt:

ist YelW und A»mY=A4, so Y=A.

Unier diesen Vorausseteungen wird das geordnete Sextupel
M=[, 4,»,, \, ~] eine (normale logische) Matrin genannt.

Bemerkung 2.2. Ist M=[ W, 4,»,V, A, ~] eine Matrix, so
werden manchmal W als Wertsystem, 4 als ausgezeichnetes
Element und »,V", A, ~ als Grundoperationen(erste, zweite
usw.) von M bezeichnet.

Definition 2.3. Zwei Matrizen My=[ W, A, », V1, Aay ~4]
und My=[ Wy, Ay, 9>, Yoy Ny ~3] heifen isomorph, wenn es eine
Funktion F gibt, die W, auf W, eincindeutig abbildet und dabei
" folgende Formeln erfillt: F(4,) =4, F(X»Y)=F(X)m»,F(Y),
FXV,Y)=F(X)V,F(X), FX NY)=FX) )\ F(Y) und
F(~y X) = ~,F(X) fir belicbige X,YeW,.

Korollar 2.4. Jede Matriz M ist zu sich selbst isomorph; ist
M, zu M, isomorph, so auch My zu My; ist M, 2u My, und M, 2u M,
isomorph, so auch M; zu Ms. [Nach 2.3]

Definition 2.5. M=[W, Ad,», V', A, ~] sei eine Matriz
wnd N eine Aussage. Mittels folgender Formeln wird (durch Rekurrenz)
eine Funktion Fywm .definiert, die jeder unendlichen Folge von Ele-
menten Xiy...,Xny...e W ein Element Fym(X1,..., Xn,...)e W zuordnet:

(i) Fam(Xiy.oy Xpy.ol)=X,, wenn U=W,, (p=1,2,...);

(i) Fo,m( X1y Xnyoor)=Fo,m(X1y ooy Xny.o.) 9 Fom( Xy oy Xy oon)s
wenn N=B—->C (B und € beliebige Aussagen );

(iil), (iv) analog fir die Operationen ' und \/, bew. A, und A;

(V) Fuwm(Xyyoy Xnyoo) =~ Fum(X1yy Xny...), wenn A=~B
(B eine beliebige Aussage).

Wir sagen, die Aussage W erfille die Matriz M, in Zeichen:
We € (M), wenn Foum(Xi,..., Xny...)=A fiirbeliebige Xyy..., Xny...c W?).
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Bemerkung 2.6. Man sagt manchmal, da8 eine Matrix M
fiir das Aussagensystem & adidquat ist, wenn GM)=E.

Korollar 2.7. Sind die Matrizen M, und My isomorph, so st
E(M,)=E(M,). [Nach 2.1, 2.3, 2.5]

Definition 2.8. Sind M=[W, A4, », V', A, ~] und
M =[W, A, », YV, N\, ~] 2wei Matrizen und ist W,CW, so heiflt
M, cine Submatriz von M.

Korollar 2.9. Ist M eine beliebige Matriz und M, eine Sub-
matriz von M, so ist EMCEM,). [Nach 2.1, 2.5, 2.8]

Definition 2.10. Mit ZK bazeichnen wir das geordnete
Sestupel [W,1,m, V', A, ~1, wo W={0,1}, z»y=l—s+ay,
aNy=a-+y—y, sly=ay und ~z=L—a fir beliebige z,yecW.

Es gilt bekanntlich

Satz 2.11. ZK ist eine Matriz und EZK)=83R ).

Im Gegensatz zu @R gibt es fiir das System. IR keine adiquate
Matrix mit einem endlichen Wertsystem 11). Man kann hingegen eine
unendliche Folge von Matrizen IKy,...,1Ky,... mit endlichen Wert-

systemen angeben, derart daf H C(IK,)=8R. . Wir wollen nun
n=1 .-
die Konstruktion dieser Folge beschreiben '2).
Definition 2.12. Es sei M=[ W,B, »,', A, ~] eine Matriz
und A ein beliebiges Ding, das nicht zu W gehdrt. Wir setzen:

(i) W*=W4{4);
(i) X»*Y=X»Y, wenn X,YeW und X»Y=+B; Xn*¥=A,
wenn X,YeW und X»>Y=B; X»*A=A fir XeW*; Am*Y=Y
fiir AeW™;
(iii) XV*Y=XVY fir X,YeW; ZNV*A=AN*Z=A fir
ZeW*;
(iv) XN*Y=XAY fir X,YeW; ZN*A=AN*Z=Z fir
ZeW*;
(v) ~*X=~X, wenn XeW und ~X=B; ~*X=A, wenn
XeW und ~X=B; ~*A=~B.

Das geordnete Sewtupel [ W*, A, m*, "\, MNF ~*] wird mit M*
bezeichnet.
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Bemerkung 2.13. Die soeben definierte Operation mit Matrizen
ist nicht eindeutig, da ihr Ergebnis von der Wahl des Elements 4
abhiingt; dieser Umstand stort in den weiteren Uberlegungen ingo-
fern nicht, als alle Matrizen, die aus der gegebenen Matrix M mittels
der Operation * gewonnen werden konnen, zueinander isomorph
sind. Man kann tibrigens die Mehrdeutigkeit von ,M** dadurch
vermeiden, daf man eine mengentheoretische Funktion ¥ kon-
struiert, die jedem System W ein Ding F(W)mnoneW zuordnet,
und dann in 2.12 ,4“ durch ,F(W)“ ersetzt (von gewissen Schwie-
rigkeiten, die dabei im Zusammenhang mit der logischen Typen-
theorie entstehen konnen, wird hier abgesehen).

Korollar 2.14. Ist M eine Matriz, so ist auch WM* eine Matriz
und es gilt €M*)CEM); sind die Mairizen My und My isomorph,
so sind auch MY und ME isomorph. [Nach 2.1, 2.3, 2.5, 2.12]

Definition 2.15. Hs sei n eine natirliche Zahl und
M=[W,4,»,V, \,~]1 eine Matriz. Wir setzen:

(i) W"=dem System der geordneien n-tupel [Xj,...,Xn] mit
Xl,...,Xnem

(i) A"=[Xy,...,Xn), wo Xi=..=2X,=4;

(i) [X1yy Xn] 97 [ Yy, ¥l = [ Xy 9> Taporsy X o> ¥ fiir
Xy Xy Y1yeery Y W

(iv), (v) analog fiir V" und A;
(vi) ~* [y Xl =[ ~ Xyyoooy ~ Xu]  fiir  Xyyoy XneW.

[ A" " Y N ~" wird n-te Potenz der Matria
M genannt und mit M" bezeichnet.

Korollar 2.16. Ist n eine natirliche Zahl und M eine Maitriz,
so ist auch M eine Matriz wnd es gilt EM)=€M); sind die
Mairizen My und My isomorph, so sind auch M und Mz isomorph.

[Nach 2.1, 2.3, 2.5, 2.15]

Definition2.17. IKi=ZK, VK1 =((1K)")* fiir jedes natirliche n.
Auf Grund dieser Definition kann man folgenden Satz beweisen:
Satz 2.18. Damit AeGR, ist notwendig und hinreichend, daf

Ue€(IK,) fir jedes matinliche n; m. a. W, ] €ik)=sg =

n=]
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Bemerkung 2.19. Bs ist eine Verschirfung dieses Satzes
bekannt: jeder Aussage U kann eine bestimmte natiirliche Zahl
zugeordnet werden (die ausschlieBlich von der Struktur dieser
Aussage abhiingt), so daf die Formeln: WAeE(IK,) und AR
dquivalent sind 12), A

Das am Anfang dieses Paragraphen erwihnte Entscheidbarkeits-
kriterium wird durch 2.11 fiir das System §® und durch die eben
angedeutete Verschirfung von 2.18 fiir das System IR geliefert 13).

§ 3. Topologische Riiume %). Wir bringen einige bekannte
topologische Begriffe in Erinnerung:

Definition 3.1. Hine nicht-leere Menge R heift topologischer
Raum (mit der Grundoperation™ ), wenn folgende Bedingungen
erfullt sind:

(i) ist XCR, so ist X=XCR;

(ii) 4st XCR und besteht X aus hochstens einem Element, so
ist X=2X; 3

(iii) st XCR wund YCR, so ist X+Y¥Y=X+Y.

Bemerkung 3.2. Es sei R ein topologischer Raum und 4
eine nicht-leere Teilmenge von R. Wir definieren nun eine zu 4
relative Operation —@ durch die Formel: X“=4-X fiir jedes
XCA. Man kann dann leicht auf Grund von 3.1 zeigen, dal A ein
topologischer Raum mit der Grundoperation —4 ist; ein solcher
Raum wird Teilraum von R genannt.

Definition 3.3. Ist R ein topologischer Raum, so heiﬂﬂe
Menge X offen (im R), in Zeichen: XeO(R), wenn X=R—R—X.
Definition 3.4. Bine Teilmenge X eines topologischen Rowu-
mes R heifit dicht (in R), wenn X=R. »
Definition 3.5. Der topologische Raum R heift isoliert, bzw.
insichdicht, wenn @ non e R—{w}, baw. zeR—{x}, fiir jedes weR.
Korollar 3.6. Ein topologischer Raum R ist dann und nur
dann isoliert, wenn X=X fiir jedes XCR. [Nach 3.1, 3.5]

Definition 3.7. Ein topologischer Raum R heift mormal,
wenn es zu zwei beliebigen Mengen X, CR und X,CR, fur die X, X,=0
ist, 2wei disjunkte Mengen Y., Y,eO(R) gibt, so daf X,CY, und
X,CY,
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Definition 3.8. Wir sagen, daf der topologische Raum R cin
Raum mit abzihlbarer Basis ist, wenn es eine unendliche Folge
von michi-leeren Mengen Xi,...,Xn,... ¢ O(R) gibl, so daf jede nichi-
leere Menge YeO(R) in der Form: Y:X@-I—[—.,.~}—X¢”~|—.;. dargestelll

werden kamn (i1,... %, ... ist eine Folge von natirlichen Zahlen ).

Fir spitere Anwendungen wollen wir noch eine spezielle
Klasse von topologischen Réiumen auszeichnen:

Definition 3.9. Ein topologischer Raum I wird als E-Eaum
bezeichnet, wenn er folgende Bedingung erfullt:

zu jeder natirlichen Zahl n wnd jeder nicht-leeren Menge AeO(R)

¢ibt es micht-leere paarweise fremde Mengen By,...,Bue O(R), fiir die
(i) Bit...+B.CA wund Bi+..+By=A,
(i) A—(Bit..+B,)>d—A4,
(111) E1.._.E,,:)A——-(B1—|—...+.B11).
Satz 3.10. Jeder insichdichte normale topologische Rawm I mit
abzdihlbarer Basis ist ein E-Roum.
Beweis?®). Im Einklang mit 3.8 gibt es eine unendliche Folge
von Mengen Oy,..., ... mit folgenden Wigenschaften:
(1) die Mengen Cy,...,C... sind offen und nichi-leer;
(2) jede offene micht-leere Menge X kann in der Form:
X=0; + ot O 4 .. dargestellt werden.

Da der Raum R nach Voraussetzung insichdicht und normal
ist, erhdlt man leicht aus (2) auf Grund von 3.5 und 3.7:

(8) 2w jeder wicht-leeren Menge XeO(R) gibt es eine Menge O,
fiir die C4CX und Cp%=X.

Wir betrachten nun eine beliebige natiirliche Zahl # und eine
Menge A, fiir welche

(4) AeO(R) und A+0;

wir wollen Mengen Bl,
gen genugen

yBn konstruieren, die folgenden Bedingun-

(8)  By,...,Bn sind offen, nichi-leer und paarweise fremd;
(6) Bﬂ—...—{—B,,CA und Bi+...+BuF=A;

() A—(Brt . A Ba)>A—A4;

(8) 31.._EnjA——(B1-}—...—|—B,,).
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Wir fithren das zunichst fiir n=1 durch: wir werden
némlich eine Menge B angeben, derart daf

(9) BeO(R), B0, BCA, B=A,
(10) A—B>A—A wund BHA—B.

Am einfachsten wird eine Menge B von dieser Bescha,ffenheit' in
folgender Weise erhalten. Wir betrachten die Mengen A=Cj-(A—A4)
und wihlen aus jeder solchen Menge (insofern sie nicht leer ist)
einen Punkt ay; es sei D=lay,...,as ...}. Bs ist, wie leicht ersichtlich,
EQZ~A_((1en11 sonst gibe es nach (2) fix X=R—D eine Menge
0yCR—DCR—D, die mit 4—A gemeinsame Elémente hitte, der
Definition von D entgegen). Die Menge D ist hochstens abzéhlbar
und nicht-leer (von dem trivialen Fall: A—A=0 abgesehen); wir
ordnen die Elemente von D in eine unendliche Folge dy,...,ds...
in der Weise an, dal} in dieser Folge jedes Element. z¢D entweder

nur einmal oder unendlich oft vorkommt, je nach dem ob zeD—{z}
ist oder nicht. Ierner ist R als ein normaler Raum mit abzihlbarer
Basis metrisierbar: man kann je zwei Punkten @,yeR eine
reelle Zahl |@--y|, die sog. Entfernung zwischen # und y, zu-
ordnen, und zwar in der Weise, dall folgende Bedingungen er-
fullt sind: :

(i) die Formeln: |w—y|=0 und z=y sind fir belzebzge z,YeR
dquivalent;

(i) lo—y] —e|  fiir.,

(iii) ist XCR, so gilt dann und nur dann weX, wenn es. 2u’ je-
dem r>0 ecin. Element yeX mit |w—y|<r gibt.

Da nun DCA ist, gibt es nach (iii) zu jedem wxeD ~Punkte
yed, die beliebig nahe von x liegen. Wir wihlen demnach' fiir je-
des natiirliche % einen Punkt e,ed mit |d,—e,/<1/k und setzen:

B=A—{¢,...,€,...;; man zeigh ohne Schwierigkeit, daB B die For-
meln (9) und (10) erfiillt (der Umstand, daB. R insichdicht 1st
spielt dabei eine wesentliche Rolle).

Der Fall: n==1 ist dadurch erledigt. er gehen nun zu dem
allgemeinen Fall {iber, wobei wir uns der schon deflmerten Menge B
bedienen.

Wir setizen zunichst fir jedes XCR:

(11) X'=R—R—X.

w,y,ZER;
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Aus (11), 3.1 und 3.3 ergeben sich leicht folgende Rechnungs-
regeln fiir die Operation *:
(12) (XN =XTeO(R) fir jedes XCR;
(18) XCXT wnd X=Xt fir jedes XeO(R);
(14) ist XeO(R), YCR und XCY, so ist auch XCY™;
(18) dst Xy+...+X.CR und sind dic Mengen, Xi,...,X, paarweise
fremd, so gilt: (Xit+...+Xo) =X+ + X7 .
Wir definieren ferner durch Rekurrenz eine unendliche Folge
von Mengen Gy,...,Gy...:
(16) Gy=0%, wo & die Kleinste natiirliche Zahl ist, fir die C,CB
und Cr=B;
(17) Gua=0%, wo k dic Kleinste natiirliche Zahl ist, far die
OxCB—G1+...+G; und Cr=B—G1F... -G,
Auf Grund von (1), (3), (9), (12) und (13) zeigt man zuniichst
(mit Hilfe eines leichten Induktionsverfahrens), daB durch (16)

und (17) jedem natiirlichen ! eine Menge @, tatsichlich zugeordnet
ist, und ferner, daf diese Mengen @, folgenden Bedingungen geniigen:

(18) @ ist offen, nichi-leer und es gilt: G =@ CGHCB fiir jedes 1;
(19)  die Mengen G,..., @, ... (und umsomehr die Mengen Gy, ..., G, ... )
sind paarweise fremd.

Bs sei O=B—G1+...4+G+... Wegen (9) ist CeO(R). Wiire (¢
nicht leer, so wiirde es nach (9) eine Zahl k geben, fiir die 0,CC

und Ch+0; man hitte dann a fortiori 04,CB—G+ .G und .

Cr=B—G4+...+6G; fir jedes I, und man kénnte daraus auf Grund
von (16) und (17) leicht schlieBen, daB () mit einer der Men-
gen G identisch ist, wonach wegen (1) und (13) Cp=G,CB—G; die
Menge G; miiBte also leer sein, im Widerspruch zu (18). Folglich
ist 0=0, d.h. BC@Qy+...4+GF...; hienach mit Riicksicht auf (1.0)

ACA—B+BCBCG+...+G+... Da anderseits nach (18) und (9)
G1+...+G,—|~...CBCA, 8o hat man schlieBlich

(20) A=Gy+..+G+...
Wir wollen nun folgendes zeigen:

(21) dst XeO(R), XCA wund X non CGt oGty 80 gibt es
unendlioh viele Zahlen 1, fir die X-Gy=0.
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Zu diesem Zweck betrachten wir eine offene Menge XCA,
die nur mit endlich vielen Mengen ¢, gemeinsame Elemente hat.
Bs gibt also ein Iy, so da X-G=0 fir jedes I>1,. Die Menge
Ye=X — Gyt ... -+, ist demnach zu der ganzen Summe Gt ... +Gt...
fremd; da hiebei YeO(R), so ist auch ¥ Gif-... Gt ...=0, also
wegen (20) ¥ 4=0 und umgomehr Y- A= 0. Anderseits ist YCXCA4;
folglich ist ¥'=0, d. h. XCG1+...--G,. Daraus ergibt sich auf Grund
von (14), (15) und (19): XC(GI—}—...+GID)+=GI"+...—{—G?,,', wonach
wegen (18): XCGi+4-...4+G,CG1+...4+G+ ... Somit haben wir be-
wiesen, dall jede offene Menge XCA, die nur mit endlich vielen
Mengen @ gemeinsame Elemente hat, in G1+ ...+Gi+... enthalten
ist; durch Xontraposition erhalten wir hieraus (21).

s geien

(22) 01’17“"0291,"" diejenigen Mengen der Folge Oy,...,0%,..., welche
in Aa, aber nicht in Gy4-... -G+ ... enthalien sind.

Man kann die Mengen Gy,...,Gy... derart in n Mengensysteme
M;,..., M, einteilen, daB dabei folgende Bedingungen erfiillt sind:
) Myt M= {Gy..., Gy}

(24) die Systeme My,...,M, sind nicht-leer und paarweise fremd;
) 2u jeder Menge 0pk, k=1,2,..., und 2u jeder Zahl j, 1<j<n,
gibt es eine Menge XeM;, fir die Opk-X# 0.

Dazu wendet man folgendes Verfahren an. Nach (1), (22)
und (21) gibt es sicher n Mengen @,..., ¢ , die mit ), gemeinsame
Elemente haben; wir zihlen die Menge @y, 1<j<<n, zu dem System M.
Ebenso gibt es n Mengen Gy, ..., ®,,, die von Gy,..,, @, verschie-
den sind und mit 0, gemeinsamen Elemente haben; die Menge Gy,
1<jsn, wird wiederum zu M, gezdhlt. Dieses Verfahren kann
offenbar ins Unendliche fortgesetzt werden; die dabei event. tibrig-
bleibenden Mengen G werden nachtriglich in beliebiger Weise in
die Systeme Mj,..., M, eingereiht (z. B. alle in das System M,).

Wir setzen numn:

(26) COB=X fur =12
Xedy
Fundaments Mathematicas, T. XXXI, S o 8
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Aus (18), (19), (23), (24) und (26) ersicht man sofort, daf die
soeben definierten Mengen By, ..., B, der Bedingung (5) geniigen. Nach
(18), (23) und (26) hat man ferner Bi+...-By=G1+...-+CG+...CB
und folglich A—(Bi+...+~B,)DA—B; mit Hilfe von (9) und (10)
erhilt man hieraus (6) und (7). Nehmen wir schlieflich an, daf
die Formel: BHA—(ByF...--By) fiir ein bestimmtes j, 1<j<n,
nicht gilt. Man hat also A—DB;non CByt...4+By=G1t...4+Cr ...,
wobei wegen (4) 4 —B; offen ist. Auf Grund von (2) und (22) schiefit
man hieraus auf die Existenz einer Menge O;Iz, die in Awﬁj enthal-

ten und demmach zu B; fremd ist; das steht aber im offenbaren
Widerspruch zu (25) und (26). Dadurch ist unsere Annahme wider-
legt, und es gilt (8).

Wir haben somit (zu jedem natiirlichen » und jeder nicht-
-leeren offenen Menge A) Mengen Bjy,...,B, konstruiert, die den Be-~
dingungen (5) —(8) geniigen. Laut 3.9 ist also R ein B-Raum, w.z. b.w.

Bemerkung 3.11. Aus 3.10 erhellt, daB zu den I-Riumen
insbesondere die euklidischen Réume (von einer beliebigen Dimen-
sionszahl) gehoren. Auch jeder insichdichte Teilraum eines Bukli-
dischen Raumes ist ein E-Raum.

§ 4. Topologische Deutung des zweiwertigen und des
intuitionistischen Aussagenkalkiils. ‘Wir definieren jetzt fiir
Teilmengen eines beliebigen topologischen Raumes vier Opera-
tionen, die wir mit denselben Symbolen bezeichnen wie die Opera-
tionen mit Aussagen, von denen am Anfang von §1 die Rede war.

Definition 4.1. Ist R ein topologischer Raum, so setzen wir
filr beliebige Mengen XCR und YCR:
(i) X->Y=R—X—7,
(ii) XVY=X+Y (dic ubliche mengentheoretische Summe),
o (ill) XAY=X-Y (der iibliche mengentheoretische Durchschnitt ),
(iv) ~X=X->0(=R—X).

Korollar 4.2. (i) Ist R ein topologischer Rawm, XCR wund
YCR, so ist XY, ~XeO(R), und 2war ist X—Y die gropie offene
Menge Z, fir die X-ZCY ist, und ~X die gropte offene Menge, die
2u X fremd ist.

(ii) Wenn dabei X,YeO(R), so ist auch X\/ Y, IANYcO(R),
und zwar ist X\ Y die kleinste offene Menge, die X und Y wmfapt,
und XAY die gropte offene Menge, die in X und Y enthalien ist.

[Nach 3.1, 3.3, 4.1]
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Korollar 4.3. Ist R ein topologischer Raum, XCR und YCR,
s0 gilt damn und nur dann X—Y =R, wenn XCY; insbesondere gili
dann und nur damn R—Y=R, wenn Y=R. [Nach 3.1, 4.1 (i)]

Korollar 4.4. Ist R ein topologischer Raum und XCR, so

it X dann und nur damn-in R dicht, wenn ~~X=R.

[Nach 3.1, 3.4, 4.1(iv)]

Definition 4.5. Das geordnete Sewtupel [O(R), B,—,\/, \, ~],
wo B ein topologischer Rawm ist, wird mit 0(R) bezeichnet.

Bate 4.6. Fir jeden topologischen Raum R ist O(R) eine
Matriz. ° [Nach 2.1, 3.1, 3.3, 4.2, 4.3, 4.5]

Durch O(R), wie durch jede andere Matrix, wird ein System
von Aussagen, ndmlich &(0(R)), eindeutig bestimmt. Wir wollen
die Beziehung dieses Systems zu den Systemen R und FRK niher
untersuchen.

Hilfssatz 4.7. Ist R ein topologischer Raum und S={R,0},
so ist M=[8,R,—~,\/, \,~) eine 2u der Mairiz 'ZK isomorphe
Submatriz von 0(R). )

Der Beweis (nach 2.1, 2.3, 2.8, 2.10, 3.1, 3.3 und 4.1) bietet
keine Schwierigkeiten. S -

Satz 4.8. Fir jeden topologischen Raum R g¢ili &0(R))CGR.
[Nach 2.7, 2.9, 2.11, 4.7]

Hilfssatz 4.9. Ist R ein beliebiger topologischer Raum und N
ein Awxiom des intuitionistischen Aussagenkallils, so ist We &(0(R)).

Beweis. Im Rinklang mit 1.2 mul man. beim Beweis zehn
Fille unterscheiden, je nach der Gestalt des Axioms U. Da aber
die SchluBweise in allen Féllen nahezu dieselbe ist, wollen wir hier
nur einen Fall niher betrachten, sagen wir 1.2 (ix).

Es sei also '

{1) - UA=~B—>(B—>E),

wo B und € beliebige Aussagen sind. Wir konstruieren gemif 2.3
(und mit Riicksicht auf 4.5, 4.6) die Funktionen Fyow), Fs, o),
Feom- Wir betrachten ferner eine beliebige unendliche Folge von
Mengen Xi,...,Xn,...¢ O(R) und setzen:

Fu,O(R)(Xlr ooy Xm ---)'""X; -FB,O(E)(XIv ---s’Xru "-):Y" .

{ o Peom(Xy, ey Xuge)=2.
8*
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Nach 2.5(ii),(v) erhalten wir aus (1) und (2): X=n Yo (Y 2),
wonach auf Grund von 4.1 (i), (iv):

(3) X=(R—Y)>(Y—>Z)=R—(R—Y)—(R—T —Z).

Da wegen 3.1 (iii) ¥—ZCY und folglich R—Y¥CR—Y—1Z, 50
ergibt sich aus (3) und 3.1 (if): X==R. Nach (2) gilt also

Fuow( X1y Xn)=R fir beliebige Xiy...,Xn,...¢ O(RR);
hieraus, laut 2.5, Ae€(O(R)), w.z.b.w.

. Hilfssats 4.10. Bs sei R ein beliebiger topolegischer Rawm und
A, B, € drei Aussagen, derart daf U= B->C. Ist dann A, Be&(0 (L)),
s0 ist auch Ce&0(R)); m.a. W. das System &(0(R)) ist in Bezug auf
die Operation der Abtrennung abgeschlossen.

Beweis. Im Einklang mit 2.5 (und mit Riicksicht auf 4.5, 4.6)
konstruieren wir die Funktionen Fyom, Fw,om und Feom; wir
haben dann fiir beliebige Mengen Xy,...,Xn...¢ O(R)

(I) F‘!,[,O(R)(-Xl,,ou,Xm, "‘) ==
=F'B,0(R)(X1,-..,X,,,...)—+F¢,o(n)(X1,...,X,,,...)»,

W@b@i’ da QI»%E‘@(OQR));* ,

(2) FQ[,O'(R).(-Xl, "'7Xm "')=R=’FB,O(R)(X1‘7 easy Xn,"--))‘-

 ‘Die Formehi (1) und (2) ergeben auf Grund von 4.3:

- Poor) (X, iy Xny .y =R fir belichige Xy, ..., Xy ...c O(R),

wongch; laud 2.5, €e@(Q(R)). Das System &(0(R)) 131& also in Bezug
auf die Operation der Abtrennung abgeschlosgen (vgl. 1.3), w.z.b.w.

Sate £.11. Fir jeden topologischen Raum R gilt FRCE(0(R)).
-[Nach 1.4, 4.9, 4.10]

Bate 4.12, Fir jeden topologischen Raum R und jede Aus-
sage W sind die Bedmgungen e @R und ~ ~We &0 (R”)) dguivalent.
[Nach 1.6, 4.8, 4.11]

Den Sitzen 4.8 und 4.11 gemiB, besteht fiir jeden topole-
gischen Raum E die doppelte Inklusion: SRCE(0(R NCGR. Wir
werdeén nun zeigem, daS es sowobl solche Riume R gibt, fiir die
@W(R)ﬁ)wﬁm als amoh solehe, fiir die @0 (R))=FR ist. Und zwar
besteht die erste Gleichung dann und nur danm, wenn R ein isolierter
(also sozusagen ein degenerierter) Raum ist; die zweite gilt jeden-
falls fir alle B‘Riume, also insbesondere fiir alle insichdichten
normalen Réume mit abzdhlbarer Basisy (vgl. 3.9 —3.11).
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Hilfssatz 4.13. Hs set R ein topologischer Rawm. Damit jede
Aussage W von der Form: U=(~B—B)—>B (wo B eine belicbige
Aussage ist) zu €O(R)) gehort, ist notwendig und hinreichend, daff R
isoliert dst. :

Beweis. Ist R ein isolierter Raum, so erhalten wir leicht aus
3.6 und 4.1(i),(iv) die Formel: (~X—»>X)—>X=R fiir jedes XCR
und hieraus schliefen wir auf Grund von 2.5, 4.5 und 4.6 (genau
50 wie im Bewies von 4.9), daB jede Aussage A=(~B—B)—>B
zu €(0(R)) gehort. o

Setzen wir nun umgekehrt voraus, da &(0(R)) alle Aussagen
U=(~B-—>B)—B enthilt. Mit Riicksicht auf 1.1 kann man
ingbesondere annehmen, daf B eine Aussagevariable ist, sagen wir
B=2=,. Im Binklang mit 2.5 und wegen 4.5, 4.6 gilt dann fiir jede
Folge von offenen Mengen Xi,...,Xp,...:

Fg,o(n)(Xl, ..,.X—n,.‘.)=_X1 und Fg[,O(R)(,X;,...,Xn,.'..)=
=(~X1— X)X,

Da hiebei Ae@(0(R)), so erhilt man (~X;—X,;)>X,=R, wo-

- raus wegen 4.3 (~X,—X,)C X, und ferner, auf Grund von 3.1und 4.1,

R—R— X1C X, fiir jedes X,¢O(R). Ist insbesondere # ein Element
von R, so schlieft man aus 3.1 und 3.3, daf E—{z}e O(R), folglich
R—R—R—{#n\CR—{z} und demnach R—R—{x}D{r}; hieraus er-
sieht man sofort, dal R—{z}+R und R—{z}=R—{x}. Man hat
somit znoneR—{w) fir jedes zeR; das bedeutet aber, daB der
Raum R isoliert ist (vgl 8.5). Hilfssatz 4.13 gilt also in beiden
Richtunpgen. .

Satz 4.14. Es sei R ein topologischer Rawm. Damit @(0(.13)):;35;
ist, ist motwendig und hinreichend, daf E isoliert ist.

Beweis. Der Raum R sei isoliert. Nach 1.2, 4.9 und 4.13
enthilt dann (0 (R)) alle Axiome des zweiwertigen Aussagenkalkiils
und ist gem&B 4.10 in Bezug auf die Operation der Abtrennung
abgeschlossen; laut 1.4 gilt folglich 3RCE(0(R)), wonach wegen 4.8

€(0(R))=8R. Ist, umgekehrt, die letztere Gleichung erfiillt, so ent-
hilt das System &(0(R)) insbesondere alle Ausgagen % von der Form
U= (~B—>B)—>B (vgl. 1.2 (3) und 1.4); nach 4.13 ist also der
Raum R isoliert, w.z. b.w.

Um weiter zu gehen, wollen wir zunichst die Opera,tlonen -
und ~ einer Relativierung unterwerfen (vgl. 3. 2).
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Hilfsdefinition 4.15. Ist R ein topologischer Raum und ACR,
8o seteen wir fir beliebige Mengen XCER wnd YCR:
(i) X»Y=4—X-7,
A
(i) ~X=X->0(=A—X)
4 4
Korollar 4.16. Ist R ein topologischer Raum, ACE, XCR
und YCR, so ist XTYCA und ~XCA; ist dabei Ae O(R), so ist
i N :
XTY’ /ZXe O(R). [Nach 3.1, 3.3, 4.15]

. Korollar 4.17. Bs sei R -ein topologischer Raum und ACR.

(i) Ist XCA und YCR, so gilt dmm wnd nur danmn X—»»Y*-.A‘
wenn XCY.

(ii) Ist XCA, so gilt dann und nur dann A—Y=A, wenn ¥Y=A.,
f 4 ’

(iii) X—;rA:A fir jedes XCA.

(iv) A—;Y:Y fibr jedes offene YCA.

(V) /ZA'=A;>0=0 und :OzOTO—_%A. [Nach 3.1, 3.3, 4.15]

Korollar 4.18. Ist R ein topologischer Roum, so gilt
X—>Y X——>Y und, - NX*NX fiir beliebige Mengen XCR und
,YCR. - ‘ ‘ ' ' [Nach 4.1 (i), (iv), 4;15]

Folgender Hilfssatz stellt eine Verallgemeinerung von 4.7 dar:

Hilfssatz 4.19. Ist R ein topologischer Raum, ACR, Azi~0’
und-“T={4,0}, so ist N=[T,4A —»,\/ /\,Q/J eine zu ZK isomorphe

Matmm [Na,ch 2.1, 2.3, 2 10, 3. 1 4. 1(11) (iii), 4.17 (iii), (v)].

| Hilfssatz 4.20. Vorausseteungen:
(@) B ist ein topologischer Raum; ~

(B4 BGO( ), BCA, B£A, A—BYA—4 und BDA—«-B—
(9) 8 ist ein System von offenen Mengen +XC B;

() ist X,YeS und X— —~Y=0, soist X—¥>B—B;

() M=[8,B ——*,\/ /\,N] sl eime Mamw,

() T=S8+(4) und N=[T,4, VAl

€
e
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Behavptungen:
(1) X ist ein System von offenen Mengen XCA;
(ii) ist X, YeX und X—Y=+0, so ist X—YDA—A;
(iii) N ist eine Matriz und N=M*.
Beweis. Nach den Voraussetzungen (a), (8) und mit Riick-

sicht auf 3.1 hat man BOB und BDA—B, woraus BDA; da hie-
bei ADB, so gilt
(1) A=B und A—ACB—B.
Aus (y) und (Z) ergibt sich sofort die Behauptung (i):
(2} T ist ein System von offenen Mengen XCA.

Wir wollen nun- die Behauptung (ii) beweisen:
(8) ist X,YeT wund X—Y=+0, so X—YDA—A.

Wenn némlich X—¥ <0, so ist nach (2) ¥ =4, also
wegen () YeS. Tst auch XeS, so folgt aus () und (1),
dap X—Y¥Y>OB—BDA—A. Ist aber XmnoneS, folglich X=A, und
ist dabei Y==B, so hat man nach (y) B— ]Z'=,‘=0 und man gewmnt
hieraus mit Riicksicht auf (4) und (1): X— X—YOB—YDB—BDA—4
(da BeS wegen (¢) und 2.1). Fir X=4 und Y¥Y=B ergibt sich
schlieflich die Formel: X —YJZ—A direkt aus (). (3) gilt also
in ]edem Fall. ‘

Die Operation e hat folgende Eigenschaften:

(4) st X,YeS, so wt entweder X—>Y A oder X——>Y je nach-
‘dem ob X——»Y B oder =B;

(5) X»-»A A fir jedes XeT;
(6) A—»Y Y fir jedes YeT.

W(,nn, in der Tat, X,¥YeS und X—->Y B, so hat man nach
4.17 (i) XCY und X»Y A (da Wegen () und (y): XCBCA).
Wenn aber XY= BoFT ¥ _¥+B, so folgt aus (8): X—¥>B—B,

also mit Rucksmht auf (1): A—X— X—YCA—(B—B)=(A—B)+B=B
und hienach: 4—X—YCB—X—Y; da anderseits ADB und folglich
A—X—YDB—X—Y, hat man schlieflich 4—X— ¥—Y¥=B—X—Y,
d.i. XTY—X—;Y Somit ist (4) bewiesen. (5) und (6) ergeben

gich nnmittelbar aus 4.17 (iii), (iv) und (2).
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Im Einklang mit 4.1 (ii), (iii) erhdlt man ferner aus (2):
(") ZVVA=AVZ=A und ZNA=ANZ=1Z [ir jedes ZeT.
Die Operation ~ geniigt foigenden Bedingungen:
A
(8) ~A=~B=0;
A B .
(9) st XeS, soist ~X=A oder =~X, jenachdem ob ~X=p
oder =}=B- A B B

(8) folgt direkt aus 4.17 (v). Mit Hilfe von 2.1 und (e)
schlieBen wir aus (8), daB OeS; mit Riicksicht darauf setzen wir
in (4) Y=0 und auf Grund von 4.15 (ii) gewinnen unmittelbar (9).

Wenn wir nun die Voraussetzungen (e), (£) und die Formeln
(4)=(9) mit 2,12 (i)—(v) vergleichen, 5o ersehen wir sofort, daB
(10) N=M*
gemiB 2.14 ergibt sich hieraus:

{11) N ist eine Matriz.
- Wegen (3), (10) und (11) ist der Beweis zu Ende gefithrt.

Hilfssate 4.21. Vorausseteungen:

(@) R ist ein topologischer Raum,

(B) Byy...;Bye O(R), By,...,B, sind nicht-leere, paarweise fremde
Mengen, Bi+..+B.=B und B,..B,0F—B,

() fiir p=1,2,...,n ist 8, ein System von offenen Mengen X CB,;
(0) ist X, YeS, (p=1,2,...,n) und X—Y=+0, so0 ist X—¥>B,—B,;
(&) M=[W, 4, "\, A,~] ist eine Matria;

(0 far p=1,2,..,n ist M,=[8p, Bpy—,\/, Ay~ eine 2u M
wsomorphe Matrim; Bp Bp

. Am) 8 st das System der Mengen X=Xt 4+ Xy, wo
XSy, oy XneSay und  P=[8,B,—,\/, \, ~].
Béhauptungen: ‘ | ’ ’
() 8 st ein' System von offenen Mengen XCB;
(i) st X,YeS wnd X—Y0, s0 ist X—VHB—B;

(iil) P ist eine 2u M" isomorphe M atriz.
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Beweis. Aus (f), (y) und (%) ergibt sich leicht die Behaup-
tung (i):

(1) 8 ist ein System von offenen Mengen XCA,

da auf Grund von 3.1 und 3.3 jede Summe offener Mengen selbst:
offen ist. '

Um (ii) zu beweisen, hetrachten wir zwei beliebige Mengen
X,YeS, fir die X —Y=+0. Nach (n) ist X=X+ ... +X, und
Y=Yyt..+Xy wo X,,Y,e8, fiir p=1,2,...,n. Da wegen (y) und (B)
X,CBp, Y,CB, und die Mengen By,...,B, paarweise fremd sind,
so hat man offenbar

X—Y = (Xy+ . X)) — (Tt oo+ V)= (X —T0) + oo - (Xu—T);

ist also X—Y¥=0, so mull es ein p, 1<p<n, geben, fiir welches

X,—Y,=0. Hienach, mit Riicksicht auf (8), X,—Y,2B,—B, und
umsomehr X—Y D B,—B,, da auf Grund von (a) und 3.1 (iii):
—

X Y=X,—Y,+ ... +Xn—Yn

- Nach (f) ist aber B,—B,D (B—B)—B,=B—(B+B,)=B—B, so daB

schlieflich X—¥ D B—B. Es gilt also:
(2) ist X,YeS und X—Y+0, so X—Y>B—B.

Wir gehen nun zu (iii) iiber und konstruieren im Einklang
mit 2.15 (und mit Ricksicht auf 2.16 und (¢)) die Matrix
M= [ A" »", V" A, ~™. Da nach (£) (und 2.4) M zu
My,...,M, isomorph ist, so gibt es laut 2.3 Funktionen Fy,...,Fy,
die diese Isomorphie herstellen und die inshesondere W -auf 8y,...,8,
eineindeutig abbilden. Wir setzen nun:

(8) F(U)=Fy(Uy)+..+F(U,) fir U=[Us,...,Us]eW".

Da hier Fi(Uy)e S, (p==1,2,...,n), folglich wegen (iii) F(U,)CB,
und die Mengen By,...,B, paarweise fremd sind, so gilt mit Riick-
gicht auf (%):

(4) durch die Funktion F wird W" auf S eineindeutig abgebildet.
Mit Hilfe von 2.3, 2.15 und (8) gewinnt man:

(5) F(A")=Fy(A)+..+Fo(A)=By+..+B=B.

. Bs sei ferner ’

(6) T=[Ts, UaleW" und V=[Vi...,Va]eW".


GUEST


122 A, Tarski:

Nach 2.15, (6), (3), 2.3, ({) und 4.15 (i) hat man

(7 FU»V)=F([Ui»Vy, ..., U, »>+V,,])~—T’1(Ul»>+V1)+ -
+Fn(Un»»Vn)= (FI(UI)“B"'FJ.( 1) . A (I ( u)'"’*'l’n(vn))::
! 1

—(Bi—TFo(U1)—Fs(Va)) + ...+ (B H—W,,(V,,))

Fiir p,g=1,...,n und p==q ist Fo(Up) € 8py, Fy(Vy) € Sy, aldo nach
(iti) und ‘(ii): Fp(Tp)C By, Fo(V)CBoy Ful Up)-By=Ep(Up)Fy(V)=0;
da hiebei Bye O(R), so ist auch Fy(U,)—Fy(V,) Be=0. Mit Riick-
sicht darauf erhidlt man aus (7) und 3.1 (iii):

(8) CF(T V) == (B1+ <.+ Bp) — (Fl(Ul) — T (Vy) "l“' s .
. +Fn( Un)""Fn(Vn))=B'—' (' U1)——F1(V1))+..+ (F'n( U,,)—-ﬂn(V"))g:
~ENT) F - F FA( T~ ET2) + o FalV s

die Formeln (3), (6) und (8) ergeben auf Grund von 4.15 (i):

(9) F(UwrV) =
U VeWw™.

B —F(0) —F(V) = I O)—> (V) fir blicbige

In ganz analoger (aber einfacherer) Weise gewinnt man die
qumeln

10) F(EV"V) =)V B(V) wnd F(UA"Y) =
VW™
(11) (~"U)—NF(U) fiir TeW™,

U) A\ f’(V) fier

Aus (4), (8),(9)— (11) schilieBt man mit Hilfe von 2,1,-2.156 und
2.16, daf BeS und S in Bezug auf e V, A, ~ a,bgeschlosscn

ist; mit - Riicksicht auf ( ) (1) und 4. 17 (11) ist also P eine Matrix.
Man ersieht ferner — wiederum aus (4), (B), (9), (10}, (11) —, daB

die Matrizen P und M" den Bedingungen der Definition 2.3 genu-
gen; man hat folglich:

(12) P ist 4st éiné 2u WM isomorphe Matriz.

Nach (1), (11) und (12) sind die Bchauptungen des bet.raohte-
ten Hilfssatzes erfiillt.
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Hilfssatz 4.22. Voraussetzungen:
(a) R ist ein E-Raum;
(B) M ist eine Moatrim;
(y) 2u jeder micht-leeren Menge BeO(R) gibt es ein System S
von offenen Mengen XCA mit folgenden Higenschaften:
(y) ist X,YeS und X—Y+0, so ist X—YDB—B;
(72) M’=[S,B,—B>, V, /\,/Z] ist eine zu M isomorphe Matriz.
Behauptung: 2u jeder natiirlichen Zahl n und jeder nicht-leeren

Menge AeO(R) gibt es ein System T 'uon of]‘enen Mengen XCA mit
folgenden Bigenschaften:

(i) ist X, YeT wund X— Y#O so ist X—YDA—A;
(ii) N=[T, 4, = , Vi A ,N] fbst eine 2u (M") womorphe Matriw.

Beweis. Es sei n eine natiirliche Zahl und A eine nicht-leere
offene Menge. Laut 3.9 und wegen (a) gibt es dann Mengen By,..., Bn,
die folgenden Bedingungen gentigen:.

(1)  By,...,Bn sind micht-leere paarweise fremde offene Mengen,
(2) Bit..+Bn=BCA und B=4; :
(3) A—BDA—A4;

(4) Bi...B,DA—B. o
. Aus (2)—(4) gewinnt man leicht.

(8) By...B,D(A—A)+(A—B)=A—BDB—B.

i}

1

Gem#B (B) und (y) gibt es Mengensysteme Sl, .8, von fol-
gender Beschaffenheit: , ,
(8) . fiber p=1,2,...,n ist S, ein System von offenen Meném X@Bp;
(1) ist X,YeS, (p=1,2,...,n) 'Lmd X—Y=0, soist X— YDB,,—B,,,
(8) furd p=1,2,..,n st M, =[S, Bp, =, \V, /\,N] eine zu M
o isomorphe M atriz. Bp Bp
Wir .setzen nun:
(9)  S={System der Menjen X=X+ +X,,, wo Xle&,
P=[8S, B, ~—>,\/ /\,N]

- Nach (a), (ﬂ) (1), _(.J) und (5)’ (9) %md che Vorzmssetrungen
von 4.21 erfiilllt. Es gilt demnach: T ~

X,,GS,,};
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(10) 8 ist ein System von offenen Mengen X CA:

(11) ist X,¥eS wund X—Y=0, so isl Y=¥>B—8;

(12) P ist eine zu M isomorphe Matriv. ‘
Es sei

(13) T=8+4) und N=[T, 4, V, /s~

Nach (a), (1)—(4) und (9)—(13) gelten die Voraussetzungen
von 4.20. Man hat folglich: '
(14) T ist ein System von offenen Mengen X CA;
(15) ist X, YeT wund X-—-Y=0, so ist X—Y>Ad—A4;
(16) N st eine Matriz uwnd N=P*, |

Aus (12) und (16) ergibt sich auf Grund von 2.14:
(17) N ist eine zu (M"* isomorphe Matriw.

Mit Ricksicht auf (14), (15) und (17) ist Hilfssatz 4.22 voll-
sténdig bewiesen.

) ‘Hi,lfssatz 4.23. Ist R ein E-Rawm, so enthdlt die Matriz O(R)
fir jede natirliche ‘Zahl n eine zu 1K, isomorphe Submatrie.

. Beweis. Wir wollen mit Hilfe eines Induktionsverfahrens eine
logisch schérfere Behauptung begriinden, und zwar:

(1) 2w jeder nicht-leeren Menge AeO(R) gibt es ein System T
von offenen Mengen X CA mit folgenden Bigenschaften:

(i) ist X,¥eT und X—Y==0, so ist X —Y¥DA—A4;

(ii) N=[T, 4, > V,y A, /Z] ist eine 2u 1K, isomorphe Matrio.

Nach 2.17 und 4.19 gilt in der Tat (1) fiir n=1. Vorausgesetzt
dafB (1) filr irgend ein natiirliches n erfiillt ist, wenden wir 4.23 aJn,
(M=IK,) und ersehen leicht mit Hilfe von 2.17, daB (1) auch fir
n~+1 gilt. . :

Setzt man nun in (1) A=R, so gewinnt man sofort auf Grund
von 2.8, 3.1, 3.2, 4.5 und 4.18 die Behauptung des Hilfssatzes.

Satz 4.24. Ist R ein E-Rowm, so ist €(0(R))=g K.

~ Beweis. Nach 4.23 gibt es fiir jedes natiirliche n eine zu IK,
1somorphe Submatrix N,; Ist nun e &0(R)), so hat man nach 2.9
und 2.7: e €(Na)=€(IK,) fiir n=1,2,... und folglich nach 2.18:
Q[e-%]ﬁ.‘ Demnach ist &0(R))C8R; mit Riicksicht auf 4,9 erhilt
man hieraus sofort: @O0(R))=8R, w.z.b.w.
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Bemerkung 4.25. Man kann leicht folgenden Satz aufstellen:

Es sei R ein topologischer Raum, A eine mnichi-leere offene
Menge CR, T das System der offenen Mengen XC A und
N=[T,A,;—>,v,/\,/;/]. Dann ist N eine Matriz und es gilt

&(0(R))CE(N); ist insbesondere €N)=8R, so ist auch €0(R))=8R.

Hieraus ersieht man, daB sich Satz 4.24 nicht umkehren JiBt:
die Formel §0(R))=8 R gilt z. B. fiir allenormalen Réume mit abzihl-
barer Basis, die eine nicht-leere offene insichdichte Menge umfassen,
und allgemeiner fiir jeden’Raum R, der einen offenen E-Teilraum
enthilt (vgl. 3.2), unabhingig davon, ob I selbst ein E-Raum ist.

Anderseits gibt es auch solche Réume R, deren Matrix 0(R)
weder fiir das Aussagensystem @R noch fir R, sondern fiir ein
JZwischensystem“ adiquat ist; Beispiele hiefiir kann man gsowohl
unter normalen R#umen mit abzihlbarer Basis finden als auch
unter solchen, die keine abzihlbare Basis haben. Es sind z. B. insich-
dichte normale Riume bekannt, die folgender Bedingung gentigen.

ist XeO(R), so ist auch XeO(R).

Nach 4.14 ist fiir jeden solchen Raum FE das System €(0(R))
von @R verschieden; dabei enthiilt aber dieses System, wie leicht
zu zeigen, alle Aussagen 2 von der Form: A=~BV ~~B und
kann sich demzufolge nicht mit gR decken (vgl. 1.5). — Das Pro-
blem, eine genaue Zuordnung zwischen den topologischen Eigen-
schaften eines Raumes R und den logischen (oder eher metalo-
gischen) Eigenschaften des entsprechenden Aussagensystems €(0(R))
herzustellen, ist noch Kkeineswegs in erschopfender Weise gelost.

‘Wir wollen noch einige der gewonnen Ergebnisse in eine an-
schaulichere und durchsichtigere Gestalt kleiden.

By sei 9 eine Aussagefunktion des Aussagenkalkiils, in der neben
den Konstanten ,—, ,,\/ “ usw. die Aussagevariablen w Xy Xy L
vorkommen; wir geben dem Ausdruek U folgende schematische Form:

A=, p(X, Y, Z,...)"

Nehmien wir nun an, daf die Variablen SX¢ Y4, ,Z% ... nicht
Aussagen vertreten, sondern Punktmengen eines topologischen Rau-
mes R bezeichnen; den Konstanten >V usw. gchreiben wir
den in 4.1 erklirten Sinn zu. Bei dieser Deutung ist U keine Aus-
sagefunktion mehr, sondern eine Bezeichnungsfunktion, die (genau
g0 wie , X% ,¥%,...) eine Menge des Raumes E bezeichnet. Mit
Ritcksicht hierauf konnen wir folgende Aussagen 91, und A, bilden:
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A, = , Fir beliebige offene Mengen X, Y, 4, ...
die Menge ¢(X,Y,Z,...) in R dicht".

W, =, Wilr beliebige offene Mengen X,Y,Z,...
(X, Y, Z,...)==R".

[Genau genommen sind UA; und A, keine Aussagen, sondern
Aussagefunktionen, da in ihnen freie Variablen vorkommen, z. B. ..B“].

des Rauwmes I ist

des Rawmes IR st

- Betrachten wir nun zwei Wendungen: ., gilt (bzw. ist erfiillt)
im Raum R“ und U, gilt (bzw. ist erfdllt) im Raum R“. Der in-
haltliche Sinn dieser Wendungen scheint vollig klar zu sein. Nichts-
destoweniger stoft man an gewisse Schwierigkeiten, wenn man ihren
Sinn in einer streng formalen Weise zu prézisieren versucht 8),
Am einfachsten ist es, in Ankniipfung an 2.5 die zweite Wendung
als gleichbedeutend mit dem Ausdruck: U erfullt die Matriz O(R)“
zu erkliren. Um eine Definition fiir die errtere Wendung zu bilden,
bemerken wir, dafl die Aussage %, wegen 4.4 folgende dquivalente
Umformung zulidft:

»Hir beliebige offene Mengen X,Y,Z,...
~p( X, Y, Z, . )=R".

des Rawmes R st

Mit Riicksicht darauf konnen wir sagen, da8 der Ausdruck
>Ny gilt im Raum R“ soviel bedeutet wie ,,~~U erfillt die Matrin
O(R)«. '

Auf Grund dieser Vereinbarungen gewinnt man aus 4.12 und
4.11, 4.24 folgende Formulierungen:

Erster Hauptsatz. Bs sei U eine Aussage des Aussagenkal-

kuls und B ein beliebiger topologischer Raum. Folgende Bedingungen
sind dann dquivalent:

(1) A ist im zweiwertigen Kalkiul beweisbar;
(ii) Uy gilt im. Raum R; ‘
(iii) A, gilt in jedem topologischen Raum.

Zweiter Hawptsatz. Bs sei W cine Aussage des Aussagen-

kalkiils und R ein beliebiger E-Rawm. Folgende Bedmgungefn sind
danm -dquivalent:

(1) A ist-im intuitionistischen Kalkill bawaisbar;
(i) A ¢ilt im Raum R;
(iii) Ay gilt in jedem topologischen Raum.
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In eine analoge Form kénnen auch Sitze 4.8 und 4.14 ge-
bracht werden.

Im Zugammenhang mit dem zweiten Hauptsatz lohnt es sich
daran zu errinnern, da8 zu den E-Riumen insbesondere alle eukli-
dischen Riume gehoren (vgl. 3.11). ‘

Auf Grund der zuletzt angegeben S#tze konnen nun die Ent-
scheidbarkeitskeiteria, von denen in §2 die Rede war (vgl. 2.19),
auf topologische Aussagen von der Form 9A; oder A, (und sogar

auf eine etwas umfassendere Klasse von topologischen Aussagen)

angewendet werden: man ist imstande, in jedem einzelnen Fall zu
entscheiden, ob eine Aussage von dieser Form in der Topologie
allgemeingiiltig ist oder nicht. .

Zum SchluB sei bemerkt, da8 der Aussagenkalkiil auf ver-
schiedene Weigen in der Topologie gedeutet werden kann: die oben
betrachtete Deutung ist offenbar nicht die einzig mogliche. Wenn
es sich z. B. um den zweiwertigen Kalkiil handelt, so ergibt sich
eine ganz triviale, und zwar eine allgemein-mengentheoretische (nicht
speziell topologische) Deutung aus 4.14: jede Menge E kann man
ja zu einem isolierten topologischen Raum dadurch machen, daf
man X=X fir jedes XCR setzt (vgl. 3.6). Eine weniger. triviale
Deutung dieses Kalkiils wird in folgender Weise gewonnen. Wir
betrachten die sog. offenenen Gebiete X eines topologischen
Raumes R, d.h. Mengen XCR, fiir die X=R—R—X; O'(R) sei
das System dieser Mengen. Wir definieren fiir die Mengen X,Ye O'(R)
die Operationen —, A und ~ genau wie in 4.1, wir setzen aber:
XV'¥Y=R—R—X—-Y (XV'Y ist also das kleinste offene Gebiet,
das X und Y umfaBt). Man kann dann zeigen, daB die Matrix
0'(R)=[O'(R),B,—, V', \,~] fiir das System 3R adiquat ist?7).
Mit Riicksicht darauf ordnen wir der Aussage

U=, (X, Y, Z,...)"
folgende Aussage zu:
Wi =, Fiir beliebige offene Gebicte X,Y,Z,...
9'(X, Y, 2,..)=R", y

wobei ,0'(X,Y,%,...)¢ aus ,p(X,Y,Z,..)“ durch Einsetzung des
Zeichens ,,\V/ ' an. Stelle von ,,\V“ gewonnen wird; es stellt sich
nun heraus, daB der erste Hauptsatz giiltig bleibt, wenn man in
ihm ,,2% dureh ,Ai“ ersetzt.

des Raumes R ist
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§5. Deutung des Aussagenkalkiils in der Booleschen
Algebra und in verwandten mathematischen Theorien ™).
Die (verallgemeinerte) Boolesche Algebra wird hier aly ein
Teil der abstrakten Algebra, némlich als die Theorie der sog.
Booleschen Ringe gefallt:.

Definition 5.1. Bine Menge B von mindestens zwei Blementen
wird als ein Boolescher Ring (mit den Grundoperationen
+und-) bezeichnet, wenn fir belichige Elemente m,y,2¢R folgende
Formeln gelten:

(1) a+y,»-y ek,

(ii) o+y=y+wa,

(ili) a2+ (y+2)=(2+y)+=,

(iv) z=y+(z+y),

(V) @-(y-2)=(2-Y)2,

(Vi) o (y+2)=0-y+a-2.

. Bemerkung 5.2. Man ersieht hieraus, daB ein Ring R (im
Sme der abstrakten Algebra) dann und nur dann ein Boolescher
Ring ist, wenn o+y=u—y fiir beliebige @,y¢R. Diese Bedingung

ist folgender Forderung fquivalent: w-z=w fiir jedes weR. Jeder
Boolesche Ring ist bekanntlich kommutativ.

Definition 5.3. Bs sei R ¢in Boolescher Ring.

(1) W@'r wollen sagen, dap © durch y teilbar ist, oder auch,
dap Y Teiler von w 4st, in Zeichen: zCy, wenn z,yeR und wenn
es ein zeR gibt, fir welches z=y-z.

(i) Mit 0 bezeichnen wir dasjenige Element xeR, welches durch
jedes yeR teilbar ist.

. Man kann die beiden Symbole ,C“ und ,,0“ noch auf ver-
schiedene andere (dquivalente) Weisen definieren.

| Defz'mti'on 6.4. Der Boolesche Ring R heipt atomistisch,
baw. atomfrei, wenn es fir jedes von 0 verschiedenes Blement yelk

eﬁ/‘zdoll'ich, bzw. unendlich, viele Elemente n gibt, die durch y teilbar
sind. '
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Bemerkung 5.5. Als Atom eines Booleschen Ringes R
wird jedes Element y von R bezeichnet, fiir das es genau zwei Ele-
mente # gibt, die durch y teilbar sind (und zwar =0 und z=y).
Bin Ring R ist dann und nur dann atomistisch, wenn jedes Hlement:
y==0 von R alg eine Summe von endlich vielen Atomen dargestellt
werden kann); R ist dann und nur dann atomfrei, wenn es keine
Atome in R gibt.

Definition 5.6. Ist R ein Boolescher Ring, so wird eine
nicht-leere Menge ICR Ideal (in R) genannt, in Zeichen IeI(R),
wenn I mit swei belicbigen Hlementen x und y zugleich thre Summe
w1y und mit jedem Element y zugleich jedes xCy als Hlement enthdlt.

Definition 5.7. Ist B ein Boolescher Ring, so setzen wir
fiir beliebige I,JeI(R):

-y

W) I>d = D X
XeI(R), I-XCJ

@ 1vs = J[ x
XeI(R), [+JCX
(iii) IAJ=I-J (der ubliche mengentheoretische Durchschnitt);

(iv) ~I=1—>~{0}( = > X).
'XeI(R), I-X={0}

Aus 5.1, 5.6 und 5.7 ergibt sich leicht
Korollar 5.8. Fir jeden Booleschen Ring R gilt:

(i) {0}, ReI(R), und zwar ist {0} das kleinste und K das gropte
Ideal in R;

(ii) ist I,JeI(R), so sind auch I—J, INJ, INI, ~I Ideale
in R, und zwar ist I—dJ, bew. ~I, das gropte Ideal X, fir das
I-XCJ, baw. I-X={0}, ferner ist I\/J das Kleinste Ideal, das I
wnd J umfapt, sehlieflich ist INJ das gropte Ideal, das in I und J
enthalten ist.

Definition 5.9. Das geordnete Sewtupel [L(R),Ry,—,V,; A\, ~]y
wobei R ein Boolescher Ring ist, wird mit (B) bezeichnet.

Durch folgenden bekannten Satz wird der enge formale Zu-
sammenhang zwischen der Booleschen Algebra und der Topologie
klargestellt 18):

Fundamenta Mathematicae. T. XXXI. 9
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Satz 5.10. Jedem Booleschen Ring R kann ein normaler
topologischer Roum R* zugeordnet werden, der folgende Bedingungen
erfiilie:

(i) es gibt eine Funktion F, dic des Sysiem I(R) auf das System
O(R) in der Weise abbildet, daf die Formeln: I CJ und B(I)CHJ)
fiir beliebige I,J e I(R) dquivalent sind (und daf insbesondere F({0})=0
und F(R)=R*):

(ii) R™ ist damn und nur dann isoliert, wenn K atomisiisch isi;

(iii) B> ist dann und nur dann insichdicht, wenn B atomfres ist;

(iv) R* ist dann und nur dann ein Bawm mil abedhlbarer Basis,
wenn B abzdhlbar ist.

Satz 5.11. Fir jeden Booleschen Ring I ist 1(R) eine Matrin;
ist R* der dem Ring R gemdf 5.10 zugeordnete topologische Laum,
so sind die Matrizen |(R) und O(R*) isomorph.

Beweis. Man zeigt zunichst auf Grund von 4.2 und 5.8, dafl
die Funktion F, die nach 5.10 (i) das System I(R) auf O(R*) ein-
eindeutig abbildet, folgende Formeln erfiillt: F(I—J)=F(I)-F(J),
FIVI=FID\VEFJ), FIN)=FI)A\FJ) und F(~I)=~F(I) fir
beliebige I,JeI(R) (wobei die Zeichen ,,—, ,,\V* usw. auf der lin-
ken Seite jeder Formel im Sinne der Booleschen Algebra und
auf der rechten im topologischen Sinne zu deuten sind). Hieraus
gehlielt man leicht mit Hilfe von 2.1, 2.3, 4.5, 4.6 und 5.9, daB
I(R) eine Matrix, und zwar eine zu O(R) isomorphe Matrix ist,
w.z. b. w.

Mit Hilfe der beiden letzten S#tze konnen alle Ergebnisse
von § 4 auf den Boden der Booleschen Algebra tibertragen werden:

Satz 5.12. Fiir jeden Booleschen Ring B gilt SRCE(I(R))CR.
[Nach 2.7, 4.8, 4.11, 5.11]
Satz 5.13. Fir jeden Booleschen Ring R und jede Aussage N

sind die Bedingungen: Q_Iegﬁ und ~~WNe€(I(R)) dguivalent.
[Nach 2.7, 4.12, 5.11 oder 1.8, 5.12]
Satz 5.14. Bs sei R ein Boolescher Ring. Damit (1(R))=gR

ist, ist notwendig wnd hinreichend, daf R atomistisch ist.

[Nach 2.7, 4.14, B.10 (ii), 5.11]

‘ Sate 6.1, Ist R ein atomfreier abeihlbarer Booleseher Ring,
so st E(I(R))=8K. [Nach 2.7, 3.10, 4.24, 5.10 (iii), (iv), 5.11]
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Bemerkung 5.16. Auf Satz 5.15 kann mutatis mutandis die
Bemerkung 4.25 bezogen werden. Satz 5.15 ist nicht umkehrbar:
die Formel €0(R))=8R gilt z.B. fiir jeden abzihlbaren Boole-
schen Ring R, der zwar selbst nicht atomfrei ist, aber einen atom-
freien Teilring (d. h. einen atomfreien Ring R,CE mit denselben
Grundoperationen wie R) enthéilt. Anderseits kann man zahl-
reiche . Beispiele von Booleschen Ringen angeben, fiir die weder
€((R))=8R noch E(I(R))=8%K gilt. Zu solchen Ringen gehéren
ingbesondere alle unendlichen absolut-additiven Ringe, d.h.
Boolesche Ringe R, die folgender Bedingung geniigen:

2u jedem System XCR gibl es den groften gemeinsamen
Teiler aller Biemente weX (d.h. ein Element y, das gemein-
samer Teiler aller weX ist und durch jeden anderen gemeinsamen
Teiler dieser Elemente teilbar ist).

Fiir die absolut-additiven Ringe R ist folgende REigenschaft
charakteristisch: es gilt ~I\/ ~~I=R fir jedes IeI(R); m.a. W.
das System @(I(R)) enthilt alle Aussagen U von der Form
N=~rBY ~~B und kann deshalb nicht mit FK identisch sein

"(vgl. 1.5). Dabei ist, wie leicht zu zeigen, kein unendlicher absolut-

-additiver Ring R atomistisch, wonach mit Riicksicht auf 5.14
&(I(R))+3 K.

Sitze 5.12 —5.15 konnen in eine analoge Form gekleidet werden
wie die beiden Hauptsitze aus §4. Man kann also insbesondere
jeder Aussage 9 des Aussagenkalkiils zwei Aussagen A, und Ay
der Booleschen Algebra in der Weise zuordnen, da8 % dann und
nur dann im zweiwertigen, bzw. intuitionistischen, Kalkiil beweisbar
ist, wenn 2, bzw. Uy, fiir jeden Booleschen Ring gilt; hieraus
gewinnt man ein Entscheidbarkeitskriterium fiir die Aussagen von
der Form A; oder .

. Auch die Bemerkungen am Ende von §4 betreffend andere
Deutungsmoglichkeiten des Aassagenkalkils lassen gich auf die
Boolesche Algebra anwenden; die offenen Gebiete sind dabei
durch die Ideale | zu ersetzen, die der Formel: ~~I=l geniigen.

Alle diese Ergebnisse gelten offenbar nicht nur fiir das for-
male System der Booleschen Algebra, sondern auch fiir jede
Realisierung dieses Systems. Die bekannteste dieser Realigierungen
ist wobl die Theorie der Mengenkorper, d.h. der Mengensysteme,
die in Bezug auf die Operationen der Addition und der Subtraktion
abgeschlossen sind; jeder Mengenkorper, der mindestens zwei Ele-

g*
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mente enthiilt, ist, wie leicht ersichtlich, ein Boolescher Ring
it der sog. symmetrischen Subtraktion: XOY=(X—Y)-4 (¥ —4X)
und der iblichen Durchschnittsbildung als Grundoperationen. Die
einfachsten Beispiele spezieller Boolescher Ringe, von denen in
5.14—5.16 die Rede war, konnen gerade aus der Theorie der Mengen-
korper geschopft werden. So bildet z.B. jeder Mengenkdorper, der
aus allen endlichen Teilmengen einer gegebenen (endlichen oder un-
endlichen) Menge besteht, ein Beispiel eines atomistischen Ringes.
Um einen abzihlbaren atomfreien Ring zu gewinnen, betrachtet
man die Menge X der positiven rationalen Zahlen <1 und bildet
den Mengenkorper, der aus allen Summen von endlich vielen Inter-
vallen CX besteht (der rechte Endpunkt wird immer zum Intervall
gezshlt, der linke nicht). Als Beispiele von absolut-additiven Rin-
gen (im Sinne von 5.16) kinnen die Mengenkdrper dienen, die aus
allen Teilmengen einer gegebenen Menge bestehen.

Eine andere wichtige Realisierung der Booleschen Algebra
ist die allgemeine Metamathematik, d.i. die Theorie der
deduktiven Systeme.

Man kann schlieflich manche der gewonnenen Krgebnisse auf
eine allgemeinere Theorie ausdehnen, nidmlich auf die Theorie der
sog. lattices“20). Es kommen hier ndmlich die sog. distributiven
Jattices” mit einer unendlichen Addition S und einer endlichen
Multiplikation in Betracht; als Beigpiel solch eines ,lattice” kann
das System der offenen Mengen eines topologischen Raumes oder
das System der Ideale eines Booleschen Ringes dienen. s sei L
eine distributive ,lattice” mit mindestens zwei verschiedenen Ele-
menten; wir setzen:

0= S 2

1=Sz,

(0 —die }eére Menge),
zel zel

oVy= S % wN\y=wy, B>Y= S %
zelm,y) @A2)Vy=y

A Lz g ()

fir beliebige wx,yeL. Hs stellt sich nun heraus, daB
M(L)=[L,1,—, V, A,~] eine Matrix ist und dal Sitze 5.12
und 5.13 giiltig bleiben, wenn man in ihnen LI(R)* durch ,M(L)“
ersetzt; anch Séitze 5.14 und 5.15 lagsen sich auf die Theorie der
Jlattices” iibertragen. Somit wird eine Deutung des zweiwertigen
und des intuitionistischen Kalkiils in der Theorie der ,lattices™
gewonnen.
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Anmerkungen.

1y Uber die vorliegende Arbeit habe ich am 30. IX. 1937 auf dem III. Pol-
nischen Mathematischen Kongress berichtet; vgl. Ann. Soc. Pol. Math. 16 (1937),
§. 192. Die Ergebnisse stammen groftenteils aus dem Jahre 1935. Der Zusammen-
hang zwischen dem intuitionistischen Kalkil und der Booleschen Algebra
(bzw. der Theorie der deduktiven Systeme, s. § 5) wurde aber von mir noch friiher,
nimlich 1931, entdeckt; einige diesbesziigliche Bemerkungen sind in meinen
Aufsiitzen in Fund. Math. 25 (1935), S. 514, und Ann. Soc. Pol. Math. 15 (1936),
S. 187, zu finden. — Erst nach Fertigstellung dieser Arbeit habe ich die neulich
erschienene Arbeit von M. H. Stone in Casopis Mat. Fys. 67 (1937), S. 1 ff. ken-
nen gelernt. Trotz einer vollig verschiedenen Auffassung der Brouwerschen
Logik besteht sicherlich ein gewisser Zusammenhang zwischen einzelnen Er-
gebnissen der beiden Arbeiten, wie man aus einem Vergleich von Stones The-
orem 7, S. 22, und meinem Satz 4.11 leicht ersehen kann: jhren mathematischen
Gehalte nach sind diese zwei Sitze nahe verwandt. Das betrifft aber keineswegs
die beiden Arbeiten in ihrer Gesamtheit; insbesondere liegt Satz 4.24, in dem
ich den Schwerpunkt meiner Arbeit erblicke, auf einer ganz anderen Linie als
die Stoneschen Betrachtungen.

2y Tir die wertvolle Hilfe bei der Fertigstellung dieser Arbeit bin ich Herrn
A. Mostowski zu Dank verpflichtet.

8) Im Prinzip gebrauchen wir somit die Zeichen ,,—%, V% »A“ und ,~"
in zwei Bedeutungen: in der logischen und der metalogischen; praktisch kommb
nur die zweite in Betracht. In §§ 4 und 5 wird @brigens den genannten Zeichen
noch ein ganz anderer Sinn zugeschrieben.

4y Vgl. iihnliche Axiomensysteme: fir den zweiwertigen Kalkil bei D. Hil-
bert und P. Bernays, Grundlagen der Mathematik, Berlin 1934, S. 60 ff., und
titr den intuitionistischen Kalkil bei G. Gentzen, Math. Zeitschr. 39 (1934),
S. 419. Zum ersten Mal wurde emn Axiomensystem fir den intuitionistischen
Kalkil von A. Heyting, 8. B. Preul. Ak. Wiss, 1930, S. 45 ff., aufgestellt, Auf
das Problem der gegenseitigen Unabhingigkeit der Axiome (oder, genauer, Axio-
menschemata) von 1.2 wird hier nicht eingegangen.

5) Die sog. Operation der Einsetzung braveht in 1.4 nicht bericksichtigh

werden, da bereits das in 1.2 definierte Axiomensystem in Bezug auf diese Ope-
ration abgeschlossen ist.
’ ¢) Der erste Teil von Satz 1.5 ergibt sich leicht aus 1.2—1.4 (es geniigh zu
zeigen, daB jede Aussage ¥ von der Form 1.2 (xi) zu @R gehort); zum zweiten
Teil vgl. A. Heyting, op. cit., 8. 56. Satz 1.6 wurde von T. Glivenko in Bull.
Acad. Se. Belg. 1929, S. 183 1ff., angegeben.

7) Vgl. hiezu meine Arbeiten in Monatsh. Math. Phys. 40 (1933), S. 100,
und Stud. Phil. 1 (1938), S. 289.

8) Vol. J. Bukasiewiez und A. Tarski, C. R. Soc. Se. Vars. 23 (1930),
4. 33 f. Der Begriff der Matrix wird dort etwas weiter gefallt als hier, da auch
Matrizen mit mehr als einem ausgezeichneten Element betrachtet werden (vgl.
2.1, 2.2).
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%) Beim Formulieren von 2.5 kénnte man auch mit Funktionen von endlich
vielen Variablen auskommen; das wirde aber fir dio weitexen (Therlegungen
gewisse technische Schwierigkeiten verursachen. Iiine andere, aber dquivalente
Definition der Menge & (M) wurde in Lukasiewiez-Tarski, L oit., angegeben.

1) 2.11 ergibt sich leicht aus dem bekannten Satz, nach dem dos System
8R vollstindig ist. Der erste Vollstiindigkeitsbeweis fir @R stammtb hekanntlich
von E. Post, Am. Journ. Math. 48 (1921), 8. 180 ff.

1) Vgl. K. Gédel, Erg. math. Koll. 4 (1933), 8. 40.

12) Dieses Ergebnis stammt von 8. Jakkowski; vgl. seinen Aufsatz in
Act. Congr. Phil. Scient., Actualités Scient. Ind. 898, Paris 1936, S. 581f, (unsere
Darstellung weicht nur in unwesentlichen Einzelheiten von der Jadkowskischoen
ab: die Operation I' von Jakkowski wird durch die in 2.12 definiexte Opera-
tion * ersetzt, die aber hier dasselbe leistet).

13) Ein anderes Entscheidbarkeifskriterium fir den intuitionistischen Kal-
kill wurde von Gentzen in seiner in Anm. 4 zitierten Arbeit gegeben.

1) Zum folgenden vgl. C. Kuratowski, Topologie I, Monogr. Mat. 8,
Warszawa-Lwéw 1931, insbesondere 8. 15 £f., 88, 40, 82 L., 05 wnd 101 £,

%) Urspriinglich hatte ich den Satz fir die euklidische Gerade (und ihre
ingichdichten Teilrdume) bewiesen. Den allgemeinen Beweis verdanke ich IHerrn
8. Eilenberg. =

18) Der Begriff der Giltigkeit (bzw. der Exfillbarkeit) einer Aussage gehirt
zu der sog. Semantik; zum Problem einer exakten Definition dieses Begriffs
vgl. meine Arbeit in Stud. Phil. 1 (1936), inshesondere 8. 307 ff. und 318 ff.

17) Das ergibt sich leicht aus Satz 7.28 meines Berichtes in (. R. Soe. Se.
Vars. 30 (1937), S.178.

18) Zum folgenden vgl. meine Arbeiten in Fund. Math. 24 (1985), 8. 177 f£.
(Grundlagen der Booleschen Algebra, der Begriff des Atoms, absolut-additive
Ringe), Fund. Math. 25 (1985), S. 508 ff. und Ann. Soc. Pol. Math. 15 (1936),
5.186 ff. (die Theorie der deduktiven Systeme, der Idealenkalktl), ferner die
umfassenden Arbeiten von M. H. Stone in Trans. Am. Math. Soc. 40 (1936),
8. 371f. (die Bezichung der Booleschen Algebra zu der allgemeinen abstrakten
Algebra und zu der Theorie der Mengenkorper) und in Trans. Am. Math. Soe.
41 (1937), 8. 875 . (die Bezichung der Booleschen Algebra zu der allgemeinen
Topologie). .

%) In meinem Artikel in Fund. Math. 24 (1935), 8. 177 #£. habe ich das
Wort ,,atomistisch® in einem weiteren Sinne gebraucht.

20) Vgl, hiezu G. Birkhoff, Proc. Cambr. Phil. Soc. 29 (1938), S.441£f,
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Remark on weakly convergent cycles
(from a letter to Karol Borsuk).
By

Norman E. Steenrod (Princeton).

In recent papers *) you have introduced and used the notion
of a weakly convergent cycle:

A sequence {y) of k-dimensional drcycles with integer coeffi-
cients (lim 6;=0) is weakly convergemt if v, Vi) lim, ¢,=0.

Tt seems to me to be possible that you could have used
throughout the usual notion of convergent cycle. My reason for
this belief is based on the following proposition.

1. If iy, 18 a weakly convergent cycle in the compact metric
space K, there is a subsequence {y,; which is convergent.

The proof divides into several parts.

2. If H(e,d) (e>06>0) is the group of d-cycles (of dimension p)
of K reduced modulo those which are e-homologous to zero, then
H(e,d) has a finite basis.

Ohoose »>0 so that 2v+d<e. Let A be a finite subset of K
$o that each point of K is within a distance » of A. Let us agree
that each subset of A of diameter < constitutes a simplex. Then A
is an abstract complex. For each point P of K, choose one of the
nearest points of A and denote it by f(P). -

*) Quelques relations entre 1o situation des ensembles et la retraction dans ?es
espaces ewclidiens, Fund, Math. 20 (1937), and with 8. Eilenbe.rg, Uber stetige
Abbildungen der Teilmengen ewklidischer Rdume auf die Ereislinie, Fund. Math.

26 (1936).
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