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11. Démonstration dw théoréme dans l¢ cas général.
Faisons correspondre & tout type topologique?®) d'un graphe
connexe de dimension 1 la variable réelle y munie d’un indice
convenable, et au type topologique des graphes se réduisant & un
seul élément — le nomhbre 1.

Soit K un polyddre dont toute composante ¢ admet une dé-
compositioﬁ en produit cartésien des graphes Lu,Ls, ..., Lm. D’aprés 10,
les types topologiques des L; qui ne ge réduisent pas & un seul é&lé-
ment sont déterminés d’une maniére univoque. Soit y; la variable cor-
respondant au type topologique de L. Le produit P(0)=y,y, ...y,
est alors déterminé par le type topologique de C et réciproquement.

Par addition de tous les produits P(() correspondant aux compo- -

santes ¢ de K, on parvient & un polynéme P(K) aux coefficients
entiers non négatifs. Le polyndéme P(K) sera diti polynéme caracté-
ristique du polyédre K.

Le degré du polyndéme caractéristique P(K) coincide évidem-
ment avec la dimension de K. En particulier, le polynéme caracté-
ristique d’un polyedre formé de m points se réduit au nombre m.
On voif, en outre, que le polynféme caractéristique de la somme
de deux polyédres disjoints est la somme de leurs polynémes ca-
ractéristiques et que le polyndme ecaractéristique du produit cartié-
sien de deux polyedres est le produit de leurs polyndmes caracté-
ristiques. I1 en résulte sans peine que, pour tout polynéme

P= Gisy...i, Y1 Ya2 o Yk O
(By %)
aux coefficients a; ; . ; entiers non négatifs, il existe un polysdre
dont le polyndéme caractéristique coincide avec P.

On en conclut que la condition nécessaire et suffisante pour
qu'un polyédre K soit décomposable en un produit cartésien des
graphes topologiquement premiers est que son polynéme caractéri-
stique P(K) soit décomposable en un produit de facteurs linéaires
et premiers (dont les coefficients sont des entiers réels). Cette der-
niére décomposition étant unique d’aprés le théoréme bien connu
de ’algébre, il en est de méme de la décomposition de K. T/ unicité
de cette décomposition est ainsi établie.

1%) On entend par type topologique d’un graphe I la classe de tous les gro-
phes (contenus p.ex. dans P’espace euclidien de dimension 8) homéomorphes & .L.
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Théoréme auxiliaire. Soient A et B deux sous-ensembles
fermés et disjoints dun espace métrique separable ¥. Pour toute swite
Y1, Ys,... de sous-ensembles fermés de ¥ od AimY <y, il exisie un
ensemble ouwvert GCY tel que

(1) ACE (ii) BCX—-G 1Y)

(iii) dim[ Y- Fr(G)] < n:—1 2). '
Démonstration. Supposons dabord que % est compact.
D’aprés le théordme général de décomposition ?), il existe une de-

composition ¥=F1-+Fas+...+Frn en ensembles fermés de diametre
aussi petit que 'on veut et telle que

(iv) dim Y- Fp-Fr < mi—1 pour k==l et i=1,2,...

On peut donc admettre que Fr-B==0 implique Fi-4=10. Posons
8=2F; ot F-B=0 et soit G=—F. On a évidemment (i) et (ii).
Comme GCJYF, ou F;B=0, il vient

Fr(G)=G-8CYLFwF;
Rkl
ce qui donne (iii) en vertu de (iv) et du théoréme d’addition?).

1) & désigne la fermeture de G.

2) Fr(@)=G—G (pour G ouverts). '
8) ¢. Kuratowski, Fund. Math. 18 (1932), p. 290, corollaire.
4) Voir p.ex. C. Kuratowski, Topologie I, Warszawa—Lwoéw 1933, p. 126.
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Si 9 est un espace métrique séparable arbitraire, on peut le
plonger 3) dans un espace métrique compact ™* de fagon que
dimY;=dimY; pour i=1,2,... et que 4-B=0. La démonstration
se réduit ainsi au cas de ¥ compact.

Théoréme 1. Soient Ay, A,,... ¢t By,B,,... deuw swiles de sous-
ensembles fermés d’un espace métrique séparable 8, telles que Ay Bi=)
pour i=1,2,... Pour toute suite X, X,,... de sous-ensembles fermds
de & of dimX;<Cny il ewiste une suite Gy, Gyy... de sous-ensembles
ouwverts de &° telle que

AC @,
dim [X,,;-FI‘ (G,,;i)' .

B,Coe—@,
Fr(Gg))] < ng—F,

quel que soit le systéme dindices 11<<iag<...<ip ot k<<m41.

Démonstration. Supposons les ensembles & déja ddéfinis
pour i<m. Appliquons le théoréme auxiliaire, en y posant ¥==80,
A=Amn, B=By et en faisant les ensembles Y1,¥5,... parcourir tous
les ensembles de la forme

X,y FI(G¢1)~ I*‘I‘(G,,;k)

ol 4 <i,<...<m. Posons Gn=@. La suite G,G,... ainsi définie
satisfait évidemment & la thése du th.1, ¢.q.f.d.

Théoréme 2. Pour toute suite de sous-ensembles fermds Xy, Xy
dun espace méirique separable &, tels que dim Xy<Kny, 4 ewiste une
base d’ensembles ouverts Gy,G,,... telle que ‘

Um X; - Fr (65)- ... Fr(6;)) < ng—b

)
quel que soit le systéme d’indices U <bg <o <G 0 T my 1.
Démonstration. Soit Hy,H,,... la base d’ensembles ouverts
dans Pespace &. Congidérons tous les couples Hji,ﬂk, ol I:—ljiC Hy,
= i
et posons Ai:Hiz et B@-—_—é‘@—Hki. En appliquant le th. 1, on obtient
la base cherchée.

. En particulier, pour @@=X, et w=ny, on a les corollaires
suivants:

%) C. Kuratowski, Fund. Math. 28 (1937), p. 337,

icm
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Corollaire 1. Soient Ay, A,,... et By, By, ... deus suites de sous-
ensembles fermés dun espace métrigue séparable 8C tel que dimdl<n.
Il ewiste une suite Gh,@yy... de sous-ensembles ouverts de @ telle que

A,C@, B,Cae— @,
dim|{Fr (Gq;i) -...-Fr (Gq;k)] <n—Uk,
quel que soit le systéme dlindices 1,<iy<<.. <ip 0% k<n+1

Corollaire 2. Pour tout espace métrique séparable & tel que
dimi 68 < m, il ewiste une base d'ensembles owverts Gy, G,,... telle que

dim [Fr (G,ii)- .o Fr (G":k)] <n—k,
quel que soit le systéme dindices i3<ia<<...<ip o k<n-1.
En particulier, on a alors
dim Fr(G) <n—1 pour i=1,2,...,

ce qui prouve que la thése du cor. 2 (et par conséquent aussi celle
du cor. 1) est aussi suffisante pour que dimé@<Cn. Dans cette
direction, on peut montrer davantage: on a notamment le

Théoréme 3. Soit 8 wun espace méirique separable. Pour que
dimde<n, il faut et il suffit que pour tout systéme d’ensembles fermds
Al,Az,...,A,,+1, Bl,Bg,...,Bn+1Ca? tels que Ay Bi=0 (’5=1,2,...,’ﬂ/+1),
il ewiste un systéme densembles owverts Gi,Ga,...,GnpaC tel que

(1) AC &, (2) BiC®e—G,
(3)  Fr(G)....Fr(Gnr1)=0.

Démonstration. La nécessité de cette condition étant une
conséquence immédiate du cor. 1, il reste & en établir la suffisance.
Soit & ce but Qn+1 le cube formé de tous les points

L= (%1,%2y ..., Lnt1)
de Despace euclidien (n--1)-dimensionnel FE,ii pour lesquels
-1y (1=1,2,...,n+1).

Désignons par S, la surface sphérique (topologique) n-dimen-
gionnelle qui est la frontiére du cube @, .
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Soit X un sous-ensemble fermé quelc(mquu de & ot fel%
une transformation continue de X en S, Soit f(x) la i-dme cor-
donnée du point f(x)

{4) H@)=[f,(2),fy(2); s F s (@)
Posons pour i=1,2,...,n+1:
() A= —1),  B=f(1)
On a A;Br=0 et
(6) X=Agt+Agt ot Apgs+ Bt Bok oo+ Brot »

La condition étant nécessaire, il existe un systéme d’ensembles
ouverts Gy, @y, ..., Gnr1CC agsujettis aux relations (1)—(3).

Soit g, une fonction continue & valeurs réelles définie sur o
et telle que

g, (®)=—1 pour wed,,

—1<g,(#)<0 pour wed,,
(7 g9,(x)=0 pour xeFr(G),
0<g,(z)<1 pour wed—a,
l g,(2)=1 pour weB,.
Posons
(8) (w):[gl (w)y gz(m): reey g,,_h (JZ‘):]

On a geQu +1+ Comme Fr(G)=g;2(0), il vient en vertu de (3)

Zynon eg(ae),
ol z, dési@gne Torigine (le centre de @, +1)- Il existe done une fone-
tion pe87” telle que p(z)=g(x) si g(z)el,, & savoir la projection

centrale de l'ensemble (&) sur 8, du point &, comme centre. En
particulier, on a donc en vertu de (6) et de (7)

(9) p(@)=g(®) pour weX.

Il résulte de (4)—(9) que, pour tout we X, lo gegment ;f p(w)
est situé sur 8, Soit 1 la longueur de ce gegment. En (]ésngnant par

p1(2), o1 0TI et we X, le point situé sur le segment f(») p(w) & la
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distance At de f(z) et A(L—t) de p(x), les fonetions g x) forment

dans I’espace §p un arc continu unissant les fonctions j et p.

Les transformations f et p de X en 8, appartiennent donec
4 la méme composante de l’espace S Or, peSf:@ est un prolonge-
ment de peSff. Il en résulte &) que f admet un prolongement feSfF,
ce qui implicue que dimeéee<n 7).

8) K. Borsuk, Monatshefte fiir Math. u. Phys. 38 (1931), p. 383.

7) Pour X compact, voir P. Alexandrotf, Math. Ann. 106 (1932), p. 170;
W. Hurewicz, Fund. Math. 24 (1935), p. 144. Pour le cas général, la démon-
stration paraitra dans le livre Topologie II de M. C. Kuratowski (collection

s»Monografie Matematyczne).
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