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On a évidemment m;<ma<<... et d’aprés (5)
(6) [/ (x)—f(2)|<1/k  pour i=1,2,..,k.
Or, on a d’aprés (3)

Hm fy's (z)=f"*(a)

n=00

pour xzekl

et il existe pour tout % naturel un indiee v, tel que
(1) |foe@m)—"r (@) <1/t  pour i=1,2,..k et n>w.

Posons
%}z=1+’l)1+ 112+... '+"V]1.

Alors ni<ne<<... et d’aprés (7)
(8) (fq’;;lz(wi)—f””k(m,)|<1/k pour i=1,2,...,%.
Les formules (6) et (8) donnent

Vz;k(wi)—f(mi)l<2/k pour i=1,2,..,k,

ce qui entraine (2) en vertu de (4), c.q.f. d.

L’existence d'une fonction de classe 2 de Baire montre que
ce théoréme ne subsiste pas pour les ensembles B de puissance du
continu et, si 'on admet I'hypothése du continu, méme pour aucun
ensemble B indénombrable. Or, il me semble que sans faire appel
& Ihypothése du continu il serait fort difficile de le démontver.

Voici encore une application de notre théordme.

Soit @ une famille quelconque de fonetions réelles définies
sur un ensemble dénombrable E. Définissons par indnetion les fa-
milles 9% (a=0,1,2,...) comme suit: &= et & pour a>0 est
la famille de toutes les fonctions réelles definies sur B qui y
sont des limites de suites infinies de fonctions de la famille &% .
D’aprés notre théoréme, on a alors @*=o' pour toute famille @,
ce qui résofit un probléme posé par M S. Braun et M. A. Lin-
denbaum, en montrant que le théoréme de M. Neubauer?),

établi pour les ensembles B non séparables, est en défaut pour
les E dénombrables.

1) ce volume, p. 269, th. 1.2.
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Beweis des Satzes, dass jede im kleinen zusammen-
hingende Kurve konvex metrisiert werden kann.

Von
Gustav Beer (Wien).

I. Problemstellung.

§ 1. Ein metrischer Raum heisst nach Menger?) konves,
wenn es zu je zweien seiner Punkte o und b einen Zwischenpunkt
gibt, d.h. einen Punkt ¢, der von & und b verschieden ist und
der Abstandsformel r(a,b)=r(a,¢)=r(c,b) geniigt. BEs wird a.a.O.
bewiesen, dass jedes konvexe Kontinuum zusammenhéingend im
kleinen ist, und es wird die Frage aufgeworfen, ob umgekehrt
jedes im kleinen zusammenhingende Kontinuum konvexifizierbar
igb, d.h. ob in ihm eine zur urspriinglichen Metrik topologisch
dquivalente konvexe Metrik existiert.

Hier soll nun gezeigt werden, dass dies fiir im kleinen
zugammenhéngende Kurven (d.h. eindimensionale Kontinua) tat-
séchlich der Fall ist. Es werden zunichst in den Abschnitten IT, ITT
und IV einige topologische S#tze iiber im kleinen zusammenhin-
gende Kurven bewiesen, auf Grund deren dann in Abschnitt V
die Konstruktion der konvexen Metrik durchgefiihrt wird.

§ 2. Wir verwenden folgende Bezeichnungen:

A abgeschlossene Hiille von A.
d(4) Durchmesser von A.
B(4) Begrenzung von A.

0 die leere Menge.

1) K. Menger, Uniersuchungen iiber allgemeine Metrik, Math. Ann. 100
(1928), p. 81. - ‘ o
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A-B. Durehschnitt von 4 und B. :

A—B Differenz von 4 und B, d.i. die Menge aller Punkre von 4,
die nicht zu B gehoren.

"~ ACB A ist Teilmenge von B.

r{a,b) Abstand der Punkte o und b.

Lim sup M; Menge aller Punkte, deren jede Umgebung mit un-
endlich vielen Mengen der Folge M; Punkte gemein hat.

Liminf M; Menge aller Punkte, deren jede Umgebung mit fast
allen Mengen der Folge M; Punkte gemein hat.

DenBegriff des Limes superior wollen wir auch bei einem System
von endlich vielen Mengen anwenden, und zwar sei dann Lim sup =0.

Wir werden héufig Mengensysteme zu betrachten haben, bei
denen es ungewiss ist, ob sie aus endlich oder aus abzdhlbar un-
endlich vielen Mengen bestehen. Wir wollen die Mengen eines
solchen Systems stets durch einen beigefiigten Index bezeichuoen,
der je nachdem, ob es sich um ein endliches oder unendliches System
handelt, die Werte 1,2,... bis zu einer bestimmten endlichen Zahl
annimmt oder alle natiirlichen Zahlen durchliuft. Ist etwa My, M,,...
ein solches Mengensystem, so ist es also ungewiss, ob M, fiir simtliche
natirlichen Zahlen 4 definiert ist oder nur fiir alle Werte von 4,
die unter irgend einer endlichen Schranke liegen. Wenn wir nun
einen Satz iiber ,alle® Mengen M, aussprechen oder das Sym-
bol ;‘M ; verwenden, so ist stets gemeint, dass der Index ¢ alle Werte

durchljuft, fir welche M; definiert ist. Dementsprechend bedeutet
etwa ) M, dass die Summe ) iiber alle diejenigen Werte von i zu

>4y .
erstrecken ist, welche grosser als 4, sind und fiir welche M; definiert
ist. Sollte es keinen solchen Wert von ¢ geben, so sei , M;=0.
A >
IL. Ein Zerlegungssatz fiir im kleinen zusammenhiingende
Kurven.

§3. Der unseren Betrachtungen zu Grunde liegende Raum
K sei im folgenden stets eine im kleinen zusommenhdingende Kurve.

Wir beweisen zunichst einige spiter zu verwendende topo-
logische Satze.

‘ Satz 1. Bs sei O eine zusammenhingende offene Menge und A
eine abgeschlossene Menge, die mit O einen nmicht leeren Durchschwitt
hat. Dann hat jede Komponente von O—A eimen Haufungspunkt in A.
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Beweis. O0—A ist offen und daher sind auch alle Kompo-
nenten von O—A offen, da der Raum zusammenhingend im kleinen
vorausgesetzt ist, Wegen O-44=0 ist nun jede Komponente von O—4
echter offener Teil von O und somit wegen des Zusammenhanges
von O nicht in O abgeschlossen und muss also einen Hiufungspunkt
in A haben. :

Sate 2. Ist O eine zusammenhingende offene Menge und A
eine in O enthaltene abgeschlossene Menge, so 1ist der Limes superior
der Komponenten von O—A Teilmenge von A.

Beweis. Ist A leer, so ist der Satz trivial. Fiir den Fall 40
fithren wir den Beweis indirekt. Angenommen, der Limes superior
der Komponenten von O—A enthielte einen nicht zu 4 gehﬁrend:en
Punkt p. Dann konnen wir aus den Komponenten von 0—4 eine
Folge 01,0s,...,0n,... derart herausgreifen, dass p zu Liminf O,
gehort. Setzen wir Lim sup Or=L, s0 ist L auf Grund des Satzes
von Zoretti zusammenhingend. Aus Satz 1 ergibt sich ferner,
dass L mit A einen Punkt gemein haben muss, und schliesslich
folgt aus der Offenheit der Komponenten von O—A4, dass L zu
O—A fremd und somit L-O=L-A4 ist. L wére also eine zusammen-
hingende abgeschlossene Menge, welche mit der offenen Menge O
einen nicht leeren abgeschlossenen Durchschnitt hat. Dann miisste
I ganz in O enthalten sein, wihrend L den Punkt p enthilt, der als
Punkt von L nicht zu O—A gehort und nach Annahme nicht zu A
gehort, also ausserhalb O liegt.

_ Definition I. TUnter einem Normalstiick verstehen wir die
abgeschlossene Hiille einer nicht leeren zusammenhingenden offe-
nen Menge mit hochstens nulldimensionaler Begrenzung.

Satz 3. Zwei Punkte eines Normalstiickes konnen durch einen
Bogen verbunden werden, der bis auf die Endpunkte ganz tm Innern
des Normalstickes liegt.

Der Satz folgt unmittelbar aus einem Satz von Whyburnt),
wonach unter den Voraussetzungen von Satz 3 jeder Punkt der
Begrenzung aus dem Innern durch Bogen erreichbar ist, d.h. mit
einem inneren Punkt durch einen Bogen verbunden werden kann,
der bis auf den einen in der Begrenzung liegenden Endpunkt ganz
im Innern verliduft.

1y G. T. Whyburn, 4 generalized notion of accessibility, Fund, Math. 14
{1929), p. 315, Corollar.
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§ 4. Dejinition I1, Unter einer halbnormalen Zerlegung 3
eines Normalstiickes S verstehen wir ein System von endlich oder
abzihlbar unendlich vielen Normalstiicken S;,8,,..., welches die
folgenden vier Forderungen erfiillt:

1. 8=2'8.

2. Zwei verschiedene Sticke S; und S, haben miteinander
héchstens Begrenzungspunkte gemein.

3. D'B(8,) ist hichstens nulldimensional.
i
4. B(8)-Lim sup 8;=0.

Wir nennen diejenigen Stiicke von 3, welche mit B(S8) Punkte
gemein haben, Randstiicke von 3, alle andern Stiicke nennen wir
innere Stiicke von 3. Die abgeschlossene Hiille der Summe aller
inneren Stiicke heisse das Zentrum von 3 und werde mit Z(3)
bezeichnet. Wegen Forderung 4 ist Z(3)-B(8)=0 und daher das
Zentrum im offenen Kern von S enthalten. Die nach Forderung 3

hochstens nulldimensionale Menge ZB(&) bezeichnen wir mit B(3).

Aus Forderung 4 folgt unmittelbar:

Satz 4. Eine halbnormale Zerlegung enthilt nur endlich viele
Randstiicke.

Zufolge Satz 4 kann man die Stiicke einer halbnormalen
Zerlegung 3 derart anordnen, dass zuerst die Randstiicke kommen.
Eine soleche Anordnung nennen wir eine normale Anordnung der
halbnormalen Zerlegung 3.

Definition IT'. Ist ¢ eine positive Zahl, so verstehen wir
unter einer halbnormalen e-Zerlegung eines Normalstiickes § eine
halbnormale Zerlegung von S, deren Stiicke samthch einen kleine-
ren Durchmesser als ¢ haben.

Satz 5. Ist 8 ein Normalstiick, O dessen offener Kern und A.
eine zur Begrenzung von S fremde hichstens nulldimensionale ab-
geschlossene Menge, so bilden die abgeschlossenen Hillen der Kom-
ponenten von O—A eine halbnormale Zerlegung von 8.

Beweis. BEs seien §8,8,,... die abgeschlogsenen Hiillen der
(endlich oder unendlich vielen) Komponenten von O—A4. Wir

zeigen, dass fiir die §; die vier Forderungen von Definition II
erfiillt sind.
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Forderung 1 folgt daraus, dass 4 als hochstens nulldimen-
sionale abgeschlossene Menge in O nirgends dicht ist und somit 0—A
in O, und daher in § dicht ist.

Forderung 2 ergibt sich unmittelbar aus del Definition der 8,

Forderung 3. Die Komponenten von O—4 sind simtlich offen

und daher 2B(§5 7z O0—A fremd. Nun ist
8=0-+B(8)=(0—A4)+B(8)+4-8;

folglich YB(8)CB(S)+A4. Die Mengen B(S) und A sind beide
i

abgeschlossen und héchstens nulldimensional, also ist B(S8)4+A

und Z‘B(B_’J ebenfalls héchstens nulldimensional.

Forderung 4: Weil A-B(S) leer ist, ist A-O abgeschlossen.
Wir kénnen daher auf O und A:-0 den Satz 2 anwenden, woraus
Forderung 4 folgt.

Die- 8; sind definitionsgemiéss abgeschlossene Hiillen nicht
leerer zusammenhingender offener Mengen, deren Begrenzung
wegen Forderung 3 hiochstens nulldimensional ist. Die §; sind daher
samtlich Normalstiicke (Definition I), womit Satz 5 vollstindig
bewiesen ist.

Satz 6. Ist S ein Normalstick, so gibt es fir jedes e>0 eine
halbnormale e-Zerlegung von S.

Wir schicken dem Beweise folgenden Hilfssatz voraus:

Hilfssatz. Ist A eine nulldimensionale abgeschlossene Menye,
so gibt es in jedem Punkt p eine Umgebuny, deren Begrenzung null-
dimensional und 2w A fremd ist und deren Durchmesser kleimer ist
als eine beliebige positive Zahl .

Beweis. Da der zu Grunde gelegte Raum eine Kurve ist, gibt
es in jedem Punkt beliebig kleine Umgebungen mit nulldimensio-
naler Begrenzung. Gehért nun der Punkt p nicht zur Menge A4,
so ist die Behauptung trivial, denn wegen der Abgeschlossenheit
von A ist in diesem Fall die Begrenzung jeder hinlénglich kleinen
TUmgebung zu A fremd.

Um nun den Hilfssatz fiir den Fall zu beweisen, dass p ein
Punkt der Menge A ist, nehmen wir mit 4 folgende Zerlegung vor.
Bs sei A=At...4,, wobel die Mengen Aj,...,A4, abgeschlossen
und paarweise fremd sein und einen kleineren Durchmesser
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als /3 haben mogen. Da A nulldimensional und abgeschlossen |

ist, ist eine solche Zerlegung stets moglich. BEs sei nun etwa A4,
derjenige Teil, welcher den Punkt p enthilt. Da die Mengen
Ay, Asy .. An samthch abgeschlossen sind, hat 4, von allen anderen
Mengen 4; einen positiven Abstand, wir kénnen also jedem Punkt ¢
von A, eine Umgebung U(g) derart zuordnen, dass:

(1) die abgeschlossene Hiille U(g) zu allen von A, verschie-
denen Mengen fremd ist,
(2) U(q) einen kleineren Durchmesser als /3 hat,

(3) die Begrenzung B(U(¢)) nulldimensional ist.

Nach dem Borelschen Theorem konnen wir ferner aus den
Umgebungen U(g) endlich viele herausgreifen, welche die ganze
Menge A, iiberdecken. Die Vereinigung dieser endlich vielen TUm-
gebungen stellt nun eine Umgebung dar, wie sie in unserem Hilfs-
satz verlangt wird, denn sie hat als Vereinigung endlich vieler Mengen
mit nulldimensionaler Begrenzung selbst eine nulldimensionale
Begrenzung, hat ferner wegen d(4;)<e/3 und d(U(q))<e/3 einen
kleineren Durchmesser als ¢ und hat schliesslich eine zu A fremde
Begrenzung, denn sie enthilt 4, im Innern und ihre abgeschlossene
Hiille ist zu allen andern Mengen 4; fremd.

Nun gehen wir an den Beweis von Satz 6. Wir bezeichnen
den offenen Kern von 8 mit 0. Um eine halbnormale e-Zerlegung
von § erhalten, haben wir nach Satz5 eine abgeschlossene hoch-
stens nulldimensionale Menge A4 anzugeben, fiir welche A4-.B(S)
leer ist und alle Komponenten von O0—A einen Durchmesser <e
haben.

Zu diesem Zwecke ordnen wir jedem Punkt p von 8 eine
Umgebung U(p) zu, welche einen kleineren Durchmesser als &
hat und deren Begrenzung nulldimensional und zu B(S) fremd ist.
Nach dem eben bewiesenen Hilfssatz gibt es in jedem Punkt solche
Umgebungen, denn B(S) ist nach Definition I héchstens null-
dimensional. Nach dem Borelschen Theorem kénnen wir nun aus
diesem Umgebungssystem endlich viele Umgebungen derart her-
ausgreifen, dass ganz § von ihnen iiberdeckt wird. Die Summe
der Begrenzungen dieser endlich vielen Umgebungen ist dann eine
nulldimensionale abgeschlossene Menge der gewiinschten Art.
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IIl. Siitze iiber halbnormale Zerlegungen.

§ 5. Wihrend dieses ganzen Abschnittes bedeute 3 eine halb-
normale Zerlegung eines Normalstiickes §. Die Normalstiicke, aus
denen die Zerlegung besteht, seien 8;,8,,... Der offene Kern von §
méoge O, die offenen Kerne der Stiicke S; mogen O; heissen.

Satz 7. Lim sup 8;C B(3).

Beweis. Es sei p ein Punkt von Lim sup 8. Da B(3) ab-
geschlossen ist, gentigt es zu zeigen, dass in jeder Umgebung von p
Punkte von B(3) liegen. Wir konnen uns hiebei auf zusammen-
hingende Umgebungen von p beschrinken, denn wegen des Zusam-
menhanges im kleinen ist in jeder Umgebung eine zusammenhin-
gende Umgebung enthalten.

Es sei also U(p) eine zusammenhingende Umgebung von p.
Da p zu Lim sup 8; gehort, hat U(p) mit unendlich vielen Stiicken §;
Punkte gemein. Andererseits ist U(p) in keinem dieser Stiicke ganz -
enthalten, denn p kann zufolge Definition IT, Forderung 2, nicht
im Innern eines Stiickes §; liegen. Als zusammenhingende Menge
muss daher U(p) mit der Begrenzung unendlich vieler Stiicke 8;
Punkte gemein haben und somit Punkte von B(3) enthalten.

Satz 8. 8S=B(3)+2 0.
i
Beweis. Nach Definition II, Forderung 1, ist
8 =2 81= 28+ Lim sup S,

und daher nach Satz 7 S=B(3)+28. Ferner ist

8;=0;+B(8S)CO;+ B(3) -
und somit tatsdchlich 8 = B(3)-+ E 0;.
Satz 9. Eine Teilmenge M won S, die mit jedem Stick 8;

einen hochstens nulldimensionalen Durchschwitt hat, ist hochstens null-
dimensional.

Beweis. Es ist zufolge Satz 8
M=M-8=M- (B —f—ZSi =M-B(3)+2M-8;.
i

B(3) ist nach Definition IT, Forderung 3, hdchstens nulldi-
mensional, M.S; nach Voraussetzung hochstens naolldimensional.
M ist somit als Summe abzihlbar vieler in M abgeschlossener
nulldimensionaler oder leerer Mengen hochstens nulldimensional.
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Satz 10. Fir jede positive Zahl 6 ¢ibt es nur endlich wviele
Stiicke S;, deren Durchmesser grosser als & ist.

Beweis. Gibe es unendlich viele Stiicke §;, deren Durehme.sser
iiber einer positiven Schranke liegt, so kénnte man aus diesen
Stiicken eine Teilfolge herausgreifen, deren Limes inferior minde-
stens zwei Punkte hitte und deren Limes superior daher (nach
dem Satz von Zoretti) ein mehrpunktiges Kontinuum wire.
Dies ist aber nicht moglich, denn nach Satz 7 ist Lim sup §; in
der hochstens nulldimensionalen Menge B(3) enthalten.

Satz 11. Wird mit jedem Stiick S; der Zerlegung 3 eine halb-
normale Zerlegung 3; vorgenommen, welche aus den Normalstiicken
8ity Big, ... bestehen moge, so bildet die Gesamtheit aller Stiicke Six
wieder eine halbnormale Zerlegung 3* von 8 und es ist B(3)CB(3*).

Beweis. Man sieht unmittelbar, dass die Forderungen 1 und 2
von Definition IT fiir 3* erfiillt sind. Fiir die beiden letzten For-
derungen ergibt sich der Beweis folgendermassen:

Forderung 3: Es ist

B(3")=2'B(8ix)=2B(3)=2B(3:) + Lim sup B(3,).
Nun ist B(3;) CS; und daher nach Satz 7 Lim sup B(3;)CB(3).
Also ist B(3*) enthalten in der Menge 23(3 HB(3), welche als

Summe abzihlbar vieler abgeschlossener h(‘jlehstens nulldimensionaler
Mengen hochstens nulldimensional ist.

Forderung 4: Es ist Limksup Six (d.i. der Limes superior
aller Stiicke S;; fir festes ¢ und variables k) C2'§;,CS..
. k

ist wegen Forderung 4 von Definition TI, angewandt auf i
B(S,-)-leksup 8:#=0, also ist Lim sup 8;; im Innern von S, und
k

somit wegen 8;CS auch im Innern von § enthalten. Es ist daher
B(S)-Lim sup S;x=0.

Ferner

Ein Punkt p des Limes superior aller Stiicke S;, von 3*
gehort nun -entweder zu Lim sup S fiir irgend einen Index i oder

er ist Punkt von Lim sup S; und gehort also in keinem Fall zu B(S).

Es bleibt noch die zweite in Satz 11 ausgesprochene Be-
hauptung zu beweisen, dass B(3)CB(3*) ist. Wie aus Satz 8
hervorgeht, ist B(S;)CB(3;) fiir jede halbnormale Zerlegung 3,

und daher
= 2B(8)C YB(3 Z(ZB (81))=2B(S14)=B(3")
(auf Grund der allgemelngulmgen Beziehung ZA,WZ'A
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Satz 12. Es sei B(3) zerspalten in zwei zucinander fremde
abgeschlossene Mengen A, und A, und es sei O ein im kleinen zu-
sammenhingendes Kontinwum, welches mit A, und mit A, einen
nicht leeren Durchschnitt hat. Dann gibt es einen in O liegenden
Bogen B, der ebenfalls mit A, und mit A, einen nicht leeren Durch-
sehnitt hat und der gamz in einem Stick S; enthalten ist.

Beweis. Bs sei p, ein Punkt von -4, und p, ein Punkt von
0-A,. Da O zusammenhingend im kleinen ist, konnen die Punkte
p, und p, durch einen in C liegenden Bogen B* verbunden werden.
Da nun A, und 4, zwei zueinander fremde abgeschlossene Mengen
gind, so muss es in B* einen Teilbogen B geben, dessen einer End-
punkt in 4, und dessen anderer Endpunkt in 4, liegt und der bis
auf die Endpunkte fremd zu A4,+A4,=B(3) ist. Dieser Bogen B
ist ganz in einem Stiick S; enthalten, denn er enthilt ausser seinen
Endpunkten keinen Punkt von B(3) und somit keinen Begren-
zungspunkt eines Stiickes S

§ 6. Definition ILI. Bine Menge M heisse holomwph bezilg-
lich der halbnormalen Zerlegung 3, wenn:

1. M Teilmenge von S ist,

9. Fir jedes Stick 8; der Zerlegung 3 der offene Kern O
entweder Teil von M ist oder zu M fremd dst.

Wir lassen den Zusatz ,beztiglich der halbnormalen Zerle-
gung 3“ in diesem Abschnitt weg, da wir hier stets die wihrend
des ganzen Abschnitts betrachtete halbnormale Zerlegung 3 im
Auge haben.

Holomorphe Mengen sind insbesondere die leere Menge, das
ganze Stick S und die Sticke 8.

Wir stellen im folgenden eine Relhe von spéter zu verwendenden
Sitzen iiber holomorphe Mengen zusammen, deren Beweis sich
zum Teil unmittelbar aus der Definition ITI erglbt

Satz 13, Der offene Kern einer holomorphen Menge ist holo-
morph.

Satz 14. Die abgeschlossene Hﬁlle einer holomorphen Menge
ist holomorph.

Satz 15. Die Summe holomorpher Mengen ist holomorph.

Fundamenta Mathematicas. T, XXXI. 19 -
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Satz 16, Die Differenz zweier holomorpher Mengen ist holomorph.

Satz 17. Die Komponenten einer holomorphen Menge sind
holomorph. ‘

Satz 17 folgt daraus, dass die Stiicke §; Normalstiicke und
daher die offenen Kerne O; zusammenhingend sind (Definition I).

Satz 18. :Die Begrenzung einer holomorphen Menge ist Teil
von B(3).

Beweis. Bin Begrenzungspunkt einer holomorphen Menge karn
nicht in einem der offenen Kerne O; liegen und gehort daher nach
Satz 8 zu B(3J).

Satz 19. Ist A eine abgeschlossene holomorphe Menge und
8; ein Stilck von 3, das mit A einen nicht nulldimensionalen oder
leeren Durchschnitt hat, so ist 8; Teil von A.

Beweis. Da die Begrenzung von §; héchstens nulldimensional
ist, enthiilt der Durchschnitt A.S8; Punkte des offenen Kernes 0;
und es ist daher O;, und wegen der Abgeschlossenheit von A
auch §; Teil von A.

Satz 20. Ein holomorphes Kontinuum ist zusammenhdingend
im kleinen.

Beweis. Da der Raum zusammenhingend im kleinen ist,
ist jede Menge in allen inneren Punkten zusammenhingend im
kleinen. Nun ist nach Satz 18 die Begrenzung einer holomorphen
Menge hochstens nulldimensional, und daher ist ein holomorphes
Kontinuum in allen Punkten zusammenhingend im kleinen, denn
sonst miissten die Punkte, in denen kein Zusammenhang im klelnen
besteht, ein mehrpunktiges Kontinuum enthalten ?).

Satz 21. Ist M eine holomorphe Menge, so ist M—B(3) gleich
der Summe aller in M enthaltenen offenen Kerne O,

Beweis. Wir zeigen zunichst, dass fiir jeden offenen Kern 0,
der Durchschnitt B(3)-0; leer ist. Bs ist nimlich 81 0=0 fiir i==j
nach Definition IT, Forderung 2; folglich, da die Stiicke S, entweder
abgeschlossen oder offen sind, B(S;)-0,=0 fir t%=4. Da nun O,

1) Vgl. C. Kuratowski, Quelques propriéids topologiques de la droite, Fund.
Math. 8 (1922), S. 60—61. i
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offen ist, ist auch B(S;)- 0;=0 und somit ZB (8)- 0;=0 und schliesslich,
wieder wegen der Offenheit von 0, B 01==Z,B (8))-0;=0.

Hieraus folgt nun, dass B(J) und daher auch M—B(3) bolo-
morph ist (Satz 16). Bs ist nun ferner M—B(3) zufolge Satz 8 Teil
von 201 und daher Summe gewisser Mengen O;.

Satz 22. FHin holomorphes Kontinuum ist die abgeschlossene
Hiille der Summe aller in ihm enthaltenen Stiicke S;.

Beweis. Ist ¢ ein holomorphes Kontinuum, so ist nach Satz 21
(C—B(3) die Summe aller in C enthaltenen offenen Kerne O;. Da
nun B(3) als hoéchstens nulldimensionale Menge in ¢ nirgends
dicht ist, so ist ¢ die abgeschlossene Hiille der Summe aller in ¢
liegenden Kerne O; und somit auch gleich der abgeschlossenen
Hiille der Summe aller in 0 enthaltenen Stiicke S;.

Satz 23. Ein zur Begrenzung von 8 fremdes holomorphes
Kontinuum liegt im Zentrum von 3.

Beweis. Ein zur Begrenzung von S fremdes holomorphes
Kontinuum ist nach Satz 22 die abgeschlossene Hiille der Summe
gewisser innerer Stiicke von 3 und liegt somit im Zentrum von 3.

Satz 24. Es sei £ ein System von endlich oder abzdhlbar
unendlich vielen holomorphen Normalsticken H,, H,,..., fir welches
die beiden folgenden Voraussetzungen erfallt sind:

(1) SH=5.

(2) Zwei wverschiedene Stiicke H, wund Hj haben hochstens
Begrenzungspunkte miteinander gemein.

Dann ist § eine halbnormale Zerlegung von 8.

Beweis. Wir haben zu zeigen, dass die vier Forderungen
von Definition IT erfiillt sind.

Forderung 1 und 2 sind gleichlautend mit den beiden Voraus-
setzungen (1) und (2). Forderung 3 folgt aus Satz 18. Forderung 4
schliesslich ergibt sich folgendermassen. Nach Satz 22 ist jedes
Stiick H; die abgeschlossene Hiille der Summe gewisser Stiicke
von 3, und wegen Voraussetzung (2) enthalten zwei verschiedene
Stiicke von H; und H, lauter verschiedene Stiicke von 3. Es ist
daher Lim sup H; enthalten in Limsup 8; und somit zu B(S) fremd.
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Satz 25. Ist C ein holomorphes Kontinuum und sind a und b
zwei Punkte von C, so gibt es einen in C liegenden a und b verbin-
denden Bogen B*, dessen Durchschnitt mit irgend einem Stick S;
von 3 entweder ein Bogen oder mulldimensional ist.

Beweis. Nach Satz 20 ist ein holomorphes Kontinuum zu-
sammenhingend im kleinen, es konnen also die Punkte ¢ und b
durch einen in ¢ liegenden Bogen B verhunden werden.

Zufolge Satz 9 muss es mindestens ein Stiick der Zerlegung 3
geben, welches mit B einen nicht nulldimensionalen oder leeren
Durchschnitt hat. Bs sei n, der kleinste Index, fiir welchen B-8§,,
nicht nulldimensional oder leer ist, es mogen also die. Stiicke
81,...;8n—1 mit B einen héchstens nulldimensionalen Durchschnitt
haben, wihrend S, mit B Teilbégen gemein hat.

BEs sei nun B; der grosste Teilbogen von B, dessen beide
Endpunkte in 8, liegen. Einen solchen muss es geben, da die
Stiicke 8; abgeschlossen sind. Den aus B, durch Tilgung der beiden
Endpunkte entstehenden offenen Bogen bezeichnen wir mit I,.
Ferner setzen wir B—I,=R,.

‘Wenn B, echter Teil von B ist, so ist E; nicht nulldimensional
und wir konnen wieder nach Satz 9 schliessen, dass es einen klein-
sten Index n, geben muss, fiir welchen R;-8, nicht nulldimensional
oder leer wird. Da ferner R, und somit R;-8, abgeschlossen ist, so
gibt es in diesem Fall einen grossten Teilbogen von B, dessen beide
Endpunkte in R;-8,, liegen. Wir bezeichnen diesen grossten Teil-
bogen mit B,. Der durch Tilgung der Endpunkte aus B, entstehende
offene Bogen heisse I,, die Menge B-—(I;+I,) hezeichnen wir
mit R,.

In dieser Weise fahren wir fort. Sind die Indizes n1,Ma, ..., Mp—i
und die Bogen By, By, ..., By, schon definiert, und ist B4=B1+...-~Bj—1,
0 definieren wir n, und B; folgendermassen: n, ist der kleinste
Index, fiir welchen Rj—;-S,, nicht nulldimensional oder leer ist. Hiebei
ist Rpq=B—(Ii+...4-Ir—4) und I; der aus B; dvurch Tilgung der
Endpunkte entstehende offene Bogen (j=1,...,k—1). Dann wird By
definiert als der grosste Teilbogen von B, dessen beide Endpunkte
in Ry -8, liegen.

Unser Definitionsverfahren bricht ab, wenn fir irgend einen
Index ¥ B=Bi+...+B; und somit R, nulldimensional wird. An-
dernfalls erhalten wir eine unendliche Folge von Bogen By,...,By,...

icm

Konvexifizierungssate 293

Das Bogensystem By, By,..., welches, wie wir gesehen haben,
aus endlich oder unendlich vielen Bogen bestehen kann, bezeichnen
wir mit B. Wir wollen nun iiber dieses System eine Reihe von
Hilfssidtzen ableiten. Um den Fall k=1 nicht immer gesondert
behandeln zu miissen, setzen wir B=R,. Die im folgenden ausge-
sprochenen Sitze gelten dann fiir jeden Index %, fiir den n, und B,
definiert sind. _

Hilfssatz a. Zwei Bigen By wnd B; des Systems B sind
entweder bis anf die Endpunkte fremd oder einer ist Teil des anderen.

Beweis., Ist etwa k<j, so ist K., fremd zu I, und die End-
punkte von Bj, welche definitionsgemiss der Menge R, angehéoren,
liegen nicht im Innern der Bogens B,. Algo ist entweder B, Teil
von B; oder die beiden Bigen haben héchstens einen Endpunkt
gemein. :

Hilfsatz b, Ly 1~H,,,{CB;,.

Beweis. B, ist definitionsgemiiss der grosste Teilbogen
von B, dessen beide Endpunkte in Ry- 8, liegen.

Hilfssatz ¢. Der Durchschnitt Ry Sn, ist Teil der aus den
beiden HEndpunkien von By bestchenden Menge Byp—Iy.

Beweis. Aug der Definition von R, geht hervor, dass Ry I,
leer ist. Nun ist ferner R,CR,.; und daher Ry-8,,CRy—1-8,,CBs
(Hilfssatz D). Folglich ist By 8,,CBr—I,.

Hilfssatz A, He ist np>np—y (filr k>1).

Beweis. ny ist definitionsgemiss der kleinste Index, fiir wel-
chen 8y, I, 4 nicht nulldimensional oder leer wird. Wegen Ry CRy—
folgt hieraus mp>ny-q. Anderseits ist mpd=mp—1, denn es ist
Rjp—1:8n,_, nach Hilfssatz ¢ hochstens nulldimensional. Also ist
N> gt -

Es sei B der Durchschnitt aller Mengen Rj;. Dann gilt

Hilfssatz e. R st nulldimensional.

Beweis. Boesteht das System B nur aus einer endlichen
Anzahl n von Bogen, so ist R=R, und R, ist nulldimensional,
denn sonst wirde unser Verfahren nicht beim n-ten Schritt ab-

brechen und B bestinde aus mehr als n Bogen.
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Ist jedoch das System B unendlich, so wichst die Folge
N4y oeey Mgy ... 108 unendliche (Hilfssatz d). Bs gibt daher fiir jedes
Stiick S; einen Index k derart, dass meys>§ und somit RS,
hochstens nulldimensional wird. Daraus folgt, dass B mit jedem
Stiick S§; einen hoechstens nulldimensionalen Durchschnitt hat und
daher nach Satz 9 nulldimensional ist.

Hiltssatz f. Falls das System B aus unendlich vielen Bdgen
besteht, ist lim d(By)=0.
koo

Beweis. Die Endpunkte von By liegen in S”k‘ Die Indizes ny
bilden nach Hilfssatz d eine wachsende Folge, es konvergieren
daher mit Riicksicht auf Satz 10 die Absténde der Endpunkte und
somit auch die Durchmesser von B, mit wachsendem % gegen Null,
da die Bogen B, simtlich Teilbogen des Bogens B sind.

Wir wollen einen Bogen des Systems B, der in keinem anderen
Bogen von B als echier Teil enthalten ist, einen Mawimalbogen
nennen. Beziiglich der Maximalbogen gilt

Hilfssatz g. Jeder Bogen des Systems B ist Teil eines Maawi-
malbogens.

Beweis. Ein Bogen, der nicht selbst schon Maximalbogen
ist, ist echter Teil eines anderen Bogens aus B. Dieser ist wieder
entweder selbst Maximalbogen oder echter Teil eines dritten Bo-
gens usw. Hiebei miissen wir nach endlich vielen Schritten auf
einen Maximalbogen kommen, denn sonst gibe es eine monoton
wachsende Folge von Bogen des Systems B, was nach Hifssatz £
nicht moglich ist.

Es sei nun B’ das aus allen Maximalbogen von B bestehende
Bogensystem. Die Bogen des Systems B’ seien die Bogen B, Bu,...,
welche alle von einander verschieden sein mogen. Das heisst, dass
wir von mehreren gleichen Maximalbiogen des Systems B immer
nur einen in das System B’ aufnehmen. Fiir das System B’ gelten
die beiden folgenden Hilfsssitze:

Hilfssatz h. Zwei Bigen aus B' haben hichstens einen End-
punkt mit einander gemein.

Der Beweis folgt aus Hilfssatz a und aus der Definition des
Maximalbogens. ‘
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Hilfssatz i. B=R+2I,,.
i

Beweis. By ist B=Ry+Ii+...4-I; und daher B=R-- 3T, Nach
Hilfssatz g ist nun jeder Bogen B, in einem Maximalﬁogen By,
enthalten und somit auch jeder offene Bogen I, Teil eines offenen

Bogens I,,,. Also ist %'IkC%‘Imj und daher B=R—|~ZImj. Wir

bemerken, dass diese Gleichung auf Grund von Hilfséa,tz h eine

Zerspaltung von B in lauter fremde Summanden darstellt.

Die beiden Endpunkte irgend eines dem System B’ angehs-
renden Bogens B, liegen in Sﬂmj , wir konnen daher anf Grund
von Satz 3 die Endpunkte von ij durch einen Bogen B}, ver-
binden, der bis auf die Endpunkte ganz im Innern von 8, liegt.
Den aus B;“nj durch Weglassen der beiden Endpunkte entstehenden
offenen Bogen bezeichnen wir mit I;;;j.

Wir sind nun imstande, einen Bogen B* anzugeben, wie er im
Sabz 25 verlangt wird. Da nach Definition II, Forderung 2, die
offenen Kerne O; paarweise fremd sind, so sind auch die darin
gelegenen. offenen Bogen I, paarweise fremd. Ferner ist fiir den
Fall einer unendlichen Anzahl von Bogen Bm/ zufolge Satz 10
ﬂ{l d(B;;zj)—:(). Wenn wir daher alle Teilbogen .ij von B durch

die Bogen ij ersetzen, o erhalten wir aus B mit Riicksicht auf
Hilfssatz i wieder einen die Punkte o und b verbindenden Bogen
B*, von welchem wir boweisen wollen, dass er die in Satz 25 ge-
forderten Rigenschaften hat.

Wir zeigen zuniichst, dass B* in (' liegt. Definitionsgemigs
hat jedes Stiick S,, mit dem Bogen B und folglich anch mit ¢
einen mnicht nulldimensionalen Durchschnitt. Da € holomorph
vorausgesetzt war, so liegh nach Satz 19 jedes Stick Sy, und somit
auch jeder Bogen B;';,,j in ¢. Also liegt auch der Bogen B* in €.’

Nun haben wir zu zeigen, dass der Durchschnitt irgend eines
Stiickes &; mit B* entweder nulldimensional oder ein Bogen ist.
Wir betrachten zuniichst ein Stiick §,, welches unter den Stiicken
Snml,AS'nmu,.‘. nicht vorkommt, und zeigen, dass dann B*.§; null-
dimensional ist. Aus Hilfssatz i folgt nfimlich B*=R+Zj'1*j. Nun
liegen die offenen Bigen I;‘;bj im Innern der Stiicke Snmj und. sind
daher zu §; fremd.
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Algo ist B*.8; Teil von B und somit nach Hilfssatz e null-
dimensional. :

Es bléibt nun nur noch der Durchschnitt von B* mit den
Stiicken Snmj zu untersuchen. Iig ist

S B =8y, + (Rt ,Z T) =S, B+I5, .

Nach Hilfssatz ¢ ist Snmj-R Teil der aus den beiden End-
punkten von B, bestehenden Menge. Die Endpunkte von B,
sind aber zugleich die Endpunkte von B;‘,‘@j und daher ist der Durch-
sehnitt Snmj-B* in- dem Bogen B;‘,,j enthalten. Wegen B,’;;jCSnmj
und By, CB* ist nun umgekehrt B,*,‘tjCSm"j-B*, somit also Sn,,,/-B*
glgich dem Bogen B,’;bj.

IV. Verschiirfung des in Abschnitt II bewiesenen
Zerlegungssatzes.

§ 7. Definition IV. Unter einer normalen Zerlegung eines
Normalstiickes S verstehen wir eine halbnormale Zerlegung 3 von 8,
welche die beiden folgenden Forderungen erfiillt:

1. Das Zentrum von 3 ist zusammenhingend.

2. Das Zentrum von 3 hat mit jedem Randstick von 3 einen
nicht leeren Durchschnitt.

Aus Forderung 2 folgt, dass das Zentrum einer normalen
Zerlegung nicht leer ist. Eine normale Zerlegung ist daher stets
eine echte Zerlegung, d.h. sie besteht nicht bloss aus dem zu zer-
legenden Stiick §, sondern aus mehreren echten Teilstiicken von S.
Daraus folgt, dass fiir eine normale Zerlegung B(3) nicht leer ist.

Wir wollen den zufolge Definition II, Forderung 4, stets
positiven Abstand zwischen der Begrenzung eines Normalstiickes S
und dem Zentrum einer normalen Zerlegung 3 von S die Rand-
breite von 3 nennen,

Da Z(3)=0 ist, so ist die Randbreite definiert, sobald B(8)==0,
4lso, da der Raum zusammenhéngend ist, stets dann, wenn § nicht
der ganze Raum ist. :

Definition IV'. Unter einer normalen e-Zerlegung verstehen

wir eine normale’ Zerlegung, deren Stiicke alle einen kleineren
Durchmesser als s haben.

Wir wollen nun den folgenden Satz beweisen, der eine Ver-
schirfung von Satz 6 darstellt.
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Satz 26. Ist S ein Normalstick, so gibi es fir jedes e>0 eine
normale e-Zerlegung von 8.

Hiltssatz a. Ist O eine zusammenhingende offene Menge und A
eine in O enthaltene abgeschlossene M enge, so gibt es eine positive
zahl o, so dass je swei Punkte von A durch einen in O liegenden Bogen
verbunden werden kimnen, dessen Abstand von B(0) grisser als o ist.

Beweis. Die Behauptung ist gleichbedeutend mit folgendem
Satz:

Lst p cim Punkt von A4, so gibl es eine positive Zahl o, so dass
jeder Punkt von A mit p durch einen in O gelegenen Bogen verbunden
werden kann, dessen Abstand von B(O) grosser als o ist.

Hiefiir fithren  wir den Beweis indirekt. Angenommen, es
giibe keine solehe Zahl 0. Dann miisste ey in A eine TFolge von
Punkten ¢y..., ¢, ... geben, so dass der Abstand jedes die Punkte P
und ¢, verbindenden Bogens von B(0) kleiner als 1/i ist. Hs sei
nun ¢ ein Hiulungspunkt dieser Punktfolge. Wegen der Abgeschlos-
senheit von 4 liegt g in 4 und somit in 0. Da 0 als zusammenhéin-
gende offene Menge eines im kleinen zusammenhingenden Raumes
bogenverkniipft ist, kann ¢ mit p durch einen in O gelegenen Bogen
verbunden werden. Der Abstand dieses Bogens von B(0) sei .
Wiihlen wir nun @ so, dass erstens 1/i<d/2 ist und zweitens q, 80
nahe an ¢ liegt, dass ¢, und ¢ dureh cinen Bogen von einem kleineren
Durchmesser aly 6/2 verbunden werden kdnnen, so gibt es einen q;
und p verbindenden Bogen, dessen Abstand von B(0) grosser als 1/i
ist, im Widerspruch zur Wahl des Punktes ¢,.

Auf Grund von Satz 6 kinnen wir mit § eine halbnormale
e-Zerlegung 3 vornehmen., 3 moge aus den Stiicken 8;,8,, ... bestehen.
Die zufolge Satz 4 endliche Anzahl der Randstiicke sei n.

Es sei nun 4 eine abgeschlossene Menge, welche:

(1) im offenen Kern von 8 enthalten ist,

(2) das Zentrum Z(3) enthils,

(3) mit dem offenen Xern eines jeden Stiickes 8; einen nicht
leeren Durchschnitt hat.

Man gieht ohne woeiteres, dasy es solche Mengen gibt, z. B. hiitte
eine aus dem Zentrum und je einem inneren Punkt eines jeden
Randstiickes von 3 bestehende Menge die verlangten Eigenschaften.
(Diege Menge ist abgeschlogsen zufolge Satz 4).
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A hat mit jedem Stiick von 3 einen nicht leeren Durchschnitt
und ist deshalb nicht leer, denn zufolge Definition II, Forderung 1,
muss J aus mindestens einem Stiick bestehen, weil § als Normal-
stiick nieht leer ist (Definition I). ,

Ferner ist nach Definition I der offene Kern von § zusam-
menh#éngend und wir kénnen daher (auf Grund von Hilfssatz a) eine
positive Zahl ¢ derart bestimmen, dass je zwei Punkte von 4 durch
einen in § gelegenen Bogen verbunden werden konnen, dessen
Abstand von B(S) grosser als o ist.

Wir nehmen nun mit jedem Stiick S; von 3 eine halbnormale
o-Zerlegung 3; vor, welche aus den Stiicken 8;1,8,2,... bestehen
mdge. Nach Satz 11 bilden die samtlichen Stiicke 8;; eine halb-
normale Zerlegung von 8§, welche 3* heissen mige. Fiir 3* gelten
die folgenden Hilfssitze:

Hilfssatz b. Jedes Stiick 8; ist holomorph bezilglich 3*.
Beweis. Es ist 8;=}'8;, (Definition II, Forderung 1). Die

k
Mengen 8, sind als Stiicke der halbnormalen Zerlegung 3* holo-
morph beziiglich 3*. Folglich ist nach Satz 15 und 14 §; holomorph
beziiglich 3*. .

Hilfssatz c. 4 ist Teil einer Komponente des Zentrums von 3*,

Beweis. Die Zerlegungen 3; sind sémtlich o-Zerlegungen, d.h.,
die Stiicke §;; haben einen kleineren Durchmesser als o. Bs liegt
folglich jeder Punkt, dessen Abstand von B(8) grosser als ¢ ist,
nicht in einem Randstiick von 3* und daher im Zentrum Z(3*),
denn 8 ist gleich der Summe aus den Randstiicken und dem Zentrum
von 3* (zufolge Definition II, Forderung 1, und Satz 4). Nun ist ¢
so gewihlt, dass je zwei Punkte von A durch einen in § liegenden
Bogen verbunden werden kinnen, dessen Abstand von B(S) grosser
als ¢ ist. Je zwei Punkte von 4 sind also durch einen in Z(3%)
liegenden Bogen verkniipft.

Wir bezeichnen die Komponente von Z(3*), welche die Menge 4
enthélt, mit C. Da 4 nicht leer ist, ist ¢ eindeutig definiert. Als
Komponente einer abgeschlossenen Menge ist abgeschlossen.
Ferner ist das Zentrum einer halbnormalen Zerlegung als abge-
schlossene Hiille der Summe gewisser Stiicke S, also holomorpher

Mengen, nach Satz 15 und 14 holomorph und es gilt daher zufolge
Satz 17 der
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Hilfssatz d. ¢ ist holomorph beziiglich 3*.

By seien Oy...,0, die offenen Kerne der Randstiicke von 3.
Wir zerlegen nun (110 Mengen 0;—( (i=1,...,n) in ihre Komponenten.
Die abgeschlosgenen Hiillen dieser Komponcnten bezeichnen wir
mit L1, Tip,... Fiir die T, gelten die beiden folgenden Hilfssitze:

Hilfssatz e. Die Mengen T, sind holomorph beziiglich 3*.

. Der Beweis ergibt sich aus Hilfssatz b und d auf Grund der
Sitze 13,16, 17 und 14.

Hilfssatz f. ch(w Tir hat mit C einen nicht leeren Durch-
schwitt.

Beweis. Wegen ACCO hat ¢ mit allen offenen Kernen 0;
einen Punkt gemein, also haben alle Komponenten von 0,—C
einen Idiufungspunkt in ¢ (Satz 1),

Hilfssatz g. Die T, sind similich Normalsticke.

Beweis. Die Mengen 0;—C sind offen und daher wegen des
Zusammenhanges im kleinen auch die Komponenten von 0,—C.
Die T, sind also abgeschlossene Hiillen zusammenhingender offe-
ner Mengen. Ferner folgt aus Hilfssatz ¢ und Satz 18, dass die
Begrenzung der T, hochstens nulldimensional ist. Die T, haben
also alle in Definition I verlangten Rigenschaften.

Nach diesen Vorbereitungen sind wir nun imstande, eine
normale e-Zerlegung N von S anzugeben, und zwar moge N aus
den folgenden Mengen bestehen:

19 auns allen T',,
2° aus denjenigen Stiicken S8, welche in ¢ enthalten sind.

Die Mengen des Systems N sind lauter Normalstiicke (Hilfs-
satz g) und haben alle einen kleineren Durchmesser als s, denn
jedes Stiick von M ist Teil eines Stiickes der e-Zerlegung 3.

Unser niichstes Ziel ist es nun zu zeigen, dass RN eine halb-
normale Zerlegung von § ist. Zufolge Hilfssatz e sind die T, und
somit alle Stiicke des Systems 3 holomorph beziiglich der Zerle-
gung 3* Wir wollen nun beweisen, dass die beiden Voraussetzungen
von Satz 24 fiir das System RN erfillt sind.

Voraugsetzung (1) ergibt sich folgendermassen:
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BEs ist Z(3)CACC und daher S—_—Z(3)+);IS,.=0+ZS,'=
== fe=id

=0+'21‘01=(W6g611 0=5)=(,’,‘—|—‘Z:0,-—0==0—|—ZT1,1,. Ferner ist ¢
als (}filfssatz d) holomorphes Klontinuum beziiglich 3* nach Satz 22
gleich der abgeschlossenen Hiille der Summe aller in ¢ enthaltenen
Stiicke Siz also Voraussetzung (1) von Satz 24 erfiillt.

Voraussetzung (2) von Satz 24 liuft darauf hinaus, dass alle
offenen Kerne paarweise fremd sind, da wir es durchwegs mit
Stiicken (abgeschlossene Hiillen offener Mengen) zu tun haben.
Nun waren die T;, definiert als die abgeschlossenen Hiillen der
Komponenten der Mengen 0;—C, diese Komponenten sind aber
als Komponenten offener Mengen in einem im Kleinen zusammen-
héingenden Raum selbst offen und sind daher die offenen Kerne
der Stiicke Tz welche wir mit U;, bezeichnen wollen. Die Men-
gen U,; sind also zu ¢ und daher zu allen der Zerlegung M an-
gehorenden Stiicken S, fremd. Ferner sind zwei Mengen Uy,
und U;; fir j=k fremd als verschiedene Komponenten von 0,—0,
und zwei Mengen U;, und U, fiir i==j sind fremd wegen 0;-0;=0
(Forderung 2 von Definition II, angewandt auf J). Schliesslich
erfiillen auch die Stiicke S;, (ebenfalls zufolge Forderung 2 von
Definition I, diesmal angewandt auf 3*) die Forderung (2) von
Satz 24, welche somit fiir alle Stiicke von  nachgewiesen ist.
N ist also eine halbnormale Zerlegung von S.

Zum Beweis, dass % normal ist (Definition IV), dient nun
Hilfssatz h. Jedes Stiick Ty ist ein Randstick von N.

Wir fithren den Beweis indirekt. Angenommen, eines der
Stiicke. T, wire kein Randstiick von R, so wire es nach Hilfs-
satz e und Satz 23 Teil von Z(3*). Da nun ¢ eine Komponente
von Z(3*) ist, so miisste also jenes Stiick entweder Teil von C oder
zu C fremd sein. Beide Fille sind jedoch nicht moglich, denn die
offenen Kerne der Stiicke T;, sind zu € fremd und anderseits
hat € mit jedem Stiick T, einen Punkt gemein (Hilfssatz f).

Da nun C als Teilmenge des Zentrums von 3* zur Begrenzung
von § fremd ist, sind die Mengen 7T';; bereits die simtlichen Rand-
stiicke von . Daraus ergibt sich unter Verwendung von Satz 22,
dass ¢ das Zentrum von % ist. Bs ist daher Forderung 1 und, zu-
folge Hilfssatz f, auch Forderung 2 von Definition IV erfiillt. R ist
also tatséichlich eine normale e-Zerlegung von §.
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V. Konstruktion einer konvexen Metrik
in einer im kleinen zusammenhiingenden Kurve.

§8. Wir gehen nun an die Konstruktion einer konvexen Metrik
in einer Dbeliebigen im kleinen zusammenhingenden Kurve K,
welehe der unseren Betrachtungen zu Grunde liegende Raum ist.
Wir wollen zu diesem Zweck zuniichst ein Netz immer feiner
werdender ineinandergeschachtelter normaler Zerlegungen durch
wiederholte Anwendung von Satz 26 in geeigneter Weise herstellen.

Bs sei 3 eine normale §-Zerlegung von K, welche aus den
Normalstiicken Sy, 8,,... bestehen maige. Die Anordnung der Stiicke
soi hier und bei allon im folgenden betrachteten Zerlegungen normal.
Die Zahl der Randstiicke von 3 sei n. Ferner setzen wir B(3)=B;.

B, ist eine nicht leere, abgeschlossene nulldimensionale Menge
(§ 7) und wir konnen daher B, in der folgenden Weise zerlegen:

B sei By= B} ...--B", wobei die Mengen B nicht leer, ab-
geschlossen und paarweise fremd sind und d(Bh < ist (i=1,2,...,m).
Ausgerdem sei m,>2, d.h. es soll eine wirkliche Zerlegung von B,
vorliegen.

Die Stiicke §; von 3 nennen wir im folgenden Sticke erster
Stufe, die Mengen. Bj(i=1,...,my) nennen wir die Begrenzungsteile
erster Stufe. Terner nennen wir ein solches Stiick erster Stufe,
welches mit zwei verschiedenen Begrenzungsteilen erster Stufe
einen nicht leeren Durchschnitt hat, ein Briickenstiick ersier Stufe.

Wir wollen zeigen, dass es mindestens cin Brickenstiick erster

m
. ‘ . 1 i
Stufe gibt. Zu diesem Zweck setzen wir Bij=.4; und 1Z;B1=A2' Dann

erfiillen 4, und A4, die Voraussetzungen von Satz 12. Indem wir
nun fiir das in Satz 12 betrachtete Kontinuum € den ganzen Raum K
wihlen, finden wir, dass es einen Bogen gibt, der mit 4, und mit 4,
einen nicht leeren Durchschnitt hat und ganz in einem Stick erster
Stufe liegt. Dieses Stiick hat daher ebenfalls mit 4, und 4, einen
nicht leeren Durchschnitt und ist somit ein Briickenstiick.

Je zwei Begrenzungsteile erster Stufe haben voneinander
einen positiven Abstand. Da es nun mindestens zwei, im ganzen
aber nur endlich viele Begrenzungsteile erster Stufe gibt, so muss
es unter ihrven gegenseitigen Abstinden einen Kkleinsten geben.
Diesen von Null verschiedenen kleinsten Abstand zweier Begrenzungs-
teile erster Stufe bezeichnen wir mit 4;,. Der -Durchmesser eines
jeden Briickenstiickes ist dann >6,. Hieraus folgt nach Satz 10,
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dass es nur endlich viele Briickenstiicke erster Stufe gibt. Da ferner
die Zerlegung 3 eine {-Zerlegung und somit d(8;)<i ist (Defini-
tion IV'), so folgt aus der vorhin bewiesenen Existenz eines Briicken-
stiickes erster Stufe, dass d, <% ist.

‘Wir nehmen nun mit jedem Stiick S§; eine normale 6,/2-Zer-
legung 3; vor. Die Stiicke von 3; seien 8;1,842,..., die Zahl der Rand-

stiicke von 3i sei m. Die Menge B(‘gil,tz)=$ B(3,) bezeichnen

wir mit B, Nach Satz 11 bilden die siimtlichen Stiicke §,
eine halbnormale Zerlegung von K und es ist daher B, nulldimen-
sional. Ferner ist nach Satz 11 B,CB,.

Da 3 eine normale Zerlegung ist, sind die Stiicke erster Stufe
sémtlich echte Teilmengen von K und es ist daher, weil 3; normale
Zerlegungen sind, fiir alle Zerlegungen 3; die Randbreite definiert (§7).
Da es nun mindestens ein, im ganzen aber nur endlich viele Briicken-
stiicke erster Stufe gibt, so muss es ein Briickenstiick §; geben,
fiir welches die Randbreite der mit ihm vorgenommenen Zerlegung 3;
ein Minimum wird. Diese kleinste Randbreite, welche also stets
eine positive Zahl ist, bezeichnen wir mit f;.

‘Wir zerlegen nun B, in 4hnlicher Weise wie B,. Wir setzen
B,=Bj+...+ By®, wobei die Mengen Bj nicht leer, abgeschlossen
und paarweise fremd sein mogen und d(B§)<inf (6,/4,p,) sei
(i=1,...,my). Dass my,>2 ist, brauchen wir hier nicht mehr eigens
zu postulieren, denn das folgt daraus, dass B,CB, und somit
d(B3)>d(B1)>0,, wihrend d(Bj)<6,/4 ist.

‘Wir nennen die Stiicke 8;,; Sticke zweiter Stufe, insbesondere
nennen wir diejenigen Stiicke 8;,;,, welche Randstiicke der Zerle-
gung 3; sind, Randsticke zweiter Stufe, und die inneren Stiicke
von 3 immere Sticke zweiter Stufe. Ferner mogen die Mengen Bj
(i=1,...,my) Begrenzungsteile zweiter Stufe heissen und schliesslich
verstehen wir unter einem Briickenstiick sweiter Stufe ein Stiick 8.,
welches mit zwei verschiedenen Begrenzungsteilen zweiter Stufe
Punkte gemein hat.

Wir zeigen wieder durch Anwendung von Satz 12, dass es
mindestens ein Briickenstiick zweiter Stufe gibt. Die dem Satz zu
Grunde liegende halbnormale Zerlegung sei das System der sédmt-

my
lichen Stiicke zweiter Stufe. Ferner setzen wir A1=B%, A2=Z‘Bzi‘

=2
und C=K. Dann ergibt sich aus Satz 12 die Existenz eines

Briickenstiickes zweiter Stufe.
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By sei d, der kleinste Abstand zweier Begrenzungsteile zweiter
Stufe. Jedes Briickenstiick zweiter Stufe hat dann mindestens den
Durchmesser 6, und es gibt daher (Satz10) nur endlich viele Brﬁ~
ckenstiicke zweiter Stufe. Da die Zerlegungen 3, séimtlich 6 [2-Zerle-
gungen sind, folgt aus der Existenz eineg Brﬁckenstiieke; zweiter
Stufe d,<<d,/2.

Wir iterieren nun das ganze eben beschriebene Verfahren, in-
v . * g dt . . !
dem wir die Stiicke 8, , wieder einer normalen Zerlegung in Stiicke

dritter Stufe 8 ., unterwerfen und die Menge By=2'B(S, ;) in
entsprechender Weise in Begrenzungsteile dritter Stufe z:;rﬂl,eﬂgen.
Ebenso verfahren wir dann mit den Stiicken dritter Stufe usw. in
infinitum. ‘Wir wollen nun angeben, wie sich fiir eine beliebige
Zahl k22 der k-to Schritt unserer Kongtruktion vollzieht. Hiebei
nehmen wir an, dags der (k—1)-te Schritt bereits getan ist, dass
also die Stiicke, Begrenzungsteile und Briickenstiicke (k—1)-ter
Stufe und die positive Zahl 8, schon definiert sind. Ferner seien
die beiden folgenden Sitze bereits bewiegen:

Satz a. Die sdmitlichen Stiicke (k—1)-ter Stufe bilden eine halb-
normale Zerlegung von K.

Satz b. Hs gibt mindestens ein, im ganzen aber nur endlich
viele Brickenstiicke (k—1)-ter Stufe.
Der lk-te Schritt verliuft nun folgendermassen: Jedes Stiick
(k—1)-ter Stufe ertihrt eine normale Ox—1/2-Zerlegung 3, ;
1%

welche aus den Normalgticken 8. :
sy vy o 12

besteht. Die Zahl der Randstiicke von 3i,,
Die Mengelb %1];13(’5'@‘1,@'2,-..,1',(
und Satz 11 folgt, dass die Gesamtheit aller Stiicke 5'41,...,¢k eine
halbnormale Zerlegung von K bildet. By ist daher nulldimensional
und es ist B, 1CB,.

Zufolge Satz b gibt es ein Briickenstiick (k—1)-ter Stufe, fiir
welches die Randbreite der mit diesem Stiick vorgenommenen
Zerlegung moglichst klein wird. Diese kleinste Randbreite sei B i
Wir setzen nun By==Bi-... 4 Bi't, wobei die Mengen Bj, (i=1,...,m;)
nicht leer, abgeschlossen und paarweise fremd sein moigen und
d(Bl)<inf (8, /4, B, sei.

ol g?
i igy i 20 - -

U L L A A

) setzen wir gleich B,. Aus Satz a
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Man sieht wie im Fall k=2, dass m;>2 ist.

Die Stiicke 8; . nennen “wir. Stieke k-ter Stufe, die
Randstiicke, bzw. die inneren Stiicke der Zerlegungen 3@-],.”,@-%1
nennen wir Randstiicke, bzw. innere Sticke k-ter Stufe. Ferner
nennen wir die Mengen Bl (1=1,2,...,m;) Begrenzungsteile l-ter
Stufe, und schliesslich mogen diejenigen Stiicke k-ter Stufe, wel-
che mit zwei verschiedenen Begrenzungsteilen k-ter Stufe einen
nicht leeren Durchschnitt haben, Briickenstiicke k-ter Stufe heissen.
Man beweist wie im Fall k=2 mit Hilfe von Satz 12, dass es min-
destens ein Briickenstiick k-ter Stufe gibt.

Der kleinste Abstand zweier Begrenzungsteile k-ter Stufe sei
gleich 8, Da ein Briickenstiick k-ter Stufe mindestens den Durch-
messer &, hat, gibt es zufolge Satz 10 nur endlich viele Briicken-
stiicke k-ter Stufe. Schliesslich folgt aus der Existenz eines Briicken-
stiickes k-ter Stufe 8,<C6p-1/2.

Wir setzen d,=1, um den folgenden Beziehungen auch fiir k=1
Giiltigkeit zu verleihen, so dass diese jetzt also fiir jede natiirliche
Zahl & gelten:

A(8; 5, .0) <Oh-12,  A(B)<Gu-1/b,  04<bi-1/2.

By iy
Alle im folgenden fiir einen Index %k ausgesprochenen Defini-

tionen und Sitze gelten fiir jede natiirliche Zahl %, ohne dass wir
das jedesmal ausdriicklich bemerken.

§ 9. Definition V. Unter einer Bricke k-ter Stufe verstehen
wir einen Bogen P, der die beiden folgenden Forderungen erfiillt:
1. P ist ein Teil eines Stickes k-ter Stufe.

2. P hat mit zwei verschiedenen Begrenzungsteilen k-ter Stufe
einen nicht leeren Durchschnitt.

Swtz 27. Jedes lim  klzinen zusammenhingende Kontinuum,
dessen Durchmesser grosser als 50,1 ist, enthdlt eine Briicke k-ter
Stufe.

Beweis. Es sei O ein im kleinen zusammenhingendes Konti-
nuom und d(C)>§-6;—1. Dann gilt folgender

Hilfssatz. Zu jedem Punkt p von C gibt es einen Punkt ¢ von C,
der in By liegt und fir welehen 7(p,q)<6p-1/2 ist.
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Der Beweis des Hilfssatzes ergibt sich daraus, dass irgend
ein Punkt p entweder zu B;, gehort oder innerer Punkt eines Stiickes
k-ter Stufe ist. Dies folgt aus Satz 8, angewandt auf die aus allen
Stitcken k-ter Stufe bestehende halbnormale Zerlegung. Liegt nun
p schon in By, so setzen wir ¢=p; ist p jedoch innerer Punkt eineg
Stiickes k-ter Stufe S; ;. so enthilt das Konbtinuum ¢ wegen
d(0)>%'5k—1>d(‘5'i1,...,ik) einen Begrenzungspunkt von §; ..
dieser hat die im Hilfssatz verlangten Eigenschaften. 1

Wegen d(C)>%6,-1 gibt es in ¢ zwei Punkte p und p’, fir
welche #(p,p')>4-6p—; ist. Auf Grund des Hilfssatzes konnen wir
nun zwei Punkte ¢ und ¢’ in ¢.B, angeben, so dass r(pyq) <0p—1/2
und r(p',0")<0k-1/2 wird. Aus der Dreiecksungleichung folgt
dann 1(¢,q")<0r-1/4. q und ¢’ liegen daher in verschiedenen Be-
grenzungsteilen k-ter Stufe, denn diese haben (§ 8) einen kleineren
Durchmesser als 6;-1/4. Der Punkt ¢ moige etwa in dem Be-
grenzungsteil Bl liegen.

Wir wollen nun auf das im kleinen zusammenhingende Kon-
tinuum ¢ den Satz 12 anwenden. Die dem Satz zu Grunde liegende
halbnormale Zerlegung 3 sei die Zerlegung von K in die sémtlichen
Stiicke k-ter Stufe. Ferner gei A1=B}}, Ay=B,— Bl Dann erfiil-
len 4, und 4, die Voraussetzungen von Satz 12 und es folgt aus
ihm die behauptete Existenz einer in ¢ enthaltenen Briicke k-ter
Stufe. :

Satz 28. Jede Briicke k-ter Stufe enthilt zwei Briicken (k- 1)-ter
Stufe, welche in zwei verschiedenen Randstiicken (k-+1)-ter Stufe
liegen. '

iy, UDd

Beweis. Hs sel P eine Briicke k-ter Stufe. Nach Definition V,
Forderung 2, enthilt P zwei Punkte p und ¢, die in verschiedenen
Bogrenzungsteilen k-ter Stufe liegen. Wegen B;CBjy1 gehort jeder
der Punkte p,¢ auch einem Begrenzungsteil (k-1)-ter Stufe an,
und zwar mége p in Biyy und q in Blyy liegen. Es gilt dann

Hilfssatz a. Bl wnd BLA haben voneinander einen grésserenm
Abstand als 6,/2.

Beweis. Da p und ¢ zu zwei verschiedenen Begrenzungsteilen
k-ter Stufe gehoren, ist .7(p,q)=0, (aut Grund der Definition von
8 §8). Bhys und Byﬂ+1 haben nun als Begrenzungsteile (k--1)-ter
Stufe einen kleineren Durchmesser als d,/4 und haben daher von-
einander einen grésseren Abstand als /2.

Fundamenta Mathematicno, T, XXXI, 20
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Aus Hiffssatz a folgt ingbhesondere, dass Bl und Byt zwei
verschiedene Begrenzungsteile (k- 1)-ter Stufe sind.

Nach Definition V, Forderung 1, ist P Teil eines Stiickes k-ter
Stufe S; . Fiir dieses Stiick gil‘p

Ty ees
Hilfssatz b.. Das Zentrum der mit S- eyl OTGCROMAMENEN,

Zerlegung 37;1’,_ iy ist 2u Bhys und 2u Bl fremd

Beweis. Sﬂ i enthilt die Briicke P und igt deshalb ein
I

Briickenstiick k-ter Stufe. 3%,"_,@-,( hat daher mindestens die

Randbreite B, (zufolge der Definition von f,, §8). Nun haben By
und Bl als Begrenzungsteile (k+1)-ter Stufe einen kleineren
Durchmesser als 8, (§8), also sind diese beiden Mengen, welche
ja mit der Begrenzung von S":i""”['k die Punkte p, bzw. ¢ ge-

mein haben, zum Zentrum von 3,;1’.“,% fremd.

'Wir wenden nun auf P den Satz 12 an. Die dem Satz zu Grunde
liegende halbnormale Zerlegung sei 3,01 . Setzen wir nun (=P,

A;=B 311, iy Bk+1 und 4,=B 8@1, ﬂk Bk—H? so liegt p in 4,
und ¢ in 4,, denn nach Hilfssatz a sind der den Punkt p enthal-
tende Begrenzungstell Biys und der den Punkt ¢ enthaltende Be-
grenzungsteil Bly1 verschieden und somit zueinander fremd, und
es liefert uns Satz 12 eine in P liegende Briicke (k-1)-ter Stufe,
die mit By einen nicht leeren Durchschm'tt hat. Setzen wir jedoch

A1=B(3¢P ﬂ-k)-Bf , und 4,=B 3¢1 ) — B4, so erhalten wir

eine in P liegende Briicke (k- 1)-ter Stufe, die mit B}, einen Punkt
gemein hat. Diese beiden Briicken (%k--1)-ter Stufe haben nun die
die in Satz 28 verlangte Eigenschaft, denn aus Hilfssatz a folgt
unter Beriicksichtigung des Umstandes, dass der Durchmesser eines
Stiickes (k- 1)-ter Stufe kleiner als d,/2 ist, dass die beiden Briicken
in verschiedenen Stiicken (k- 1)-ter Stufe liegen, und aus Hilfssatz b
folgt, dass sie in Randstiicken (%--1)-ter Stufe liegen.

§ 10. Definition VI. Zwei Mengen mogen k-stufig getrennt
heissen, wenn es kein Stiick k-ter Stufe gibt, dessen offener Kern
mit beiden Mengen einen nicht leeren Durchschnitt hat.

Unmittelbar aus dieser Definition folgt

Satz 29. Sind M und N zwei k-stufig getrennte Mengen, und
ist PCM und QCN, so sind P und Q k-stufig getrennt.
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Aus dem Umstand, dass jedes Stiick von héherer als k-ter

Stufe in einem Stiick k-ter Stufe enthalten ist, ergibt sich

Satz30. Zwei k-stufig getrennte Mengen sind fiir jeden Index j =%
j-stufig getrennt.

Wie wir in § 8 gesehen haben, bilden die Stiicke k-ter Stufe

eine halbnormale Zerlegung und es gilt daher vermoge Definition IT,
Forderung 2:

Satz 31, Zwei verschiedene Stiicke J-ter Stufe sind k-stufig

getrennt.

Definition VII. Jedem Stiick S":l’""q:k wird eine positive
Zahl Q(Sil,..,,z'k) auf Grund der folgenden rekursiven Definition
zugeordnet:

1. Fiir Stiicke erster Stufe sei g(Sf)=—21—i-

2. Fir ein Randstick k-ter Stufe S@'v i (k=2) sei

1 1
9(8;, ...,ik)—"‘—g' (1—?)'9(5'4;1,...,«5,1__1)-

3. Fiir eim inneres Stiick k-ter Stufe Si:v--”"k (k=2) sei

) 1

& A X N A

9(8q,,... 9(8G,...1,_)-
Der Exponent i —n,,

el ist fiir innere Stiicke k-ter Stufe
stets positiv, denn ",

iy ist die Zahl der Randstiicke von
311, iy und die Anordnung der Stiicke ist normal vorausgesetzt.
Hs ist daher in jedem Falle g(S _,ik)<,§_g(g.

By eenriy_y)e DA OUD
9(8)=1/2'<1/2 ist, so folgt

Satz 32. ¢(8;

i) <112

Definition VIII. Bezeichnet Oil,___,ik den offenen Kern von

S":i""’ik’ 80 moge fiir irgend eine Menge M

(M= > g(8;,..q)

M'oii, vy ik=f=0

20%
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das k-stufige Gewicht von M heissen (.h. wir bilden die Summe der

¢ jene Sti . ., deren offencer Kerr
Zahlen g(Sq;i,m’ih) fir alle jene Stiicke ‘5’51“-”‘1:’ duron. f;‘ ! K( Tn
mit M einen nicht leeren Durchschnitt hat; fally es kein Stiick k-ter
Stufe gibt, dessen offener Kern mib M einen l?lll}.kﬁ gemein hat,
sei Gu(M)=0; wenn es unendlich viele solche Stiicke k-ter Stufe
gibt, ist Gk(M) die Summe einer unendlichen Reihe mit lauter

’ . . . N .

positiven Gliedern; wenn diese Reihe divergiert, sei G(.M)==- oco).

Wir fithren nun einige Folgerungen aus Definition VIIT an:
Satz 33. Gk(&’;l'""ik)=‘(](Si1"""':11)"

Satz 34, G M)=G(M).
Satz 35. Ist MCN, so ist Gu(M)<GE(N).

Satz 36. Fir irgend ein endliches oder absdhlbares Mengen-
system M, Mo, ... ist ij(iZ‘Mi)Q;'G,e(ﬂl'l).

Satz 37. Fir ein endliches oder abzidhlbares Mengensystem
M, M,,..., in welchem je zwei Mengen k-stufig getrennt sind, gilt

Gk();M,)=Zt'G,¢(M1).

Der Beweis von Satz 36 und 37 ergibt sich folgendermassen.
Gx( > M;) enthilt als Summanden alle diejenigen g(Sil,_._,%-k),
i

tir welche der offene Kern O; . ; mit 12 M; und daher mit wenig-

gtens einer Menge M, einen Punkt gemein hat. Jeder Summand der
linken Seite kommt daher mindestens einmal auf der rechten Seite
vor, woraus Satz 36 folgt.

Sind nun die Mengen M; paarweise k-stufig getrennt, so hat
jeder offene Kern O;  ; nur mit einer Menge M; Punkte gemein,

also kommt auf der rechten Seite kein Summand doppelt vor
und es gilt daher in diesem Falle das Gleichheitszeichen, wie im
Satz 37 behauptet.

Satz 38. Ist O ein Kontinuum, welches Teil eimes Sticles

8; ist, 80 1ist Gk(O):Gk(ﬂii,mﬂ;ﬁ)=g(6’i

g5 eeesly 1,...,@,{)'

Der Beweis folgt daraus, dass die Begrenzung wvon &§; grerer B

nulldimensional igt und daher ¢ Punkte des offenen Kernes von
§; i enthalten muss.

13 essr
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§ 11. Satz 39. Bine Bricke k-ter Stufe P enthilt zwei (k-+1)-
stufig getrennte Bricken (k- 1)-ter Stufe P’ und P”, fiir welche

N =Gk(P),( 1 )
Gl )= (P) === (1= s

ist.

Beweis. P enthiilt nach Satz 28 zwei Briicken (k- 1)-ter Stufe
P' und P, welche in verschiedenen Randstiicken (k-1)-ter Stufe
liegen. Wir wollen zeigen, dass P’ und P” die verlangten Eigen-
schaften haben.

Zunichst ergibt sich aus Satz 29 und 31, dass P’ und P”
(k-+1)-stufig getrennt sind.

Nach Definition V, Forderung 1, ist P Teil eines Stiickes k-ter
Stufe S”31~--=’51f' Da nach Forderung 2 und 3 der Definition II

jedes nicht in Sil,_“’@-k liegende Stiick (k4 1)-ter Stufe mit Si],...,ik
einen nulldimensionalen Durchschnitt hat, so liegen die beiden P’

und P’ enthaltenden Randstiicke (k+1)-ter Stufe in 8,y i, 00
gehoren also der Zerlegung 3,51)"",} an (was sich tibrigens auch

beim Beweis von Satz 28 herausgestellt hat). Jene beiden Rand-
stiicke (k4 1)-ter Stufe schreiben sich also in der Form S"ﬁ

et

und ‘Si],...,i,,,i" und es ist nach Definition VII
1 1
g(sil,...,ik,if)=g<A9¢1,...,@~k,@-:f)=5-(1—(—7;r1—)2-)-g<s¢1,...,@-k).

Nach Satz 38 ist nun
CrlPy=9(Si,.i)s Ot 1 P)V=0(8, ipir)s Gppr(P)=g(8i,..0,,0)
und es folgt die behauptete Gleichung. .

Satz £0. Ist P eine Boi;ﬁake k-ter Stufe, so ist fir jeden Index 1
GP)>c-Gi(P), wobei ¢= [[ (

n=1

=l

Beweis. Ist 1<k, so ergibt sich aus Definition VII und Satz 38
Gi(P)=Gr(P)>c-G(P). Wir haben den Beweis also nur mehr
fiir den Fall 1>k zu fiihren.

Nach Satz 39 enthélt P zwei (k+1)-stufig getrennte Briicken
(k+1)-ter Stufe — wir nennen sie hier P, und P,— fiir welche

Gr+1(P1) = Grt1(Ps) = Gkép) ‘(1_(7\;—:1)2)
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ist. Wir wenden auf P, und auf P, wieder Satz 39 an und finden,
dags es in P, und in P, je zwei Briicken (k--2)-ter Stufe Py1, Pyg
bzw. Ps1, Pse gibt, so dass

Grpe(Pry) = GH;(R) (1——(;6_{%2)2):6%122?)'(1_—(76-:1)2)(1_ m)

ist (4,j=1,2). Dabei sind Py; und Pyp und ebenso Pyy und Py
(k+2)-stufig getrennt. Da nun P, und P, (k-+1)-stufig getrennt
sind, so folgt aus Satz 29 und 30, dass alle vier Briicken P,; paar-

weise (k--2)-stufig getrennt sind.
Auf jede der Briicken P,; kénnen wir nun abermals den Satz 39

anwenden und so fortfahrend erhalten wir durch r-fache Wieder-
holung derselben Schlussweise ein System von 2" in P liegenden
Briicken (k-r)-ter Stufe, weleche paarweise (k+r)-stufig getrennt
gind und deren jede das (%k-r)-stufige Gewicht

' (1"(kin‘z)'(l_(ka)‘z)""'(]‘ ”Tkm—tf)")

hat. Nach Satz 35 und 37 folgt hieraus

e T o

[e=]

>a(P)- [ '(1 "('5741—_17)

n==}

Grtr(P) = G P) (1 -

Hiemit ist Satz 40 auch fiir Indizes 1>k bewiesen,

1 1 -
Wir bemerken, dass 0-[/( +17)~~2—>() ist.

Satz 41. Das l-stufige Gewicht aller Briicken lk-ter Stufe liegt
diber einer positiven Schranke by, die nur von k, aber micht von 1
abhdngt.

Beweis. Wie wir in §8 gesehen haben, gibt es nur endlich
viele Briickenstiicke k-ter Stufe, es gibt also eine positive untere
Schranke g, der k-stufigen Gewichte aller Briickenstiicke k-ter Stufe.

Nun liegt nach Definition V, Forderung 1, jede Briicke k-ter
Stufe in einem Stiick k-ter Stufe und aus Definition V, Forderung 2,
folgt, dass dieses Stiick ein Briickenstiick k-ter Stufe ist. Hs ist
daher mit Ricksicht auf Satz 38 ¢, auch nicht grosser als das
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k-stufige Gewicht aller Briicken Fk-ter Stufe. Setzen wir nun
b,=c-g,, 8o ist auf Grund von Satz 40 b, fiir jeden Index [ kleiner
als das l-stufige Gewicht irgend einer Briicke k-ter Stufe.

Satz 42. Die l-stufigen Qewichie aller im Fleinen zusammen-
himgenden Kontinua, deren Durchmesser grosser als eime positive
Zahl 6 ist, liegen wber einer positiven Schranke, die nur von 6, jedoch
nicht von 1 abhdngt. o :

Beweis. Bs ist (§8) 8,<<0p-1/2 und 8,=1, folglich 5k<1/2k.
Wir konnen daher % so gross wihlen, dass §6;—1<<d wird. Dann
enthilt nach Satz 27 jedes im kleinen zusammenhingende Kon-
tinuum, dessen Durchmesser grosser als & ist, eine Briicke k-ter
Stufe und hat daher nach Satz 35 und Satz 41 fiir jeden Index 1
mindestens das Il-stufige Gewicht by.

§ 12. Definition IX. Eine Menge heisse k-stufig holomm‘pﬂ
wenn sie holomorph ist beziiglich der aus allen Stiicken k-ter Stufe
bestehenden halbnormalen Zerlegung von K.

Satz 43. Ist M eine mehrpunktige (d.h. nicht nur aus einem
einzigen Punkt bestehende) zusammenhingende Menge, so gibt es
ein k-stufig holomorphes Komntinuum, welches die Menge M enthdlt
und das gleiche k-stufige Gewicht hat wie M.

Beweis. Es sei V die Summe aller derjenigen Stiicke k-ter
Stufe, deren offener Kern mit M einen nicht leeren Durchschnitt
hat. Dann ist zufolge Definition VIII

GuM= > 4(8i,..i)
8t iz CV

und Gx(V) ist gleich derselben Summe, wie sich aus Satz 31, 37
und 33 ergibt. Also ist Gu(M)=Gw(V)=G«(V) (Satz 34).

M—V ist fremd zu den offenen Kernen aller Stiicke k-ter
Stufe und daher nach Satz 8 Teil der nulldimensionalen Menge Bj.
Da nun M zusammenhéingend und mehrpunktig ist, so- ist M—V
in M nirgends dicht und es ist M Teil von V. Weiter folgt aus dem
Zusammenhang von M und dem Zusammenhang der Stiicke k-ter
Stufe, dass M-+7V zusammenhingend ist. Denn die Summanden
von V haben definitionsgeméss alle mit M einen nicht leeren Durch-
schnitt. BEs ist daher V=M-V ein Kontinuum.

Schliesslich ist ¥V zufolge Satz 15 und 14 k-stufig holomorph
und hat somit alle in Satz 43 verlangten Eigenschaften.


GUEST


312 , G. Beer:

Sate 44. Sind a und b zwei Punlte des Stickes Siv---’ik’ 0
konmen a und b durch einen Bogen B verbunden werden, der bis auf
die Endpunkte o und b ganz im Innern von S@‘1,..., i liegt wnd fiir
welehen Gy 1(B)<g(8y,...,5,) ist.

Beweis. Da 3,;1,__”@‘1{ eine normale Zerlegung ist, so hat nach
Definition IV, Forderung 2, jedes in Sil""’ih enthaltene Randstiick
(k+1)-ter Stufe mit dem Zentrum von 3¢1q___’®-h einen Punkt gemein.
Es sei nun p irgend ein Punkt von §; . i der nicht im Zentrum
Z(3¢1““,,;k) liegt. Dann gehort p zufolge Definition 11, Forderung 1,
und Satz 4 zu einem Randstiick von 34;1,_",@-]‘ und kann daher auf
Grund von Satz 3 mit einem Punkt des Zentrums (némlich mit
irgend einem dem Zentrum und dem den Punkt p enthaltenden
Randstiick gemeinsamen Punkt) durch einen Bogen verbunden wer-
den, der bis auf die Endpunkte ganz im Innern des betreffenden
Randstiickes liegt. Ferner liegt das Zentrum wegen Definition 1T,
Forderung 4, ganz im Innern von 5”51’ ey Schliesslich ist das Zentram
nach Definition IV, Forderung 1, zusammenhdngend und zufolge
Satz 15 und 14 (k-+1)-stufig holomorph und daher nach Satz 20

ein im kleinen zusammenhiingendes Kontinuum und somit bogen-
verkniipft.

Es ergibt sich also, dass ¢ und b durch einen Bogen B ver-
bunden werden konnen, der bis auf die Endpunkte ¢ und b ganz
im Innern von S’:I’“‘"’:k liegt und der in einer Menge T enthalten
ist, welche Summe aus dem Zentrum und zwei Randstiicken von
3@-1’,_',% ist. Nun ergibt sich aus Definition VII unter Beriicksichti-
gung der Sitze 34, 31, 37 und 33:

©Q

1 1 ~ 1 l
<8 (1~— ) é__ = , Y
Gk-l—l( )<g( 1,1,,..,1,1!)1 (7G—|—1)2 + (70+1)2 2n‘ g(‘g'bl,...,'bk)
Es ist daher nach Satz 35

Gt 1 B) S Gpq 1 (T) 9085, 4,)-

n=1

§atz 45. Zwei Punkte a wnd b eines k-stufig holomorphen
KHontinuums C kinnen durch einen Bogen verbunden werden, dessen
(k-+1)-stufiges Gewicht nicht grosser ist als das k-stufige Gewicht
von (. ~
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Beweis. Nach Satz 25 kénnen ¢ und b durch einen in ¢
liegenden Bogen B verbunden werden, dessen Durchschnitt mit
irgend einem Stilick %-ter Stufe entweder hdchstens nulldimensional
oder ein Bogen ist. Es seien Sy, S,... diejenigen Stiicke k-ter
Stufe, deren Durchschnitt mit B ein Bogen ist. Die Symbole ), ),
bedeuten dabei gewisse Kombinationen von k Indizes. Wir setzen
B- 8p=B:, wobei die Mengen B; also lauter Bogen sind. Da der
Durchschnitt zweier Stiicke k-ter Stufe nulldimensional ist, sind
zwei Bogen B; und B; bis auf die Endpunkte fremd. Die Menge
B-—;’ B; hat mit jedem Stiick k-ter Stufe einen héchstens null-
dimensionalen Durchschnitt und ist daher nach Satz 9 hochstens
nulldimensional. Bs ist infolgedessen B=2 B

Wir ersetzen nun auf Grund von Satz 44 jeden Bogen B; durch
einen Bogen Bj, welcher:

(1) die gleichen Endpunkte hat wie B,

(2) bis auf die Endpunkte ganz im Innern des Stiickes Sy liegt,

(3) hochstens das (k-+1)-stufige Gewicht g(Sy) hat.

Zufolge Satz 10 gibt es nur endlich viele Stiicke k-ter Stufe
und somit auch nur endlich viele Bogen B; deren Durchmesser

grosser als eine positive Zahl 4 ist. Es entsteht daher, wenn man
die Bogen B; durch die Bogen B; ersetzt, aus B wieder ein a und b
verbindender Bogen B’ und zwar ist B'= B
1
Die Bogen B; liegen alle in verschiedenen Stiicken k-ter Stufe
und sind daher nach Satz 29 und 31 k-stufig getrennt und somit
nach Satz 30 auch (k-+1)-stufig getrennt. Also ist nach Satz 34,
Satz 37 und (3) ‘
Gk+1(BI)=$Gk+1(BII)<$g(s(ﬂ)'
Nun folgt aus Satz 19, dass die Sticke Sy sémtlich in ¢

enthalten sind und es ist daher nach Satz 33, 31, 37 und 35
D9(8p) < GH0). Also ist Gris(B)<G0) und somit B’ ein Bogen
; _

der gewiinschten Art.

Definition X. Bs sei ¢,(a,b) die untere Grenze der k-stufigen
Gewichte aller die Punkte a und b enthaltenden usammenhingendcn
Mengen. .

‘Wir sehen hiebei einpunktige Mengen als zusammenhéngend

< ! s
an, 8o dass wegen Z‘g(&)gZ'é—i:l (Definition VII):
i

=1
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0,(a,a) gleich dem k-stufigen Gewicht der nur aus dem Punkt a
bestehenden Menge ist.

Zufolge Satz 32 gilt dann fiir irgend einen Punkt o:
Satz 46. g,(a,a)<1/2",

Satz 47. Sind a und b swei verschicdene Punlte, so liegen alle
Werte gl(a,‘b) iiber einer positiven (von I unabhingigen) Schranke.

Beweis. Auf Grund von Satz 43 und Satz 20 gibt es zu jeder
die Punkte ¢ und b enthaltenden zusammenhingenden Mengle ein
ebenfalls ¢ und b enthaltendes im kleinen zusammenhingendes
Kontinuum vom gleichen k-stufigen Gewicht. Also kann g (a b)
auch aufgefasst werden als die untere Grenze der 7c-s11ufige;;. (’;‘re—
wichte aller ¢ und b enthaltenden im kleinen zusa;mmenhitr-lgenden
Kontinua und es folgt aus Satz 42 unsere Behauptung. x

Satz L8. 9k+1(“,b)<@k(a,b)~

Beweis. Ist M eine a und b enthaltende zugammenhéingende
Menge, so gibt es nach Satz 43 ein M enthaltendes k-stufig holo-
morphes Kontinuum 0, fiir welches Gy(I)=@4(C) ist. Daher gibt
s nach Satz 45 einen ¢ und b verbindenden Bogen B, fiir welchen
Gr11(B)<G(C)=Gy(M) ist, und hieraus folgt die behauptete Un-
gleichung.

‘ §13. Aus Sat'z 48 folgt, dass p,(a,b) stets eine endliche Zahl
ist,  denn 91(“7?’) ist endlich, weil das einstufige Gewicht jedexr
Menge endlich ist. Fiir irgend zwei Punkte ¢ und b bilden daher

AN

Wir setzen nun g(a,b)=lim 0,(a,b).
k>0
ola, b) wird sich als konvewe Metrik von K erwenisen.

Z"uniicha-st folgt aus Satz 46, dass o(a, a)=0, und aus Satz 47,
dass fiir zwei verschiedene Punkte 0(a, b)>0 ist. Ferner sieht man

leicht mit Hilfe von Satz 36, dass fiir 0,(2,b) und somit auch fiir

o(a, b) die Dreiecksungleichung gilt. ‘W' i i
ahers et g gllt. Wag wir also noch zu beweisen

1. die topologische Aquivalens der ne ) J
L. di uen Met ’
ursprimglichen Metrik r(a, b) ol el b) it de

2. die Konvemitit von o(a, b).

b
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Was die topologische Aquivalenz anlangt, so genfigh es wegen

der Kompaktheit von K zu zeigen, dass g(a, b) stetig ist. Wir haben

also folgenden Satz zu beweisen:

Satz 49. In jedem Punkt a gibt es eine Umgebung Ula), so

dass fiir jeden Punkt b von U(a) ola,b) kleiner als eine beliebig vor-

gegebene positive Zahl & wird.

Bin Punkt o heisse reguldr, wenn er fiir keinen Index & der
Menge Bj angehort; andernfalls heisse a singuldr. Unter der Ordnung
eines singuliven Punktes a verstehen wir den kleinsten Index k,
fiir welchen « in Bj liegt.

Hilfssatz a. Liegen die Punkte a und b in demselben Stiick
I-ter Stufe, so ist o(a, b)<1/2".

Der Beweis folgt daraus, dass o(a,d)<<g,a,b) ist und dass
fiir alle Sticke k-ter Stufe G4(8;,..,i)= g(sil,_,_,@-k)@/z" ist
(Satz 32).

Aus Hilfssatz a folgt fiir reguliire Punkte die Richtigkeit von
Satz 49, denn ein reguldirer Punkt liegt vermoge Satz 8 fiir jeden
Index % im Innern eines Stiickes k-ter Stufe und dessen offener
Kern stellt fiir hinreichend grosses % eine Umgebung der verlangten
Art dar.

Wir haben den Beweis nun fiir singulire Punkte zu fithren
und schicken zu diesem Zweck noch einige Hilfssitze voraus.

s sei Vi(a) die Summe aller Stiicke k-ter Stufe, welche den
Punkt ¢ enthalten. Wenn o keinem Stiick k-ter Stufe angehort,
sei Vi(a) die nur aus dem Punkt a bestehende Menge. Vi(a) enthilt
somit in jedem Falle den Punkt a. Zufolge Satz 10 kann der Limes
superior der Summanden von Vi(a) hochstens aus dem Punkt @
bestehen und es gilt

Hilfssatz b. Vi(a) ist abgeschlossen.

Hilfssatz c. Ist a ein Punkt von By und 8, i, irgend ein
Stiick T-ter Stufe, so gehort fiir jeden Index 1 a wicht zur abgeschlossenen
Hille 8;, .5, —Vi(a)-

A

Beweis. Ist 1<k, so ist die Behauptung trivial, denn wenn

das Stick Sii i, den Punkt o iberhaupt enthilt, so ist es fir
arenslp

1<k Teil von .Vi(a) und Sil,...,'ik—“vl(“)=0-
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Wir betrachten nun den Fall 1>k Dann ergibt sich dwrch
wiederholte Anwendung von Satz 11, dass die in Sil,...,a‘,, enthaltenen
Stiicke I-ter Stufe eine halbnormale Zerlegung von S,b-],___,@-k bilden.
Nun liegt o als Punkt von B jedenfalls nicht im Innern von S"'u---aik
und gehort daher nach Definition IT, Forderung 4, nicht zum Limeg
superior der in Sip-ns"k enthaltenen Stiicke I-ter Stufe.

Da der Limes superior abgeschlossen ist, gibt es daher eine
Umgebung U von a, deren abgeschlossene Hiille U zum Limes
superior der in Sﬂs i, G0thaltenen Stiicke I-ter Stufe fremd ist und
infolgedessen nur mit endlich vielen dieser Stiicke Punkte gemein
hat. Man kann daher, indem man U hinreichend klein withlt, mit
Riicksicht auf die Abgeschlossenheit der Stiicke I-ter Stufe auch
noch erreichen, dass U nur mit solehen in Siv---ﬂ'n gelegenen, Stitcken
I-ter Stufe einen nicht leeren Durchschnitt hat, welche den Punkt «
enthalten und somit Teile von V;(a) sind. Nun ist Siv--'ﬂ'a zufolge
Definition IT, Forderung 1, die abgeschlossene Hiille der Summe
aller in S’ip---sik liegenden Stiicke I-ter Stufe; folglich, da U zum
Limes superior dieser Stiicke fremd ist, ist U- S’b’u---ﬂ'k in der Summe
der in S,;l”_.,@-k liegenden Stiicke I-ter Stufe enthalten und es ergibt
sich also, dass U-AS'%._,”;]Z Teilmenge von V,(a) ist. Hieraus folgt
unmittelbar unsere Behauptung.

Wir wollen nun fiir jeden singuliren Punkt & eine noch von
einem Index m abhingige Menge W, (a) definieren. Wir unterscheiden

hiebei die Fille, dass die Ordnung % des singuléren Punktes gleich 1
oder grosser als 1 ist.

Ist a singulir von der Ordnung %=1, so sei
Wm(a’)= ZSI'.
i>m

Ist @ singuléir von der Ordnung k=2, 30 liegt a nicht in Bj;
und daher (Satz 8) im Innern eines Stiickes (k—1)-ter Stufe, etwa
des Stiickes Sip---"i/z’ Dann sei

Wm(a)'= ZS,‘

5w by
D;ese Summe ist 5o zu verstehen, dass die ersten k—1 Indizes
fest bleiben und der letzte Index tx alle Werte 2> m durchliuft (vgl. § 2).

‘Hilfssatz d. Ist a ein singulirer Punkt von der Ordnung k,
80 wird Gy Wa(a)) fir hinreichend grosses m belicbiy Llein.
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Der Beweis ergibt sich aus Definition VII unter Verwendung
von Satz 34, 36 und 33.

Hilfssatz e. Hin singulirer Punkt o ist (fiir jedes Index-
paar I, m) innerer Punkt von Vi(a)+Wy(a).

Beweis. Wir behandeln zuniichst den Fall, dass a singulir
von der Ordnung k=1 ist. Nach Definition II, Forderung 1, ist
K=2,8; und daher

m—1

K “Wm(a)c 2 Si.
I==1

Folglich gilt fiir das Komplement von V(a)+W.(a):

m—1 m—1

K —(V(a) +W,,,(w))ci§ 8;—Vi(a) =ié‘jl(si—vl(a)).

Als singulidrer Punkt von der Ordnung 1 liegt a in B; und
gehort daher nach Hilfssatz ¢ nicht zur abgeschlossenen Hiille
eines in der rechty stehenden Summe vorkommenden Summanden.
Da diese Summe nur ang endlich vielen Summanden besteht, gehort
o also nicht zur abgeschlossenen Hiille des Komplementes von
Vi(a)+Wn(a) und ist somit innerer Punkt dieser Menge.

Nun sei o singualir von der Ordnung k>2. Dann liegt ¢ im

Innern eines Stiickes (k—1)-ter Stufe Sil""’ib-l' Es geniigt daher

zu zeigen, dass o nicht Punkt der abgeschlossenen Hiille von
;S’,b-i,___’@-k——(Vl(w)+W,,,,,(u)) sein kann. Nun ist (Definition II, For-

derung 1)
N1
il,...,i,,___]"—“‘;,; By
4

und daher

m—1

Sil,...,ik_l_<Vl(“)'I‘Wm(“))Cigl(sil,,,,,ik”i,ik—‘vz(a))-

Da a, als singuldrer Punkt k-ter Ordnung, in B; liegt, folgt
wie im Fall k=1 aus Hilfssatz ¢ unsere Behauptung.

Ist o irgend ein singulirer Punkt, so bezeichnen wir mit
U, nla) die den Punkt ¢ enthaltende Komponente des offenen Kernes
von Vi(a)-+Wu(a). Aus Hilfssatz e folgt, dass hiemit Ujm(a) fir
jeden singuliren Punkt @ definiert ist. Da die als Raum zu Grunde
gelegte Kurve K zusanomenbiingend im Kleinen ist, isb Uy m(a) offen
und. stellt also eine Umgebung von « dar.
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Hilfssatz L. Ist o ein singuldrer Punkt und b cin Punli o
Uim(a), so gibt es cinen in Vi(a) gelegenen Punkt ¢, fir welchen
@ (b7 c)<Gk(Wm(ax)) 1st.

Beweis. Liegt b selbst schon in Vi(a), so ist die Behauptung
in trivialer Weise richtig, indem wir ¢=>b setzen. Liegt jedoch b
nicht in Vi(a), so sei ¢ die den Punkt b enthaltende Komponente
von Uym(a)—Vi(a). Nun ist Vi(a) eine abgeschlossene Menge (Hilfy-
satz b), welche mit U;n(a) einen nieht leeren Durchschnitt hat,
denn dieser Durchschnitt enthiilt jedenfalls den Punkt a. Da Ui
offen und zusammenhéingend ist, folgt daher aus Satz 1, dass Vz((’z)
einen Hiufungspunkt der Menge @ enthilt. Ist nun ¢ ein Punkt von
Q-Vi(a), so ist zufolge Definition X ¢(b,¢)< 0,(b, c)g(;,‘(é)ma,(qg)
(Satz 34). Bs ist aber @C Upm(a)—Vi(a)CWi(a) und daher (Satz e35)
Q)< Gr(Wn(a), also ist o(b, 6)<G(Wa(a)) und somit e ein
Punkt der gewiinschten Art.

Nun ist fiir irgend einen Punkst ¢ von V;(a) zuafolge Iilfssatz a
0(a,0)<<1/2% Es ist daher zufolge der Dreiecksungleichung (mit Riick-
si.cht auf Hilfssatz d und f) U,,(a) fir hinreichend grosses ! und m
eine Umgebung, wie wir sie in Satz 49 gefordert haben. Der Beweis
von Satz 49 ist hiemit auch fiir singulire Punkte durchgefiihrt.

N § 14. Es obliegt uns nun nur noch der Nachweis der Konve-
xitét von o(a,b). Diesem Zweck dienen die folgenden Sitze.

Satz 50. Es :9(3@‘ B ¢in die Punkte a und b verbindender Bogen,
dessen Durschschnitt mit irgend eimem Stiick k-ter Stufe entweder

hdchstens nulldimensional oder ein Bogen ist. Dann gilt filr jeden
Punkt x dieses Bogens '

2x(a, @)+ 0, (w, b) < G, (B)+1/2"

Bew_eis. Fillt # mit einem der Endpunkte von B zZusammen,
80 .folgt die Behaaptung unmittelbar aus Definition X und Satz 46.
Wir nehmen also im folgenden an, dass # nicht Endpunkt von B

ist. Dann wird B durch 2 in zwel Teilbogen B
zerlegt und es gilt: ¢ () B

Hilfssatz a. Hs gibt hochstens ein Stiick l-ter Stufe, dessen

0 ; . :
Szfx;: Iﬁzm mit B(a,») wnd B(b,w) einen nicht leeren Durch-
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Beweis: Es sei 8;,, 4, ein Stick k-ter Stufe, dessen offener
Kern in---aik mit B(a,2) und B(b,z) Punkte gemein hat. Dann
hat Oil’ A mit B(a, ) und B(b, z) Teilb6gen gemein und es ist
daher auf Grund der fiir B vorausgesetzten Eigenschaft der Durch-
schnitt B- Sil"""':}z ein Bogen, der den Punkt x enthilt, und » ist

nicht Endpunkt dieses Bogens. Dies kann nun aber héchstens fiir
ein einziges Stiick k-ter Stufe der Fall sein, denn zwei verschiedene
Stiicke k-ter Stufe haben einen hochstens nvlldimensionalen Durch-
schnitt (Definition IT, Forderung 2 und 3).

Hilfssatz b. Gu(B(a,u))+G(B(b,)<Gr(B)+1/2"

Der Beweis ergibt sich auf Grund von Definition VIIT aus
Hilfssatz a und aus Satz 32.

Aus Hilfssatz b folgt vermoge Definition X die Richtigkeit
von Satz 50.

Satz 51. Sind a und b zwei Punkie und e eine positive Zahl,
s0 gibt es einen Punkt x, fir welchen o(a, »)= (b, »)<}o(a, b)+-&ist.

Beweis. Bs ist definitionsgeméf o (a, b)=1jm 0,(a, b). Wir kén-
->00
nen also einen Index n derart bestimmen, dass die beiden folgenden
Ungleichungen gelten:

(1) 1/2"< e,
(2) 0,0, D)< o(a, )+ /2.

Auf Grund von Definition X gibt es eine zusammenhingende
o und b enthaltende Menge M, fiir welche G (M)<o,(a,b)+¢/2 ist,
und zufolge Satz 43 gibt es ein M enthaltendes n-stufig holomorphes
Kontinuum ¢, fiir welches Gn(M)=G,(C) ist. Nach Satz 25 gibt
es ferner in C einen ¢ und b verbindenden Bogen B, dessen Durch-
schnitt mit irgend einem Stiick n-ter Stufe entweder hochstens null-
dimensional oder ein Bogen ist. Zufolge Satz 35 ist dann

(3) Gn(B)<Gn(0)=Cn(M)<en(a, b)+el2.

Wegen der Stetigkeit der Metrik o(a, b) gibt es auf dem Bo-
gen B einen Punkt w, fiir welchen ¢(a, @)= (b, #) ist. Dann gilt:

(4) 29(“799):9(“7 )+ o(b,2)< Qn(a'a w)"'@,l(ba ).
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Ferner ist nach Satz 50
(5) 0,8y @)+ 0, (b, 8) < G, (B)+1/2".

Durch Zusammenfassung der Ungleichungen (4), (5), (3), (1) und
{2) erhélt man

20(a, v)< o(a, b)+-2¢
und es ist somit tatséchlich p(a, w):g(b,w)g’-%-g(a, by+¢e w.z.b.w.

Aus- Satz 51 folgt durch Grenziibergang die Ewistenz eines
Zwischenpunktes.
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