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négligeant au plus une infinité dénombrable .de points, I'ensemble
F est somme au plus d’une infinité dénombrable d’ensembles deux
3 deux disjoints qui sont des images biunivoques et continues de N,.
Par conséquent, selon le lemme 2, F' est une image biunivoque et
continue de N,, quand on néglige au plus une infinité dénombrable
de points, c. q. f. d.

Je tiens & remercier, en terminant, Mlle 8. Braun de diverses
remarques et corrections qu’elle m’a prétées pendant la rédaction
de cette Note.

Institut Mathématique
de P'Université Impériale de Hokkaidé,
Sapporo, Japon.
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Algebraische Fassung des Mafproblems.
Von
Alfred Tarski (Warszawa).

Das geometrische MaBproblem besteht bekanntlich im Fol-
genden: es soll in einem gegebenen Punktmengensystem &S eine
MagBfunktion definiert werden, d.h. eine Funktion f, die jeder,
Menge X des Systems eine nichtnegative reelle Zahl f(X), das sog.
MaB, eindeutig zuordnet, wobei die als Eichmenge (Einheit des
MaBes) gewithlte Punktmenge F das MafB 1 erhilt, zwei kongruente
Punktmengen das gleiche Maf haben und schlieflich das MaB
der Summe zweier elementfremder Mengen gleich der Summe der
MaBe der beiden Summanden ist (von der Ausdehnung der letzten
Forderung auf abzihlbar viele Summanden wird hier abgesehen) ).

In der vorliegenden Arbeit will ich eine méglichst allgemeine
und abstrakte Fassung des MaBproblems skizzieren. In dieser Fas-
sung gewinnen Begriffe und Ergebnisse einen algebraischen Cha-
rakter: es wird ein System von beliebigen Dingen betrachtet, fiir
dessen RElemente eine stets ausfithrbare, kommutative und asso-
ziative binfire Operation, die Addition, definiert ist; es wird ge-
fragt, ob es einen Homomorphismus gibt, der dieses System auf
eine Menge von nichtnegativen Zahlen abbildet, und zwar auf eine
Menge, die mindestens eine von 0 verschiedene endliche Zahl ent-
hiilt 2). BEs zeigt sich, daB die Moglichkeit, einen solchen Homuo-
morphismus aufzustellen, ausschlieBlich von der Beschaffenheit
des als Einheit gewihlten Elements abhiingt; eine notwendige und
hinreichende Bedingung dafiir besteht in der sog. Normalitéit dieses
Blements. Dieser Fundamentalsatz griindet sich auf gewisse Be-
griffe und Sitze, die an und fiir sich interessant zu sein scheinen
und Verallgemeinerungen von gewissen geometrischen Begriffs-
bildungen darstellen (z.B. die Begriffe des inneren und des &uferen
MaBes). Alle diese Ergebnisse sind in § 1 enthalten.
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In § 2 wird anf die Moglichkeit hingewiesen, die Lirgebnisse so allgemein
zu fassen, dal sie von irgendwelchen Voraussetzungen itber das betreffende
System von Dingen und die zugehérige bindre Operation unabhingig werden.

In §3 wird gezeigt, wie die abstrakte Konsgtruktion auf das
eigentliche, geometrische MaBproblem angewendet werden kan,
Es stellt sich dabei heraus, daB der Fundamentalsatz in der geome-
trischen Ubertragung eine notwendige und hinreichende Bedingung
fiir die Bxistenz einer MaBfunktion angibt, die fiir alle Punktmengen
irgendeines metrischen Raumes definiert ist: diese Bedingung
besteht ndmlich darin, daB die Eichmenge des Raumes nicht ,pa-
radoxal zerlegbar®, d.h. mit seiner ,Hélfte” nicht zerlegungs-
gleich ist 3). ‘

Durch die explizite Formulierung zahlreicher Iilfssitze wird
die ganze Konstruktion, besonders in §1, derart zevgliedert, daf
es iiberfliflig wire, jeden einzelnen Satz mit cinem genauen Beweis
zu versehen; es diirfte wohl der Hinweis anf entsprechende vor-
hergehende Definitionen und Sitze geniigen. Die Beweise sind
itbrigens ziemlich elementar; aus der ganzen Analysis braucht man
z.B. etwa nur den Satz tiber die Existenz der oberen und der unte-
ren Schranke in jeder beschrinkten Menge reeller Zahlen. An einer
Stelle kommst eine transfinite, auf dem Wohlordnungssatz berubende
Schluflweise vor. — Die Betrachtungen in § 3 haben einen mehr
skizzenhaften Charakter und stiitzen sich teilweise auf Sitze, deren
Beweis bisher nicht veroffentlicht wurde 4).

§1. By seien gegeben: ein System 8 von irgendwelchen Din-
gen, eine bindre Operation -+ mit Elementen dieses Systems, die
Addition, und ein ausgezeichnetes Element ¢ von 8, das IBin-
heitselement.

Zur Bezeichnung der Blemente von 8 werden hier stets die
Variablen a,f,v,6,{,7... verwendet; I, U Dbezeichnen Teilsysteme
von S und f,¢,h Funktionen, die Elementen von 8 reelle Zahlen
zuordnen. Mit k,l,m werden natiirliche Zahlen, mit z reelle Zahlen,
mit Z Mengen -reeller Zahlen und mit x,4,u beliehige Ordnungs-
zahlen bezeichnet. {} ist die Menge, die » als das einzige Element

enthélt; E [B(x)] ist die Menge aller #, die der Bedingung B(x)

gentigen.
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Iy werden folgende Postulate aufgestellt:
Postulat A. Ist a,feS, so ist auch a-+feS.
Postulat B. Ist a,feS, so ist at+pf=p+a.
Postulat C. Ist a,f,ye8, so ist av[-(ﬂ-l—'y
Postulat D. ce8.

(a+ )+

Wir definieren:

Definition 1.1, a<B, wenn entweder
ment ¢ gibt, so daf at{=p.

Definition 1.2. Uit Fap=ay fu;
== (g eon - et ) fan fllr jedes E>1.

Definition 1.3, ka=a fir k=1; ka=(k—1) e+ a fir
jedes k> 1.

a=p, oder es ein Ele-

k=1; omt.. o=

Bemerkung 1.4 Elementare Folgerungen aus diesen Postu-
laten und Definitionen (etwa die allgemeinen kommutativen und
asyoziativen Gesetze fir die Addition ai-...4-ar oder die assozia-
tiven und distributiven Gesetze fiir die Multiplikation k-a) werden
hier nieht gegeben.

Definition 1.5, « heift endlich in Bezug auf 6 (oder
beschrinkt dureh 68), in Zeichen aedi(d), wenn es ein k gibt, fir
das a<lk- ist.

E(8) hezeichnet somit das System aller Elemente aeS, die
in Bezug auf das Element ¢ endlich sind.

Korollar 1.6. Es ist stets de B (5). [Nach 1.1, 1.3, 1.5].

Korollar 1.7. Damit a-+ e E(8), ist notwendig und hinreichend,
dup a,f e B(8); damit ax+...+aze B (8), ist notwendig und hinreichend,
daf a1y, e B (8); damit k-aeB(5), ist notwendig und hinreichend,
daf aeH(0). [Nach A,B,C, 1.1, 1.2, 1.3, 1.5].

Korollar 1.8. Ist aty=p-+y, baw. at+y<p+v, und yeE(9),
so gibt es ein k, fur das a4-k-0= B4k 8, baw. a+k-0<Bp+k- 0.

[Nach A,B,C, 1.1, 1.3, 1.5].

Definition 1.9. o heift normal, in Zeichen ae Nrm, wenn

s kein k gibt, so daff (b-+1)-a<k-a.

Korollar 1.10. Ist aeNrm und k-a=l-a, bzw. k-a<l-a, so

ist k=1, bzw. k<l [Nach A, C, 1.1, 1.3, 1.9].

4
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In den weiteren Betrachtungen werden wir uns fortwihrend
auf die obigen Postulate, Definitionen und Sétze stiitzen, wenn
wir sie auch nur ausnahmsweise explizite zitieren.

Definition 1.11. f heift eine Maffunkiion im System T,
in Zeichen: fedlls(T), wenn ee TCE(e) und | folgenden Bedingun-
gen gendiigt: ‘

(i) jedem Element CeT wird eine reelle Zahl {({)=0 und ins-
besondere dem Element e die Zahl f(e)==1 zugeordnet;

(ii) it eyl My el und A A<yt SO
ist f(Zy)+ ...+ HE)<f(ny) o F(m))-

Bemerkung 1.12. Die etwas komplizierte Form der Be-
dingung (ii) hingt mit der Allgemeinheit der Definition zusammen;
unter spezielleren Voraussetzungen iiber dag System 7' 146t sich
diese Bedingung vereinfachen (3. weiter unten 1.18 und 1.19).

Bemerkung 1.13. Unter reellen Zahlen werden hier aug-
schlieBlich endliche reelle Zahlen gemeint. Ldf(t man --oco alg
einen moglichen Wert von MaBfunktionen zu, so kann man sich
in Definition 1.11 (sowie in allen weiteren Definitionen und Sétzen)
von der Beschrinkung auf Elemente des Systems F(e) und auf
Teilsysteme von F(e) befreien; jede MaBfunktion f im System 7' B(e)
kann dann automatisch auf das ganze System 7' erweitert werden:
es genligt, f({)=-oco fiir jedes (e —H(s) zu setzen.

Bemerkung 1.14. Die Formel f(¢)=1, die in 1.11 vorkommf,
spielt-im folgenden keine wesentliche Rolle und kann durch f(e)==0
ersetzt werden.

Satz 1.15. Ist fedlis(T) und aiy...,on, c1+...+ared, so ist
flayt .ot aw)=Fo1) + ...+ Flar). [Nach 1.11].

Korollar 1.16. Ist fe0lis(T) und a, f, a-+B ¢ T, soist fla-+f)=
=f(a)+f(p); ist fels(T) und a, k-a ¢ T, so ist f(k-a)="k-f(a).

[Nach 1.15].

Satz 1.17. Ist fedlis(T), a,fed, yeE(e) und a-+y=pF+y,
bzw. at+y<f+y, so ist fla)=f(B), bew. f(a)<f(B). [Nach 1.8, 1.11].

Satz 1.18. T erfille folgende Bedingungen:

(I) ee TCE(e);

JIX) ist £, nely so ist auch C+ne.

icm
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Damit unter diesen Vorausseloungen fedlis(T'), ist notwendig
und hinreichend, daf f der Bedingungen (i) aus 1.11 sowie folgenden
Bedingungen gendigt:

(if) st &ymyltn e T, so dst f(E+n)=HE)+F(n);
(ili) dst L, ned und (< n, so dst f(£)<f(y). [Nach 1.11, 1.16].

Korollar 1.19. Es sei T=E(e) oder, allgemeiner, T erfiille
die Bedingungen (1) und (I1) aus 1.18 sowie folgender Bedingung:

(IIT) ist ¢, t+ned, so ist nel.

Damit wnter diesen Voraussetzungen fedlis(T), ist notwendig
und hinreichend, daf f den Bedingungen (i) aus 1.11 und (ii) aus 1.18
geniigt. [Nach 1.6, 1.7, 1.18].

Bemerkung 1.20. In 1.11 und 1.18, aber nicht in 1.19, kann
man. (i) etwas vereinfachen und zwar die Zeichen ,,>> 0 weglassen
(aus 1.11 (ii), bzw. 1.18 (ii), (iii), folgt schon f(£)>0 fiir jedes CeT).

Satz 1.21. Ist fedlls(T), aed und fla)==0, so ist aeNrm;
insbesondere ist se Nrm, wenn es ein System T und eine Funktion f
gibt, so daf fedls(T). [Nach 1.9, 1.11].

Bemerkung 1.22. Aus 1.11 und 1.21 ergeben sich gewisse
Bedingungen, die notwendig dafiir sind, daf es eine MalBfunktion
in einem gegebenen System 7T und insbesondere in T'=E(e) gibt;
diese Bedingungen sind namlich eeZ'C E(e) und ce Nrime (fixr T=E(e)
ist die erstere Bedingung offenbar erfiillt). Unsere Hauptaufgabe
ist nachzuweisen, daf die beiden Bedingungen auch hinreichend
sind (Satz 1.58). Dazu mufl man folgendes zeigen: (1) die beiden
Bedingungen sind hinreichend fiir das kleinste in Betracht kom-
mende System 7, und zwar fir T={e} (vgl. 1.23); (2) gibt es eine
MaBfunktion f in einem System 7, so kann sie auf jedes umfassen-
dere System UCE(e) erweitert werden (vgl. 1.24, 1.42, 1.55).

Satz 1.23. Ist T=Ig}, so ist dann und nur dann fedls(T),
wenn ce Nrm und f(e)=1; ist also ceNrm, so gibt es eine Map-
funktion in T={g}. [Nach 1.10, 1.11, 1.22].

Sate 1.24. Bs sei Ty, Ty... Ty... eine (endliche oder) tramsfinite
Folge von Systemen, derart dof ceT.CTy fir wlA<p (wo u eing
vorgegebene Ordnungszahl >0 ist). Damit fedlis(Ty+ T1—|.—...+T,,...),
ist notwendig und hinreichend, daf fedlis(T,) fir jedes »<p.

‘ [Nach 1.11].
4%
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; 77 y AT o e
Definition 1.25. Es sei fedlis(T) und aedi(e). Die obere,
bew. untere, Schranke der Zahlen 2 von der Form

e=[f(£,) A+ e F (G — 1) = =T} [ 105
WO Lyyenes Cpy Ny ooy 8L undl
ST SN N A S O A R
wird inneres, baw. Guperes, MaB des Elements u Ln, Bezug
auf die Mapfunktion [ in T genannt wnd nil /7 (a baw.
fiT)( ), bezeichnet.

Satz 1.26. Bs sei fedls(T) ?l’rb(l aeF( ) T (];"wzmv dabei der
Bedingung (I1) aus 1.18. Dann st f% (a) 2. /'(, )a, die obere,
baw. untere, Schranke der Zahlen g==[f({) —~~f (n)][m, wo & ne ’l‘
und E<n+mea, baw. y+m-asl. [Nach 1.15, 1.25].

Korollar 1.27. BEs sei fedlis(T) und aedi(e); T gendige dabei

T
den Bedingungen (11) aus 1.18 und (111) aus 1.19. Dann 151 ff, )(u)
die untere Schramke der Zahlen z=f(C)/m, wo (e und m-a<C.

[ Nach 1.16, 1.26].

Bemerkung 1.28. Fiir das innere Mafl besteht kem Analogon
zu 1.27. Hier tritt bereits eine Asymmetrie zwischen f% und fal)
ein, die weiter unten in 1.44 noch einmal erscheint. Der eigentliche
Grund dieser Asymetrie 11( gt darin, dafl die Operation a-}-f nicht
umkehrbar ist.

Satz 1.29. Ist fedlis(X') und weli(e), so Mln,(? f@ly (a) M'n,d ff,,’l‘)(a)
2wei bestimmie reelle Zahlen und es gili: 0= ( ) f(,

LNcw,h 1.5, 1..1.1., 1.25].

Sate 1.30. Ist feons(T) und ae) so ist 1 (a)=fla)=fs (a).

[Nach 1.11, 1.25].

Satz 1.31. Ist fedlls(T) und a,ﬁeE(e), $0 st

(r

£+ A" <oty < w Np<

T
<A et < e +f@
[Nach 1.25, 1.29].

Korollcw 1.32. Ist fe@/ls(l’), ae.l' und feli(s), so sl

K et =1+ A8 wnd 1 ot )= fa) 15 (B).
[Nach 1.11, 1.80, 1.31].

Mafproblem h3
Korollar 1.33. Ist fedls(T) und a+BeT, so ist

fatB)=1" @)+ 15 =" )+ £ ).
[Nach 1.11, 1.30, 1.31].

Sﬂb” 131 Ist f(:é)/lﬁ ) ’[,[,’)’],d aeE( ), S0 'I:St fq(‘T)(k'a)zk'fq(/:lY)(a)

und £ (-0 =115 a). [Nach 1.25, 1.29].

Kovollar 1.35. Ist fedlis(T), so ist fs  (k-e)=k=—=F'"(k-5).
[Nach 1.11, 1.30, 1.34].
S(I,Lz 13() Ist fe@/cr (1), B,yeE(e) und at+y=p+y, so ist

f Ya) fq, (B) und £ =£"8). [Nach 1.8, 1.31, 1.35].

IWorollar 1.37. Ist fedlis(T), ByeE(e) und at+y<p+y (oder

insbesondere a<(f), so ist ]‘éT)(a)gf@(T)(‘B) und fﬁ“”(a)gff,”‘)(ﬁ).

[Nach 1.29, 1.31, 1.36].

Satz 1.38. Ist fedlis(A) und gedlis(U), so sind folgende
Bedingungen dquivalent:

@ £ 0=d"A0), bew. £
(0)

Y<giPNe), fiir jedes CeE(e);
i) 10 =g P0), vew. 04

Uhe), fir jedes ceB(s).
[Nach 1.5, 1.31, 1.35].
Satz 1.39. Ist fedls(T) und ?,st f(&)=g(L) ]‘w 7ede.9 LeT,
so ist auch gedlis(T) und es gilt: f,- =g§‘”( \<\fe ( —_-ggT)(g),
fiir jedes (e X (e). [Nach 1.11, 1.25, 1.29].
Satz 1.40. Ist eeTCU und fedlis(U), so ist auch fedls(T)
und es ailt: FL) (U) () (T) L

s gt fi (O<fi (O<fe (O<fe (L) fir jedes [eEfe).
[Nach 1.24, 1.25, 1.29].

v , e (Y , (1 (T)
Satz 1.41. Ist fedlis(T), acE(e) und f; (a)<fa)<fe "(a)y
so st fe s (T + {a}). [Nach 1.8, 1.11, 1.25, 1.29].
Korollar 1.42. Ist fedlis(T) und aeB(e), so ist i e lis(T+{a))
und 1) ¢ 0l (T [Nach 1.29, 1.30, 1.39, 1.41].
 Korollar 1.43. Ist e wnd aeE(e), soTist dann undan

dann  fedlis(T-+{a}), wenn [fedls(T) und ff; )(a)gf(a)gff;)
[Nach 1.30, 1.40, 1.41}.
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Satz 1.44. Es sei TCU; U geniige den Bedingungen (11)
aus 1.18 wnd (1X1) aus 1.19. Ist dann fedlis(T), gedlis(U) und

A0 0y= (&) fir jedes teT, soist 50 =gt(8) und 15 (&) =gi"(e)
fiir jedes CeXE(e).
[Nach 1.11, 1.27, 1.30, 1.34, 1.37, 1.38, 1.39, 1.40].

- Die nichstfolgenden Definitionen und Sitze 1.45—1.52 stehen
nicht im unmittelbaren Zusammenhang mit unserer Hauptaufgabe
(vgl. 1.22), scheinen aber an und fiir sich von Interesse zu sein und
sind fiir gewisse Anwendungen wichtig.

Definition 1.45. Bs sei fedlis(T). Jedes Hlement aek(e),
wo f,gT)(a):ng)(a), wird meBbar in Bezug auf die Mapffunk-
tiom f in T genannt; das System der mepbaren Elemente wird mit
M(f, T) bezeichnet.

Definition 1.46. Es sei fedlls(T). Ist aeM(f,T), so wird
die Zahl z:f&qv)(a)—_:fglv)(a) erweitertes Maf in Bezug auf die
MapBfunktion f in T genannt und mit fé,” (a) bezeichnet; die Funk-
tion 1" heift mavirliche Brweiterung der MaBfunktion fin T.

Satz 1.47. Ist fedlis(T) und aeM(f,T), so ist ack(e) und
£ a) ist eime bestimmie reclle Zahl 0. [Nach 1.29, 1.45, 1.46].

Sate 1.48. Ist fedls(T) wnd aeX, so ist aeM(f, T) und
£(@)=f(a); insbesondere ist sc M(f, T) und fy (s)=1.

[Nach 1.11, 1.30, 1.45, 1.46].

Satz 1.49. Ist fedlls(T) wund gehoren irgend zwei von den
drei Hlementen a,f und a-++p 2u M(f,T), so Jehi)'rt awh das dritte

M(f, T) und o5 gilt 1 NatB)=15 (@)+15 (B)-
[Nzhch 1.31, 1.45, 1.46].

Satz 1.50. Ist fedlis(L') wund gehdrt irgendein von den zwel
Blementen o und k-a zu M(f,T'), so gehort auch das andere 2u M(f,T')

= k15 (). [Nach 1.34, 1.45, 1.46].

) yeXl(e) und a--y=f+7y,
[Nach 1.36, 1.45, 1.46].

Element zu

und es gilt f;,T)(k

Satz 1.51. Ist fedls(T , aer,
s0 ist auch feM(f,T) und fp (a mfp (ﬂ .

icm

Mafiproblem 5h

San 1.62. Bs sei fedlis(T); U=M({{,T) und
(:)wjp (C) fiir jedes CeU Dawn, ist gedlis(U) und es gili:

setzen wir

Q(U( f(r (£) sowie qe fe ) fiir jedes CeE(e).
[Na,ch 1.19, 1.44, 1.46, 1.47, 1.48, 1.49].
Korollar 1.53. Unter den Voraussetzungen von 1.62 ist
Mg, U)=U wund g(U)(C ) fir jedes (eU.

[Nach 1.45, 1.46, 1.52].
Sate 1.54. Bs sei feds(T), U=M(f,T) und gedis(U).
Ist dann ¢(L)=1H() fiir jedes CFT, 50 ist g( )::fg(oT)(C) fiir jedes CeU,
. T T L
sowie gﬁ:”(&)-———fé )(C) und g (C) fe (&) fitr jedes (e (e).
[Nach 1.30, 1.39, 1.40, 1.46, 1.48, 1.52].
Satz 1.55. Ist fedlis(T) umd TCUC E(e), so gibt es eine
Funktion ¢edls(U), derart daf g(0)=f() fir jedes CeT.
Dieser wichtige Erweiterungssatz ergibt sich leicht aus
1.24 und 1.42 auf Grund des Wohlordnungssatzes mit Hilfe der

transfiniten Induktion.
Eine Erginzung hiezu bildet

Satz 1.56. Bs sei fedlis(T), TCUCE(e) und acU; Z sei
die Menge der Zahlen z, fir die es eine Funktion gedlis(U) gibt,
derart dap g(&)=f(L) fir jedes CeT wund gla)==». Bs ist dann

Z= Em
(@) 48t also die klemste und ng)(a) die gropte aller Zahlen
der Menge Z. [Nach 1.11, 1.39, 1.40, 1.43, 1.55].

Korollar 1.57. Bs sei fedns(T), TCUC E(e) wnd aeU. Folgende
Bedingungen sind damm dquivalent: '

(i) aeM(f, T);

(ii) sind g wnd h zwei beliebige Mapfunktionen in U und 1st
g(O)=HE)=N() fir jedes (e, so ist gla)="h(a);

(iii) st g eine beliebige Maﬁfufnktwn in U wnd ist g(C) f(C)

fir jedes e, so ist g(a mfp (a, bzw. ——f a, bzw. —fe ( .
[Nach 1.48, 1.46, 1.56].

)<z<fe ( ’

(1)
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Folgender Existenzsatz kann als Hauptergebnis der vor-
liegenden Betrachtungen angesehen werden:

Satz 1.58. Damit es eine Maffunktion im System T gibt,
ist notwendig wnd hinreichend, dof ee TCE () und ee Nrm; damit
es insbesondere eine Mapffunktion in H(g) g¢ibt, st notwendig. und
hinreichend, daf} ce Nrm. [Nach 1.6, 1.11, 1.21, 1.23, 1.55].

Bemerkung 1.59. Mit Riicksicht auf seinen fundamentalen
Charakter wollen wir diesen Satz noch in der {iblichen algebraischen
Teﬂmnomgie formulieren (wobei wir auch +- oo alg einen mdoglichen
Wert einer MaBfunktion zulassen, vgl. 1.14):

Bs sei S ein System von Dingen, fir dessen Flemente a,f...
etne stets ausfihrbare, kommutative und assoziative bindre Opera-
tion -+ bestimmt dst; e sei ein belicbiges Element von 8. Damil es
einen Homomorphismus ¢ibt, der das gamse System 8 (oder ivgend-
ein Teilsystem T' von S) auf cine Menge von nichinegativen recllen
Zahlen, jede Summe a--B auf die Summe der zugeordneten Zahlen
und ¢ auf eine endliche positive Zahl abbildet, ist notwendig wnd hin-
reichend, daf & im Sinne von Definition 1.9 normal ist.

Mit Ricksicht auf Anwendungen wollen wir hier noch paar
Begriffe speziellerer Natur erdrtern,

Wir fiigen zunichst dem. anfangs gegebenen Postulatensystem
noch folgenden Satz hinzu. :

Postulat E. Bs gibt keine natiirliche Zahl k, fir die (b4-1)- el 6.

Bemerkung 1.60. Postulate D und B driicken zusammen
aus, dafl e normal ist.

Definition 1.61. Ist acE(s), so wird die obere, baw. wntere,
Schranke c}er Menge aller z=(k—1)/m, wo k-e<l-e+ Mm-a, bzw.
betm-a<ke, inneres, baw. dupBeres, absolutes Map des Ele-
ments a genamnt und mit a;(a), bew. a.(a), bezeichnet.

. Definition 1.62. Jedes Element aeli(e), wo afa)=a.(a), nennen
wir abs?lut meBbar und bezeichnen das System dieser Hlemente
mit A; ist aed wnd e=aa)=a.(a), so wird die Zahl z absolutes
Map des Blements a genamnt wnd mit a(a) bezeichnet.

Satz 1.63. Ist T={g), so sind die Formeln: fedlis(T) und
fle)=1 dquivalent; jede dieser Formeln hat zur Folge, dap a; ()= f,ET) (&)
, (r o N o g
ind a(8)=15"(¢) fur jedes ¢e B(e), A = M(f, T) und a(&)=15"¢)
fir jedes Ce A. [Nach 1.23, 1.25, 1.45, 1.46, 1.61, 1.62].
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Korollar 164, Bs gili: aedlis(A), al™(0)=a;(2) und il (2)=ay(£)
fiir jedes e B(e), ferner M(a,4)=A und (I;A)(C)za(é) filr jedes Led.
[Nach 1.52, 1.53, 1.63].

Bemerkung 1.65. Auf Grund von 1.63 und 1.64 erweisen
sich die soeben definierten absoluten Begriffe als Spezialfille der
vorher betrachteten relativen Begriffe. Die wichtigsten Sétze ilber
diese neuen Begriffe kinnen somit als unmittelbare Folgerungen
aus den ung schon bekannten allgemeineren S#tzen gewonnen wer-
den. So darf man z.B. mit Riicksicht auf 1.64 in Sétzen 1.29-1.37

und 1.47-1.01 T und M(f,T) durch 4, f und ]‘;1) durch a, ferner
T ;AT .

f& ! durch a; und fg ) durch a, ersetzen und dabei die Voraus-
setzung: fedis(T) weglagsen. Bei den Sitzen 1.56 und 1.57 ist e

vorteilhafter anders zu verfahren, und zwar auf Grund von 1.63 T

Ty (T g .

durch {e} zu ersetzen, f§ ) , fg ) und fé]) aber wiederum durch

ai, ¢, und a; nach einer Vereinfachung erhilt man dann:

Satz 1.66. Bs sei ceUCKE(e) und aelU; Z sei die Menge
der Zahlen g, fir die es eine Funkiion gedlis(U) gibt, so dap gla)==2.

Bs ist dann Z== E [aie) <e<adla)l; ala) ist also die kleinste und a.(a)

die grofte aller Zahlen der Menge Z. [Nach 1.11, 1.56, 1.63].

Korollar 1.67. Bs set eeUCKE(e) und aelU. Folgende Be-
dingungen sind dann dquivalent:

(1) aed;
(i) g(a)=h(a) fir beliebige Mapffunktionen ¢ und b in U;
(iii) gla) = a(a), bew. = ai(a), bew.=a.a) fir jede Mapffunktion

g in U. [Nach 1.61, 1.62, 1.66].

§2. Man kaun fragen, inwiefern die Postulate von §1 zur Begriindung
der bisherigen Ergebnisse notwendig sind. Es stellt sich nun folgendes heraus:
bei einer gecigneten Verallgemeinerung der betreffenden Begriffe bewahren die
wichtigsten Ergebnisse aus §1 auch dann ihre Giltigkeit, wenn keine allgemeinen
Voraussetzungen tber das System § und die Operation + getroffen werden.
Insbesondere bleibt der Fundamentalsatz 1.58 in Kraft: nach wie vor hingt
die Txistenz von MaBfunktionen lediglich von der Beschaffenheit des Einheits-

elements ab.
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Wir wollen hier diesem Gedanken einen ganz konkreten und prizisen
Ausdruck geben. Da aber wegen der Komplizierung der Begriffe die Konstruktion
in ibren Einzelheiten wesentlich an Interesse verliert, so wollen wir unsere Auf-
merksamkeit auf den Fundamentalsatz 1.58 konzentrieren.

Es seien also gegeben: ein System §, eine binidre Operation - und ein
Element ¢; es werden keine LEigenschaften dieser Begriffe vorausgesetzt (nicht
einmal die, daB die Operation +, mit Elementen von S ausgefiihrt, immer ein
bestimmtes Ding und umsoweniger ein neues Element von § ergibt). — Mit p,y,y
wollen wir endliche Folgen von Elementen des Systems S bezeichnen; im iibrigen
wird die Symbolik aus §1 verwendet.

Wir nehmen folgende Definitionen an:

Definition 2.1. Zwei endliche Folgen ¢ und w von Elementen des Systems S
heipen unmittelbar dquivalent, in Zeichen: @~v, wenn sie einer der Bedin-
gungen (i) und (ii) geniigen:

(i) die Folge ¢ ist eine Permutation der Folge v;

(ii) es gibt ein k, so daf eine dieser Folgen k, die andere k-i- 1 Hlemenle hat
und dap dabei @=4, py=ty, ..., Pl =Py und enlweder (Pkm"/'lr—l—q’kwld oder
’Pk=¢lz+%+1 ist.

Definition 2.2. Zwei Folgen ¢ und y heiffen dquivalent, wenn es Folgen

xm, vees B gibt, s0 dap 9”“%(1) ~ ~x(k)~1/1.

Definition 2.3, eeE(d), wenn es zwei dguivalente Folgen ¢ wund v gibt,
derart dofi @,=a und alle Glieder von + gleich & sind.

Definition 2.4. aeNem, wenn oeS und es keine zwei dquivalente
Folgen: @ mit k Gliedern und v mit 1 Gliedern gibt, derart daf k>1 und
P =0T Py = Y= e = Y=

Definition 2.5. fe@lls(T), wenn e T C E(e)
sowie folgender Bedingung geniigt:

&) wnd f der Bedingung (i) aus 1.11

(ii) ist ¢ eine Folge von k Hlementen und v eine Folge von 1 Elementen
des Systems T' und ist ¢ mit ¢ oder mit einer Teilfolge von v dquivalent, so ist

o)+ e <)+ + 1)
Aus diesen Definitionen ergeben sich folgende Sitze:

Satz 2.6. Ist T=E(e), so ist damn und nur dann fedlis(T), wenn se8
wnd f die Bedingungen (i) aus 1.11 und (ii) aus 1.18 erfiillt.

Der Beweis besteht in einem leichten Induktionsverfahren.

Aus 2.6 ersieht man, daB der in 2.5 definierte MaBbegriff, auf das ganze
System T'=E(¢) angewendet, seinen komplizierten Charakter verliert und sich
mit dem entsprechenden Begriff aus §1 deckt.

Satz 2.7. Damit es eine Funltion fedls(T) gibl, ist notwendig wnd
hinreichend, dap ceT C E(2) und e Nrm; damit es insbesondere eine Funkiion
fedlls (E(e))  gibt, ist notwendig und hinveichend, daf ze Newm (m. a. W. Satz 1.58
bewahrt in wnverdndertem Wortlawt seine Giiltigheit).

Es soll hier der Beweis kurz skizziert werden,
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Ist @ eine endliche Folge von Elementen des Systems &, so wollen wir

mit p* die Menge der mit ¢ dquivalenten.Folgen bezeichnen; S* sei das System
aller dieser Mengen @*.

Fir die Mengen A, B,... des Systems §* definieren wir eine Addition —T~ in
folgender Weise: es sei 4, B e§*; wir betrachten eine beliebige Folge ped und
eine beliebige Folge eB; @ sei von % und v von I Gliedern; wir bilden nun

eine Folge y mit k-1 Gliedern, derart daB A= Po e L™= P Lt =P oo Ly 1 =¥,

und bezeichnen mit A+B die Menge aller so gewonnenen Folgen y und der mit
ibnen 4quivalenten Folgen.

Jedem Element a¢S entspricht offenbar eine Folge g ==&, die « als ein-
ziges Glied enthilt: anstatt @* wollen wir einfach a* schreiben. Man kann an-
nehmen, daB se¢S, da sonst Satz 2.7 in trivialer Weise (,ins leere®) erfiillt ist.

Es ist leicht zu zeigen, daBl S*, —T— und &* den Postulaten A—D aus §1
gentigen; es gelten also fir diese drei Begriffe auch alle aus A—D abgeleiteten
Siitze, insbesondere Satz 1.58 ( man muB freilich in diesen Sitzen alle Konstanten
durch die entsprechenden Symbole ,,mit Stern“ ersetzen).

Durch die Funktion F(a)=a* wird das System S (und jedes Systems 7'C S)
auf ein Teilsystem von S* abgebildet. D1ese Abbildung hat folgende Eigenschaften:
ist «,8,7¢ 8 und a—}—ﬁ-—y 80 ist a*-}—ﬂ*—y ; ist @ endlich in Bezug auf d im
Sinne von 2.3, 8o ist «* endlich in Bezug auf 6* im Sinne von 1.5, und um-
gekehrt; das Analoge gilt fiir die Begriffe ,normal® und ,,Ma,Bfunktion“. Mit
Riicksicht darauf kann man den fir S¥*, —T— und e* aufgestellten Satz 1.58 auf
8§, + und & ibertragen; dadurch ist der Beweis zu Ende gefiihrt.

. Bemerkung 2.8. Analysiert man die eben skizzierte Uberlegung, so sieht
man, dafB sie implizite einen Beweis fiir folgenden algebraischen Satz liefert:

Zu jedem System S und jeder bindren Operation - kann man ein System S*

und eine Operation -T— konstruierten, die den Postulaten A—C aus §1 geniigen und
dabei folgende Bedingung erfillen: es gibt einen. Homomorphismus a—co*, der S auf
ein Teilsystem von S* derart abbildet, daf zwei endliche Folgen ¢ und  von Ele-
menten des Systems S dann und nuwr dann im Sinne von 2.2 dquivalent sind, wenn

4pf—T— -: pl= ‘Pi"‘T‘ -{t w¥ (kist die Anzahl der Glieder von ¢ und l diejenige von ).

Satz 2.9. Geniigen S, + und & den Postulaten A-—D wnd behalien Defini-
tionen 1.1-1.3 ihre alte Form, so sind Definitionen 2.3, 2.4 und 2.5 beziehungsweise
mit 1.5, 1.9 und 1.11 dquivalent.

Der Satz ergibt sich aus einem leicht beweisbaren Hilfssatz, wonach unter
den Voraussetzungen von 2.9 zwei Folgen ¢ und ¢ dann und nur dann &qui-
valent sind, wenn p,+...4+¢,=w+...+¢, (wo k die Anzahl der Glieder von P
und I von v ist).

Bemerkung 2.10. Aus 2.9 erhellt, daBl Satz 2.7 als eine Verallgemeinerung
des Satzes 1,58 gelten kann: 2.7 ist némlich unabhiingig von irgendwelchen
Postulaten, geht aber automatisch in 1.58 fiber, wenn man Postulate A-D
zugrundelegt.

Fs ist noch zu bemerken, daB alles, was hier iiber Satz 1.58 gesagt wurde,
auch aut verschiedene andere Sitze aus §1 (z.B. auf 1.55) tbertragen werden kann.
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§ 3. Wir wollen jetzt zeigen, wie man die in §1 skizzierte
algebraische Konstruktion auf das eigentliche, geometrische Mag-
problem anwenden kann.

BEs sei R ein beliebiger metrigcher Raum; wir wihlen eine
bestimmte Menge ECR als Einheitsmenge (d.i. als Einheit
des MaBes). Der Begriff der Kongruenz (Isometrie) wird als be-
kannt vorausgesetzt; die Formel X=Y driickt wie gewdhnlich
aus, daB Punktmengen XYCR und YCR kongruent sind. ‘Wir wollen,
sagen, daB die Punktmenge X durch die Punktmenge Y be-
schrankt ist, wenn X in endlich viele Teilmengen zerlegt werden
kann, von denen jede zu einer Teilmenge von Y kongruent ist.

Zwei Punktmengen X und Y heiflen (endlich-) zerlegungs-
gleich, in Zeichen: X=7Y, wenn sie in endlich viele paarweise fremde
Teile zerlegt werden konnen: X=Xi+4..+Xp YVe=Yit. Vi
derart daB X;= Y4, ..., Xp= ¥p Das System der Punktmengen,
die mit einer gegebenen Punktmenge zerlegungsgleich sind, wird
Zerlegungstypus genannt®). Da die Relation der Zerlegungs-
gleichheit reflexiv, symmetrisch und transitiv ist, so gehirt jede
Punktmenge X zu genau einem Zerlegungstypus, den wir mit 7(.X)
bezeichnen; inshesondere setzen wir v(H)==c. S sei das System. aller
Zerlegungstypen. Sind o und f zwei Zerlegungstypen, so bezeichnen
wir als ihre Summe a4 das System der Punktmengen X4,
wo X-¥Y=0, 7(X)=0a und 7(Y)=p ist.

Die eben definierten Begriffe S, + und ¢ geniigen offenkundig

Postulaten B—D aus § 1. Postulat A gilt im allgemeinen nicht:

es laBt sich zwar leicht zeigen, dall die Summe zweier Zerlegungs-
typen entweder leer oder ein Zerlegungstypus ist, die erste Mo-
glichkeit ist aber keineswegs ausgeschlossen. Man kann jedoch in
einfacher Weise den Raum R in einen umfagssenderen Raum R,
derart einbetten, daf auch Postulat A gilt: es geniigt z. 3. den
Raum R, als das Cartesische Produkt des Raumes R mit dem Raum
der natiirlichen Zahlen zu definieren ©).

R sei z. B. eine euklidische Gerade; K, besteht dann aus abzihlbar vielen
Geraden, die zu R parallel sind. Die Begriffe des Zerlegungstypus und der Summe
von Zerlegungstypen werden auf den ganzen Raum R, bezogen. Mit § bezeichnen
wir aber das System der Zerlegungstypen von denjenigen Punktmengen, welche
in B liegen oder zumindest durch E beschrinkt sind, d. h. in einer Summe von
endlich vielen parallelen Geraden enthalten sind. Wie leicht ersichtlich, ist dann
die Addition von Zerlegungstypen innerhalb des Systems & stets ausf@hrbar.
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Sind nun Postulate A-D erfiillt, so gelten auch offenbar alle

Bitze, die sich aus diesen Postulaten ergeben; wenn man insbeson-
dere die entsprechenden Definitionen aus § 1 auf Zerlegungstypen

bezieht, so gewinnt man den Fundamentalsatz 1.58.

In der Algebra der Zerlegungstypen gelten {iberdies zahlreiche
Siitze, die keine Folgerungen aus den genannten Postulaten sind.
Bezeichnet man z.B. mit 0 den Zerlegungstypus der leeren Menge,
g0 hat man offenbar:

Satz 3.1. 0e8; ist aeS, soist a+0=a; ist B,yeS und f+y=0,
80 ist f=y=0.

Tiefer liegend ist

Satz 3.8. Ist a,p,6e8 und a+pB<La+0, so gibt es ein yeS,
devart dup a+p=oa-+y wnd y<6. 7)

Korollar 3.3. Ista,fe8 und a+f<a, so ist a+f=a; m.a. W.
ist w,Be S, a<f und B<a, so ist a=4. [Nach 3.1, 3.2].

Satz 3.4. Ist a,feS und k-a<k-p, so ist a<p. ")

Korollar 3.5. Ista,feS und k-a=k-B, so ist a=p. [Nach 3.3, 3.4].

Korollar 3.6. Ist of,yeS wund k-at+l-y=k-f-+1l-y, bzw.
Loat-l-y<k-B+1y, so ist aty=F+y, baw. a+y<f-+y. [Nach 3.4, 3.5].

Auf Grund von 3.1-3.6 1aBt sich die in §1 skizierte Konstruk-
tion in gewissen Einzelheiten vereinfachen. Insbesondere erhélt man:

Satz 3.7. Damit aeNrm, ist notwendig und hinreichend, dafp
ael wnd as=2-a. [Nach 1.9, 3.3, 3.5].

Mit Riicksicht daranf nimmt Satz 1.58 (genauer: der zweite
Teil dieses Satzes) folgende Form an:

Satz 3.8. Damit es eine MapBfunktion im System E(s) gibt, ist
notwendig und hinreichend, daf e42-¢. [Nach 1.58, 3.7].

Wir wollen dieses Ergebnis rein geometrisch ausdriicken:

Es sei R ein metrischer Rawm und E eine beliebige Punktmenge
dieses Raumes. Damit es eine Mapfunktion (im diblichen, geometri-
schen Simme) gibt, die fur alle durch E beschrdnkten Mengen dieses
Raumes definiert ist, ist notwendig und hinveichend, dap die Menge E
nicht ,paradosal zerlegbar ist, d. h. dof E in keine zwei disjunkien
Teilmengen zerlegt werden kann, von denen jede mit E zerlegungs-
gleich st
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TUm diese Formulierung aus 3.8 abzuleiten, mufl man Folgendes
bemerken:

(1) Ist f eine MaBfunktion in E(e) (im Sinne von 1.11 oder 1.19)
und setzt man g(X)=f(»(X)), so gewinnt man eine Maflfunktion ¢
(im iiblichen, am.Anfang der Arbeit prizisierten Sinne), die fiir alle
durch B beschrinkte Mengen bestimmt ist; auch umgekehrt kann
jeder solchen MaBfunktion g eine MaBfunktion f in E(e) zugeordnet
werden.

(2) Der in Rede stehende Satz gilt zunfchst fiir den erwei-
terten Raum R;, kann aber nachtréiglich ohne irgendwelche Schwierig-
keit auf den urspriinglichen Raum K erstreckt werden.

Zur Frage, ob sich dieses Ergebnis auf beliebige, nicht nur
durch F beschrinkten Punktmengen des Raumes IR erweitern 1408t,
vergleiche man 1.13.

Anstatt metrischer Réume kann man gewisse Gebilde von allge-
meinerem Charakter betrachten, ndmlich diesog. Riume mit einer
ausgezeichneten Abbildungsgruppe ?). Als ein derartiger Raum
wird nidmlich eine beliebige Menge R bezeichnet, fiir die eine Gruppe &
von eineindeutigen Abbildungen definiert ist. Der Begriff der Ab-
bildungsgruppe kann hier etwas weiter als iiblich gefalt werden:
es geniigt zu verlangen, daf der Vor- und Nachbereich jeder Funk-
tion der Gruppe ¥ in E enthalten ist, aber sich nicht notwendig
mit B deckt; die identische Abbildung des ganzen Raumes R wird
aber jedenfalls zu & geziihlt. Die Gruppe § spielt in solch einem
Raum R dieselbe Rolle wie die Gruppe der isometrischen Abbil-
dungen in einem metrischen Raum: die Begriffe der Kongruenz,
der Zerlegungsgleichheit u. s. w. werden auf ¢ bezogen (zwei Men-
gen XCR und YCR heiflen also kongruent, wenn es eine Funktion
der Gruppe § gibt, die X auf Y abbildet). Fir die der Gruppe &
entsprechenden Zerlegungstypen sind wiederum Postulate B—D er-
fiullt; die Giiltigkeit von A kann durch eine Erweiterung des Rau-
mes erreicht werden. Es gelten ferner Sétze 3.1-3.7 und demnach
auch Satz 3.8 in beiden oben angegeben Formulierungen.

Nehmen wir insbesondere an, B gei eine nicht-leere Menge und ¢ die Gruppe
der eineindeutigen Abbildungen %, deren Vor- und Nachbereich gleich R ist und
die sich nur an endlich vielen Stellen von der identischen Abbildung unterscheiden
(d. h.: E [h(z)=2] ist endlich). Als B wihlen wir den ganzen Raum R. Wie leicht.
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ersichtlich, ist dann der Zerlegungstypus ¢ von E normal; da hiebei das System §
aller Zerlegungstypen sich mit E(z) deckt, so gibt es nach 3.8 eine MaBfunktion f
in 8. Setzt man nun g(X)=f(z (X)) fir jedes XCR, so gewinnt man einen Satz,
der die positive Liosung des Mafproblems in seiner allgemein-mengentheore-
tischen Gestalt mit sich bringt:

Zu jeder Menge R+ 0 gibt es eine Funkiion g mit folgenden Eigenschafien:

(i) jeder Menge X(CR entspricht eine reelle Zahl f(X)=0 und insbesondere
der Menge R die Zahl f(R)=1;

(if) sind X und ¥ zwei endliche gleichméchtige Mengen CR, so ist {(X)=f(T)
(und demnach f(X)=f(¥)=0, falls R selbst unendlich ist);

(iii) ist X4 YCR und X-¥Y=0, so ist f(X+ ¥)=f(X)+ {(T). 9)

Wir gehen zu Anwendungen speziellerer Natur iiber. B sei diesmal die
gerade Linie, I eine Strecke, die mehr als einen Punkt enthilt; die durch E be-
schrinkten Mengen decken sich dann mit den beschrinkten Mengen im iiblichen
Sinne. Die Symbole 8, + und e behalten ihre frithere Bedeutung (es wire etwas
bequemer, mit § nur das System der Zerlegungstypen von beschrinkten Mengen
zu bezeichnen: Postulat A wiirde dann vom Anfang an erfillt, und man brauchte
nicht den Raum zu erweitern). Die Algebra der Zerlegungstypen wird jetzt mit
neuen Sitzen bereichert, und zwar zunichst mit dem trivialen

Satz 3.9. e+0; 2u jedem natiirlichen m gibt es ein ceS, so daf e=m-a.

Mit Riicksicht auf diesen Satz kann man den Begriff des rationalen Viel-
fachen von e einfithren:

Definition 3.10. Es sei r eine rationale nichinegative Zahl. Fiir r=0 setzen
wir ree=0; filr >0 bezeichnen wir mit r-e das einzige Element ce S, das folgender
Bedingung geniigt: ist r=Il/m (1 und m natirliche Zahlen), so ist m-a=1.e.

Die Operation r-e ist stets ausfithrbar:

Satz 3.11. Ist r eine rationale nichinegative Zahl, so ist r-ze S.

[Nach 3.1, 3.5, 3.9].
Es gilt ferner folgender wichtiger
Satz 3.12. Ist a,feS und 2-c=a-4, 80 18t a=4. 7)

Korollar 3.13. Ista,B,yeS, k+1 und ka-t+p=la+ty, soist (k—1)-a-t+i=y
oder g=(1—k)-a—+y, je nachdem ob k>1 oder k<l; das Zeichen = kann hier am
allen Stellen durch << ersetzt werden. [Nach 3.12].

Korollar 3.14. Ist aeS und a#0, so ist ¢+2-.« und demnach oeNrm.
[Nach 3.1, 3.7, 3.12].

AlsvSpezia,lfa,ll von 3.14 (mit Riicksicht auf 3.9) erhédlt man insbesondere
Postulat E: & ist normal. Nach 3.8 ergibt sich hieraus der bekannte Satz, gemas
dem das MaBproblem im System E(e) (und folglich im System aller beschrinkten
linearen Punktmengen) eine positive Losung hat 19).

Auf Grund des Postulates E kann man ferner in die Algebra der Zerle-
gungstypen linearer Punktmengen die Begritfe a/(a), ae(a), 4 und a(e) einfithren
und ihre Theorie entwickeln (1.61-1.87). Die Definition von g:(z) und ae(a) liBt
gich dabei vereinfachen:
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Satz 3.15. Ist ael(£), s0 st a(a), bzw. ap(«), die obere, bzw. wniere, Schranke
der Menge aller vationalen wichinegativen; Zahlen », fiir die r-e<la, baw, @:lres,
gilt. [Nach 1.61, 3.10, 3.11, 8.18].
Hieraus gewinnt man sofort einfache Bedingungen dafir, dal ai(e)=0
oder ae(e)=a(e)=0 oder schliellich ae¢A ist.

Wenn man nun anstatt der Zerlegungstypen die Punktinengen selhst
in Betracht zieht, so geht die Theorie der Begriffe a;(«), ae(a) usw. in die Theorie
des absoluten Mafies linearer Punktmengen iiber, die ich anderswo skizziert habet?),

Mit Riteksicht auf 3.14 kann man als Einheitsmenge anstatt einer Strecke
eine beliebige nicht-leere Punktmenge und insbesondere die ganze Gerade wihlen.
Es ist zu hemerken, dal Sitze 3.12-3.14 giiltig bleiben, wenn man die euklidiscle
Gerade durch einen beliebigen Raum mit einer ausgezeichneten A belschen Gruppe
ersetzt (die Sitze gelten tbrigens auch fir gewisse nicht-Abelsche, aber mit
Abelschen nahe verwandte Gruppen).

Nehmen wir jetzt an, R sei die euklidische Ihene und I ecin Quadrat.
Siitze 3.12-3.14 gelten dann im allgemeinen nicht; die fir uns wichtigste Fol-
gerung aus diesen Sitzen, nimlich Postulat E, bewahrt jedoch ihre Giiltigkeit 12),
Die Lisung des MaBproblems im Systemn F(e) ist wiederum positiv 19), und aueh
die Theorie des absoluten Malles kann fir ebene Punkimengen (wenn auch ohne
die oben angedeuteten Vereinfachungen) entwickelt werden.

Die Situation iindert sich wesentlich, wenn man zu einem n-dimensionalen
euklidischen Raum mit »2=3 iibergeht. Wie hekannt, ist dann jedes Polyeder
(und allgemeiner: jede beschrinkte Punktmenge mit inneren Punkten) ,para-
doxal zerleghar® und sein Zerlegungstypus ist nicht normal 3). Iig gibt hier freilich
auch normale Zerlegungstypen & (z.B. Zerlegungstypen endlicher Punktmengen),
aber sie sind nicht interessant: die entsprechenden Systeme ¥(¢) sind nicht wm-
fassend. Will man in diesen Réumen fir die Konstrulktion aus §1 irgendwelche
interessante Anwendungen finden, so mufl man sich entweder auf gewisse Teil-
rdume beschrinken (etwa auf gewisse Flachen in dew dreidimensionalen Raum),
oder den Kongruenzbegriff enger fassen (und anstatt der Gruppe aller isome-
trischen Abbildungen eine Teilgruppe, etwa die Gruppe der Translationen, be-
trachten), oder schliefllich wunter Beibehaltung des tiblichen Kongruenzbegriffes
den Begriff der Zerlegungsgleichheit einer Spezialisierung unterwerfen. Wir
wollen diese dritte Moglichkeit kurz ins Auge fassen.

Es sei also R ein n-dimensionaler euklidischer Raum und F ein n-dimen-
sionaler Wiirfel. Als Stiick einer Punktmenge X R bezeichnen wir den Durch-
schnitt von X mit einem (nicht notwendig n-dimensionalen) offenen oder ah-
geschlossenen Simplex. Zwei Punktmengen X und ¥ werden stilckweise zer-
legungsgleich genannt, wenn sie in endlich viele paarweise fremde und ent-
sprechend kongruente Stiicke zerlegt werden konnen. Analog wie vorher wird
der Begriff des Zerlegungstypus (genauer: des Typus der stiickweisen Zer-
legungsgleichheit) definiert; S bezeichne das System der Zerlegungstypen
von beschrinkten Punktmengen, e den Zerlegungstypus von B. Als Summe a-4
zweier Zerlegungstypen wird das System der Mengen X+ ¥ bezeichnet, wo X
und ¥ disjunkte Sticke von X+ ¥ sind und dabei X zu ¢ und ¥ zu # gehort.
Postulate A—E sind dann erfilllt, das (allerdings wesentlich modifizierte) MaB-
problem ist positiv 18sbar; die Begriffe a:(a), ae(e) usw., auf Punktmengen an-
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gewendet, ergeben aber nicht das absolute, sondern das Peano-Jordansche
Maf3t). Wenn man den Begriff der Zerlegungsgleichheit weiter modifiziert und
zwar die Zerlegung zweier Punktmengen nicht in endlich, sondern in abzihlbar
viele paarweise fremde und entsprechend kongruente Sticke betrachtet, so ge-
langt man auf demselben Wege zu dem Lebesgueschen MaB!). Es muB aber
betont werden, dafl die Theorie des Peano-Jordanschen und des Lebesgue-
schen Mafes, so wie sie hier durch unmittelbare Anwendung der algebraischen
Konstruktion gewonnen wird, einen sehr unvollstéindigen, fragmentarischen
Charakter hat; das hiingt mit der speziellen Natur der hier in Betracht kommenden
Addition von Zerlegungstypen zusammen, die einer ganz eng gefalten Addition
von Punktmengen entspricht. Um dabei die Theorie des Liebesgueschen MaBes
in addquater Weise abstrakt zu entwickeln, miilte man neben Summen zweier
Elemente auch Summen von unendlichen Reihen ins Auge fassen, was ver-
mutlich bedeutende Komplikationen verursachen und der Konstruktion ihren
algebraischen Charakter teilweise entziehen wiirde.

Interessantere Anwendungsmoglichkeiten scheint eine andere Spezialisierung
-des Begriffs der Zerlegungsgleichheit zu bieten. R und E sollen ihre friihere Be-
deutung behalten. Zwei Mengen X und ¥ werden als l-zerlegungsgleich be-
zeichnet, wenn sie in endlich viele paarweise fremde und entsprechend kongruente
im Lebesgueschen Sinne melbare Teilmengen zerlegt werden konnen. Der
Begriff des I-Zerlegungstypus, der Summe zweier Typen, des Elements e
wird ganz analog wie im allgemeinen Fall (bei Erorterung der beliebigen metri-
schen Réume) eingefithrt. Da aber die Relation der I-Zerlegungsgleichheit le-
-diglich zwischen zwei mefbaren Mengen hestehen kann, so werden nur die mef-
baren Mengen in I-Zerlegungstypen eingeteilt; S bezeichne das System der Zer-
legungstypen von beschrinkten meBbaren Mengen. Postulate A—E sind wie-
.derum erfillt. Die Existenz einer MaBfunktion in §= E(¢), die sich daraus ergibt,
ist aber einleuchtend: eine solche MaBfunktion kann ja dadurch bestimmt werden,
daB man jedem I-Zerlegungsbypus « das (offenbar gemeinsame) Lebesguesche
MaB der zu o gehorenden Punktmengen zuordnet. Es entsteht nun die Frage,
ob die in dieser Weise gewonnene Funktion die einzige MafBfunktion in S ist,
oder in einer (auf Grund von 1.67) dquivalenten Formulierung: ob sich das Sy-
stem S mit A deckt. Dieses Problem wurde fiir den Fall des 1- und 2-dimensionalen
Raumes negativ gelost 13) und bleibt noch fir den Fall der mehrdimensionalen
Riume offen. Es besteht jedenfalls ein wichtiger Unterschied zwischen beiden
Fillen. Im 1- oder 2-dimensionalen euklidischen Raum gibt es Mengen vom
Lebesgueschen MaBe 0, deren Zerlegungstypus nicht zu 4 gehért. Man kf;nnn
dagegen zeigen, daB es in mehrdimensionalen Réumen derartige Mengen nicht
gibt; mit anderen Worten: keine MaBfunktion, die fiir alle im Leb esgqeschen
Sinne meBbaren Mengen definiert ist, kann einer Menge vom Lebesgueschen
MaBe O ein von 0 verschiedenes Mafl zuordnen.

Der Beweis hiefiir beruht auf folgenden zwei Bemerkungen:

(1) in einem n-dimensionalen euklidischen Raum mit n=3 ist jede be-
sohrinkte Menge mit einer Teilmenge eines beliebig kleinen Wiirfels zerlegungs-
gleich 3);

(2) fiir die Mengen vom Lebesgueschen MaBe 0 de.ckt sich die l-Zn{r-
legungsgleichheit mit der Zerlegungsgleichheit im tiblichen Sinne.
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Anmerkungen.

1) Vgl. F. Haunsdortf, Grundziige der Mengenlehre, Leipzig 1914, S. 39y ff,

2) Zu dem Begriff des Homomorphismus vgl. z.B. B.L.VanDerWaerden,
Moderne Algebra, 1. Teil, Berlin (1930), S. 32,

3) Vgl. hiezu 8. Banach et A. Tarski, Fund. Math. 6 (1924), 8. 244 ff.;
A. Tarski, Przeglad mat.-fiz. 2 (1924), 8. 47 f.

4) Fast alle Ergebnisse der vorliegenden Arbeit (abgesehen von einigen
spezielleren Anwendungen in § 3) stammen aus dem Jahre 1928; die Hauptergeb-
nisse habe ich (ohne Beweis) in C. R. Soc. Sc. Vars. 22 (1929), CL. III, 8. 114 ff.
verotfentlicht. Es bestehen gewisse Bertthrungspunkte zwischen den vorliegenden
Betrachtungen und den Arbeiten von H. Hahn, Journ. f. Math. 157 (1927),
§.214 #f., und S. Banach, Stud. Math. 1 (1929), 8. 211 ff. und 8. 223 ff. (wo
Banach seine fritheren Untersuchungen in Fund. Math. 4 (1923), 8.7 ff., in
abstraktere Form bringt). Hiezu ist jedoch zu bemerken, dafl diese Autoren viel
speziellere Voraussetzungen machen, indem sie ihre Untersuchungen auf die
sog. linearen oder vektoriellen Raume beziehen; infolgedessen sind ihre Ergebnisse
in erster Linie auf sozusagen stetige Gebilde anwendbar, Die vorliegende Kon-
struktion hingegen kann auf beliebige und inshesondere ganz diskrete Gehilde
angewendet werden, was man an der Hand der Beispiele in § 3 sofort ersehen
kann. — Wir bringen hier u.a. Verallgemeinerungen von Ergebnissen aus unserer
Mitteilung in Fund. Math. 30 (1938), 8. 218 ff.

5) Vgl. A. Lindenbaum et A. Tarski, C. R. Soe. Sc. Vars. 19 (1926),
CL III, 8. 319; A. Tarski, Atti Congr. Mat. Bologna 1928, 2. Bd., S. 251 f.

) Vgl. z.B. C. Kuratowski, Topologie I, Monogr. Mat. 8, Warszawa-
Lwéw 1933, 8. 71f. und 87 #f.

7) Sitze 3.2-3.6 und 3.12-3.14 sind algebraische (oder eher arithmetische)
Ubertragungen gewisser Ergebnisse aus der Theorie der Zerlegungsgleichheit,
die in § 1 meiner Arbeit in Fund. Math. 80 (1938), S. 221 f. angegeben wurden.
Und zwar entspricht Satz 3.2 dem Mittelwertsatz 1.7, Korollar 3.3 den Aqui-
valenzséitzen 1.9 und 1.10; Sitze 3.4-8.6 sind Ubersetzungen der Divisionssiitze
1.11-1.14, schlieBlich entsprechen Sitze 3.12-83.14 den Subtraktionssitzen
1.15-1.17.

8) Vgl. J. v. Neumann, Fund. Math. 18 (1929), 8. 78 ff., sowie meine
Mitteilung in Atti Congr. Mat. Bologna 1928, 2. Bd., S.243 ff.

®) Einen anderen Beweis dieses Satzes habe ich in Fund. Math. 15 (1930),
8. 42, ff., versffentlicht.

1) Vgl. 8. Banach, Fund. Math. 4 (1928), S. 7 ff.

1) Fund. Math. 30 (1938), S. 218 ff.

12) Vgl. hiezu meine eben zitierte Arbelt S.223 und 233 sowie 8. 234,
Anmerkungen 13 und 14.

1) Vgl. 1) (das Problem wurde von 8. Ruziewicz gestellt).
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Ein Beitrag zum Mengerschen Begriff
des fastmetrischen Raumes.

Von
) Stanisiaw Gotlab (Krakéw).

1. Der Fréchetsche Begriff der allgemeinen metrischen
Réume wurde schon einigen Verallgemeinerungen unterworfen (halb-
metrische Réume, quasimetrische Riume etc). Eine der neuesten
Verallgemeinerungen ist der Begriff des fastmetrischen Rawmes, der
von Menger?) eingefiihrt wurde. Die Verallgemeinerung geht in
der Richtung, dass der Fundamentalsatz iiber die Unterhalbstetig-
keit: der Bogenlinge erhalten bleibt, obwohl die Abstandsfunktion
o(z,y) der Dreiecksungleichung nicht geniigt. In der erwiihnten
Arbeit beschrinkt sich Menger nicht nur auf allgemeine Be-
trachtungen, er gibt sogar interessante Anwendung auf das klas-
sische Problem der Variationsrechnung. Der Hauptgrund dieser
Anwendung liegt darin, dass der Verfasser mit Hilfe der Grund-
funktion F' den Raum derart metrisiert, dass der letzte ein fast-
metrischer Raum wird, wonach die Sitze der vorher entwickelten
Theorie angewandt werden kénnen. Neben den Voraussetzungen
der Stetigkeit und Beschrinktheit der Grundfunktion F in dem vor-
geschriebenen Gebiete I' spielt eine wesentliche Rolle die Voraus-
setzung, dass die zugehorige Indicatrix in jedem Punkte des Ge-
bietes I" konvex ist.

Das Ziel dieser Note ist es eine in gewissem Sinne Umkehrung
des Mengerschen Resultates zu beweisen. Ich zeige néimlich, dass
die Konvexitdt der Indicatrix aus der Voraussetzung folgt, dass

1) K. Menger, Metrische Geometrie und Voriationsrechnung, Fund. Math. 25
(1935), 441—458.
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