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Anmerkungen.

1) Vgl. F. Haunsdortf, Grundziige der Mengenlehre, Leipzig 1914, S. 39y ff,

2) Zu dem Begriff des Homomorphismus vgl. z.B. B.L.VanDerWaerden,
Moderne Algebra, 1. Teil, Berlin (1930), S. 32,

3) Vgl. hiezu 8. Banach et A. Tarski, Fund. Math. 6 (1924), 8. 244 ff.;
A. Tarski, Przeglad mat.-fiz. 2 (1924), 8. 47 f.

4) Fast alle Ergebnisse der vorliegenden Arbeit (abgesehen von einigen
spezielleren Anwendungen in § 3) stammen aus dem Jahre 1928; die Hauptergeb-
nisse habe ich (ohne Beweis) in C. R. Soc. Sc. Vars. 22 (1929), CL. III, 8. 114 ff.
verotfentlicht. Es bestehen gewisse Bertthrungspunkte zwischen den vorliegenden
Betrachtungen und den Arbeiten von H. Hahn, Journ. f. Math. 157 (1927),
§.214 #f., und S. Banach, Stud. Math. 1 (1929), 8. 211 ff. und 8. 223 ff. (wo
Banach seine fritheren Untersuchungen in Fund. Math. 4 (1923), 8.7 ff., in
abstraktere Form bringt). Hiezu ist jedoch zu bemerken, dafl diese Autoren viel
speziellere Voraussetzungen machen, indem sie ihre Untersuchungen auf die
sog. linearen oder vektoriellen Raume beziehen; infolgedessen sind ihre Ergebnisse
in erster Linie auf sozusagen stetige Gebilde anwendbar, Die vorliegende Kon-
struktion hingegen kann auf beliebige und inshesondere ganz diskrete Gehilde
angewendet werden, was man an der Hand der Beispiele in § 3 sofort ersehen
kann. — Wir bringen hier u.a. Verallgemeinerungen von Ergebnissen aus unserer
Mitteilung in Fund. Math. 30 (1938), 8. 218 ff.

5) Vgl. A. Lindenbaum et A. Tarski, C. R. Soe. Sc. Vars. 19 (1926),
CL III, 8. 319; A. Tarski, Atti Congr. Mat. Bologna 1928, 2. Bd., S. 251 f.

) Vgl. z.B. C. Kuratowski, Topologie I, Monogr. Mat. 8, Warszawa-
Lwéw 1933, 8. 71f. und 87 #f.

7) Sitze 3.2-3.6 und 3.12-3.14 sind algebraische (oder eher arithmetische)
Ubertragungen gewisser Ergebnisse aus der Theorie der Zerlegungsgleichheit,
die in § 1 meiner Arbeit in Fund. Math. 80 (1938), S. 221 f. angegeben wurden.
Und zwar entspricht Satz 3.2 dem Mittelwertsatz 1.7, Korollar 3.3 den Aqui-
valenzséitzen 1.9 und 1.10; Sitze 3.4-8.6 sind Ubersetzungen der Divisionssiitze
1.11-1.14, schlieBlich entsprechen Sitze 3.12-83.14 den Subtraktionssitzen
1.15-1.17.

8) Vgl. J. v. Neumann, Fund. Math. 18 (1929), 8. 78 ff., sowie meine
Mitteilung in Atti Congr. Mat. Bologna 1928, 2. Bd., S.243 ff.

®) Einen anderen Beweis dieses Satzes habe ich in Fund. Math. 15 (1930),
8. 42, ff., versffentlicht.

1) Vgl. 8. Banach, Fund. Math. 4 (1928), S. 7 ff.

1) Fund. Math. 30 (1938), S. 218 ff.

12) Vgl. hiezu meine eben zitierte Arbelt S.223 und 233 sowie 8. 234,
Anmerkungen 13 und 14.

1) Vgl. 1) (das Problem wurde von 8. Ruziewicz gestellt).

£

icm

Ein Beitrag zum Mengerschen Begriff
des fastmetrischen Raumes.

Von
) Stanisiaw Gotlab (Krakéw).

1. Der Fréchetsche Begriff der allgemeinen metrischen
Réume wurde schon einigen Verallgemeinerungen unterworfen (halb-
metrische Réume, quasimetrische Riume etc). Eine der neuesten
Verallgemeinerungen ist der Begriff des fastmetrischen Rawmes, der
von Menger?) eingefiihrt wurde. Die Verallgemeinerung geht in
der Richtung, dass der Fundamentalsatz iiber die Unterhalbstetig-
keit: der Bogenlinge erhalten bleibt, obwohl die Abstandsfunktion
o(z,y) der Dreiecksungleichung nicht geniigt. In der erwiihnten
Arbeit beschrinkt sich Menger nicht nur auf allgemeine Be-
trachtungen, er gibt sogar interessante Anwendung auf das klas-
sische Problem der Variationsrechnung. Der Hauptgrund dieser
Anwendung liegt darin, dass der Verfasser mit Hilfe der Grund-
funktion F' den Raum derart metrisiert, dass der letzte ein fast-
metrischer Raum wird, wonach die Sitze der vorher entwickelten
Theorie angewandt werden kénnen. Neben den Voraussetzungen
der Stetigkeit und Beschrinktheit der Grundfunktion F in dem vor-
geschriebenen Gebiete I' spielt eine wesentliche Rolle die Voraus-
setzung, dass die zugehorige Indicatrix in jedem Punkte des Ge-
bietes I" konvex ist.

Das Ziel dieser Note ist es eine in gewissem Sinne Umkehrung
des Mengerschen Resultates zu beweisen. Ich zeige néimlich, dass
die Konvexitdt der Indicatrix aus der Voraussetzung folgt, dass

1) K. Menger, Metrische Geometrie und Voriationsrechnung, Fund. Math. 25
(1935), 441—458.
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der Raum fastmetrisch ist (das Behalten der iibrigen Voraussetzun-
gen versteht sich von sich selbst). Das ganze Vermhren lagst sich
auch auf Grund der Finslerschen Geometrie deuten. Wir werden
den Beweis im zweidimensionalen Falle durchfithren, er ldsst gich
aber ohne wesentliche Schwierigkeiten auf den allgemeinen n-dimen-
gionalen Fall tibertragen.

2. Bs sei eine Funktion
1) F(z,y; p,49)
gegeben, die wir weiterhin Grundfunktion nennen werden, welche fiir

alle Punkte (z,y) eines geschlossenen und beschrinkten Gebietes I
und fiir alle Paare (p,q) mit der Eigenschaft

(2) lpl+g>0

definiert ist. Uber die Grundfunktion setzen wir weiter voraus,
dass sie bestindig positiv und in bezug auf die Variablen (p,q)
positiv homogen vom Grade 1 ist. Was die Regularitdtsannabmen
betrifft, setzen wir voraus, dass die Funktion F fiir alle zullissige
Quadrupel der reellen Zahlen (x,y,p,q) steteg ist und ausserdem,
dags sie in bezug auf (@,y) die Lipschitesche Bedingung erfillt.
Damit wird folgende Ungleichheit gemeint:

(3)  |F(wq,ys5 cos b, 8in 0)—F (4,945 cos 0, sin 0)| < L- V(mz"‘ml)z’l'(?/z“‘“yl)z’

die fiir alle 8 erfilllt sein soll, wobei L eine positive Konstante

bezeichnet.
Aus (3) und der Homogeneitit der Grundfunktion folgt sofort:

&) |F(@y, Ys5 D, 0)—F (@2, 91 D, DI <L V0P + @V ws—a0 Y+ (yo—u, )

Die Gesamitheit der obigen Vorausseteungen werden wir kure mit
(V) bezeichnen.

Die Punkte des Bereiches I" werden mit grossen lateinischen
Buchstaben bezeichnet. Das Symbol AB soll den euklidischen Ab-
stand der Punkte 4, B bedeuten. Dagegen fiir irgendwelche andere
Metrik werden wir uns der Symbole o(4,B), ¢*(4,B) u.s.w.

bedienen.
Mit Hilfe der Grundfunktion F definieren wir in I" eine spe-
gifische Metrik und zwar folgendermassen:

(5) 0(Py, Po) =Py, Ys; 0503, Y3—Y1) tir Py=Py,
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wo P; den Punkt mit Koordinaten (z;,y:) bezeichnet. Dabei wird
wie iiblich gesetzt:

(6) o( Py, Py)=0,

Unter der Indicatriz des Punktes Py(x,, y,) versteht man (nach
Carathéodory) die Kurve von der Gleichung:

wenn P,=P,.

(7 F(@gs Yo5 6—m0, Y—Yo)=1.
Der Punkt P, wird der Awufpunkt der Indicatrix genannt.

Menger hat in der zitierten Arbeit folgenden Satz bewiesen:
Geniigt die Grundfunktion F' den Voraussetzungen (V) und ist aus-
serdem die Indicatrix jedes Punktes komwes, so ist der mit der
Metrik (5) aufgeprigte Raum ein fastmetrischer Raum.

Wir wollen folgende Umkehrung dieses Satzes beweisen:

Satz. GQeniigt die Grundfunktion F den Voraussetzungen (V),
so ist der mit Hilfe der Abstandsfunktion (5) definierte Raum nur
dann fastmetrisch, wenn die Indicatriz in jedem Punkte des Gebictes
I konwvex ist.

3. Beweis. Wir werden nur einen Teil der Definition des
fastmetrischen Raumes ausniitzen (die ganze Definition besteht aus
einigen unabhingigen Rigenschaften). Ist nimlich der Raum fast-
metrisch, so gilt in ihm die sog. abgeschwiichte Ungleichung. Sie be-
steht darin, dass es eine nichtnegative Funktion A(w) gibt, die
folgende Eigenschaften besitzt:

(8) 4(0)=0, A(u) ist stetig fir u=0,
(9) o(4,0)<o(4,B)+o(B,0)+
+Min[o(4,B),0(B,0)]-4{Max[o(4,B), o(B,C)]} fitr alle Tripel A, B, C.

Den Beweis wollen wir 4ndirekt durchfiihren. Wir setzen also
voraus, dass es einen Punkt A des Gebietes I' gibt, fiir welchen
die Indicatrix I nicht konvex ist. Uber den Punkt 4 kann vor-
ausgesetzt werden, dass er ein immerer Punkt des Gebietes I' ist,
denn wire 4 ein Randpunkt des Gebietes I, so wiirde es doch in-
nere, hinreichend nahe Punkte geben, fiir welche die Indicatrix
nicht konvex ist. Dieg folgt ndmlich aus der Tatsache, dass die
Indicatrix des Punktes P sich stetig mit P #ndert und dass eine
hinreichend nahe Kurve zu einer konkaven Kurve notwendig kon-
kav sein muss (es soll bemerkt werden, dass das Analoge fiir eine
konvexe Kurve falsch ist!).
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Aus der Konkavitit der Indicatrix I folgt die Hxistenz von
drei Punkten B, 0, D auf I, derart das B innerhalb des Dreiecks
4,0, D liegt. Der Beweis dieser Behauptung mag dem Leser iber-
lassen werden. Im Folgenden werden die Punkte A,B,C,D fest
gehalten. Mit P bezeichnen wir dagegen einen beliebigen Punkt
des Abschnittes 4B, der aber von A verschieden sein soll. In Ab-
hingigkeit von P sollen nun die Punkte E und § wie folgt
bestimmt werden. B (und S) sind die einzigen Punkte mit den

— = > =
Eigenschaften: der Vektor AR (A48) ist parallel zu A0 (4AD) und

—  —> ‘ — -
zugleich der Vektor RP (8P) ist parallel zu AD (A0). Bs soll
bemerkt werden, dass die folgenden Relationen gelten:

(10) P—>A D R—Aund S—A.

In speziellem Falle, wo P==B ist, bezeichnen wir die entspre-
chenden Punkte R,S mit I,,S,.

Mit o*(X,Y) bezeichnen wir nun die Abstandsfunktion der
Minkowskischen Metrik, die mit Hilfe der Indicatrix I auf der
ganzen Ebene des Gebietes I'" erklért wird.

Auf Grund eines Hilfssatzes, den ich zusammen mit Herrn
Hirlen 2) bewiesen habe, besteht (infolgedessen, dass B innerhalb
des Dreiecks ACD liegt) die Ungleichheit

0*(4,Ry)+0*(Ro,B)<¢*(4,B).

Ferner haben wir
0*(Ry,B)=0*(4,8,),
woraus

(11) e=0*(4,B)—¢*(4,Ry)—¢*(4,80)>0

ausfallt. Aus (11) bekommen wir

(12) 0*(4, B)=g*(4, Ry)+0*(4,80)+¢,

was, mib 0*(4, P) multipliziert,

(13) e*(4,P)-0*(4,B)=0"(4,R,)-0*(4,P)+0*(4,8,)-0*(4,P) +z0*(4,P)
érgibt. Da aber B auf I liegt, so hat man

(14) o*(4, B)==1.

?) 8t. Golagb—H. Hérlen, Minkowskische Geomelrie, Monatsh, f. Math,
u. Phys. 88 (1931), 387398, Vgl. Hilfssatz S. 389,
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Anderseits folgt aus Ahnlichkeit der entsprechenden Figuren:
(15) 0*(4,Ry)-0*(4,P)=0*(4,R), 0*(4,8,)-0%(4, P)=0*(4,8).
(13), (14) und (15) ergeben zusammen:
(16) 0*(4, P)=0%(4, R)+0*(4,8)+¢-0*(4, P).

Bemerken wir jetzt, dass fiir jeden Punkt X des Bereiches I’
haben wir nach Definition:

(17) o(d; X)=¢*(4, X).

In der Formel (16) kann also das Sternzeichen weggelassen
werden: :

as o(4, P)=0(4, E)+o(4, 8)+e-0(4, P).

— —
Da die Vektoren AS und RP dquipollente Vektoren sind, so
haben wir auf Grund von (4):

(19) lo(R, P)—o(4, 8)|< L-AR- A8.

Aus Stetigkeit und Positivitit der Grundfunktion sowie aus
Beschrinktheit und Geschlossenheit des Bereiches I' folgt, dass die
Werte der Funktion F(z,y;cosf,sinf) zwischen zwel positiven
Zahlen 1, u liegen miissen:

0<AF(z,y; cos B, sin ) < u<< o0,

Daraus geht hervor, dass fir irgendwelchen Punkt M der
Indicatrix I die Ungleichheiten

(20) 1 u<AM<I)A

gelten miissen. (19) und (20) ergeben also:
L
(21) lo(B, P)—e(4, 8)| < 3-0(4, B)-e(4, §).

Aus (20) folgt weiter:

(22) o(4,R)<p-AR,  ol4,8)<p-48.

Aus (10) und (22) kann man auf Existenz einer Zahl 6>0
schliessen, die folgende Implikation erfilllt:

AZ
(23) o(4,P)<b D Max{o(4,R), ol4,8) <37
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Vorausgesetzt, dass im Folgenden der Punkt Paut AB gemiiss
(23) gewihlt ist, wenden wir auf das Tripel A, R, P die charakteri-
stiche Ungleichung (9) an, wobei E statt B und P statt O einge-

setzt wird:
(24) Q(A,P)<@(A,R)+Q(R,P)+G(P)~A[T(P)]-
Hier haben wir kiirzehalber gesetzt:
(26) o(P)=Min[o(4,R), o(E,P)], 7(P)=Max[o(4, E), o(R, P)].

Durch Einsetzen von (18) in (24) bekommt man:

(26) o(4,8)+eo(4,P)<o(R, P)+0(P)-A[x(P)].
Jetzt miissen wir zwei mdgliche Fille unterscheiden, und zwar:
(27a) Q(A,R)VQQ(R,P), (27b)  o(4,R)>o(R,P).

Ziehen wir zuerst den Fall (27a) in Betracht. In diesem Falle
nimmt (26) unter Beriicksichtigung von (21) folgende Gestalt an:

o4, B)- A[e(R, P12 -0 4, P)—5-o(4, B)-o(4, 8).
Daraus folgt
(28) A[e(R,Pn;e-g‘A—-’—P—)J’-g(A,S).

Aus (18) schliessen wir aber, dass o(4,R)<<p(4,P), woraus
die Ungleichheit (28) weiter gefiihrt werden kann:

L
A[o(R,P)]>e—75-0(4, 8).
Dies zusammen mit (23) zu
29 : s
fithrt.

~ Betrachten wir nun den Fall (27b). In diesem Falle bekom-

men wir aus (26):

o(E, P) A[o(4, R)]>0(4,8)+¢-0(4,P)—0o(R,P)
oder
(4,8)4-¢0(4,P)

o(R,P)

Ao(4,R)1> ¢ —1.
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Berticksichtigt man (21) in der obigen Formel, so bekoﬁlmt man

o(4,P) od,P) L .
s e, s FUAE)

(80)  Ale(4,R)> )
14 5o, B) 1+5-e(4,R)

Aus (18) folgt jedoch o(4,8)<e(4,P). Daraus, sowie aus (23),
folgt schrittweise:
&

L
e—medR) 5

(31) 4le(4, E)]> =57

1+1§'9(A;R) 1+'§

(10) und (22) ergeben o(4,R)—>0 fir P—A. (10), (22) und (21)
fithren ebenso zu o(R,P)—>0 fiir P—A. Dies zusammen mit (8), (29)
und (31) ergibt endlich '

also

(32) <0

was einen Widerspruch mit (11) darstellt. Hiemit ist der Beweis
unseres Satzes zum Ende gebracht.
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