Sur un probléme de M. ULAM
concernant I'équilibre des corps flottants?)

par

H. AUERBACH (Lwéw).

Considérons un solide homogéne flottant dans ’eau. Pour
que ce corps soit en ¢équilibre dans une certaine position, il faut
et il suffit que le volume de la partie immergée soit conforme
a la loi d’Archiméde et que la droite joignant le centre de gra-
vité de cette partie et celui du corps entier soit perpendiculaire
3 la surface de l'eauf). Dans le cas d’une sphére, toute position
satisfaisant a la premiére condition est une position d’équilibre.
Or, Monsieur S. ULau a posé la question, s’il existe des corps
homogénes non sphériques jouissant de cette propriété pour une
valeur particulitre de la densité 9).

11 résulte aisément des théorémes classiques de Boucuer et
Durin que la condition nécessaire et suffisante pour qu’un corps
soit une solution de ce probléme est que la surface des centres
de caréne soit une sphére. De plus, on peut affirmer que dans
ce cas lellipse centrale d’inertie de la flottaison est un cercle
dont le rayon est le méme pour toute position d’équilibre.

Dans le Mémoire présent nous étudions un probléme plus
simple, également posé par M. ULam, que voici:

Quelle doit &tre la directrice d’un cylindre droit homogéne
flottant dans I'eau, afin que celui-ci soit en équilibre dans toute
position horizontale compatible avec la loi d’Archiméde?

1) Communiqué a la Société Polonaise de Mathématique, section de Lwow,
2 la séance du 10 décembre 1934,

%) Pour tout ce qui regarde la théorie des corps flottants voir P. Appell,
Traité do Mécanique Rationnelle, t. 3, Chap. 31, section 4,

% 1l est nisé de voir qu'un corps homogéne jouissant de cette propriété
pour toute valeur de la densité est nécessairement sphérique.
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Les courbes cherchées peuvent &tre caractérisées de la ma-
niére suivante. Considérons une corde variable détachant une ajre
déterminée de la courbe; il faut et il suffit que la courbe décrite
par le centre de gravité de cette aire soit un cercle. Cette con-
dition est générale; cependant, si 'on veut arriver & des résultats
simples, il parait nécessaire de supposer que la courbe soit con-
vexe ou, du moins, que tout point intérieur de la corde considérée
soit situé A l'intérieur de la courbe; dans le second cas il fay.
drait encore faire certaines hypothéses de régularité. Il s’ensui
alors que la corde est de longueur constante et divise le péri-
meétre en deux arcs de longueur constante.

La réciproque étant aussi vraie, notre probléme se raméne
aun probléme géométrique suivant: déterminer les courbes pour
lesquelles a toute corde d’une certaine longueur appartient un
arc de longueur constante.

Il est clair que le cercle est une solution de ce probléme,
Nous ne savons pas ¢'il existe pour toute valeur de la densité
d’autres courbes de cette espéce. Mais, dans le cas particulier
ol la densité du flotteur est supposée égale a 1/2, c’est-a-dire
lorsque la corde de longueur donnée doit diviser & la fois l'aire
et le périmétre en deux parties égales, le probléme comporte
une infinité de solutions. Ces courbes sont &troitement lides aux
courbes orbiformes. En effet, les courbes orbiformes peuvent &tre
regardées comme courbes paralléles de certaines courbes doubles %),
tandis que les courbes en question sont des courbes équitangen-
tielles de ces courbes doubles.

Aprés avoir obtenu la plupart des résultats exposés dans
le Mémoire présent, nous avons remarqué que la premiére décou-
verte de ces courbes est due a M. ZINDLER, Dans un intéressant
Mémoire sur la théorie des corps convexes®) ce géométre a, entre
autres, démontré V’existence et donné quelques exemples des cour-
bes qui, sans posséder de centre, jouissent de cette propriété que
toute corde divisant Paire en-deux parties égales divise le péri-

4 A. ngwitz, Sur quelques applications géométriques des séries de
Fourier, Aun. Ec. Norm. (3) 19 (1902) p. 357408 (= Mathem. Werke, t. 1,
p. 509—554); n° 4,

% K. Zindler, Uber konvexe Gebilde 1I; Monatsh, Math. Phys. 31 (1921)
P- 25—57; p, 44 - 45 et 5153,
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métre en deux arcs de méme longueur. M. ZnoLir démontre, sous
certaines hypothéses de régularité, que la corde bissectrice est
de longueur constante. Ces courbes satisfont donc aux conditions
d’équilibre indifférent. C'est pourquoi nous nous avons permis de
désigner les. courbes d’équilibre indifférent pour la densité 1/2
(y compris les cercles) comme courbes de Zindler ou COl.ll‘bCS (2).

Nous devons aussi signaler un intéressant travail de M.
Sakowski %), En généralisant certains théorémes de M. Hirakawa 7)
ce géométre a &té, lui aussi, conduit & considérer des <.:ourbes
telles qu’a toute corde d’une longueur déterminée appartient un
arc de longueur constante, Notamment, il démontre que, si pour
une courbe convexe de cette espéce Varc constant égale un tiers
ou un quart du périmétre, la courbe est nécessairement un cercle.
Avant de connaltre le Mémoire de M. Saikowsk: nous l’avo_ns
aussi remarqué, toutefois sans pouvoir démontrer son dernvle.r
théoréme d’aprés lequel, si I'arc constant est un n-iéme du péri-
metre (n>2), la courbe est un cercle. Malheureusement, nous ne
sommes pas parvenus a comprendre la démonstration qu’en donne
M. SALKOWSKI. ‘

Dans ce qui va suivre nous nous bornerons, & une seule
exception prés, 4 la considération des courbe?s convexes. Nous
ne faisons aucune hypothése quant a la régularité de ces courbes;
au contraire, nous démontrerons par exemple ql.z’une courbe con-
vexe d’équilibre indifférent admet en tout point une tangente.
C'est pour cela que certains raisonn‘ements sont. un peu l’ongs‘i
En supposant l'existence et continuité de certaines dérivées’ i
serait aisé d’étendre les résultats aux courbes non convexes et
de simplifier les démonstrations. o . -

Aprés avoir établi quelques propriétés genex"éles’ des c.m::ffe'
convexes, nous étudions les courbes convexes defqulhbre indiffé-
rent dans le cas d’une densité quelcoquue. Les résultats obtenus
nous permettent ensuite de caractét:ls.,er les courbes_ -convexef
de Zindler au moyen de quatre conditions. Ces. condltlonsl.2 pré
sentent une analogie remarquable avec celles établies par M. Rapon

‘;) E. Salkowski, Eine kennzeichnende Eigenschaft des Kre6i;es, Shb. d.
Heidelberger Akad. d. Wissensch,, Math.nat. Klasse (1934) p. 571— 'fah Math
% J. Hirakawa, On a characteristic property of the circle, . .

Journ, 37 (1933) p. 175178,
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pour les courbes i diamétres conjuguées dont la découverte est
due & ce géométre?). Nous établissons ensuite des déve.
‘loppements en séries de Fourier fournissant une représentation
paramétrique de la courbe convexe (Z) la plus générale. Enfin,
nous construisons deux exemples de ces courbes dont le premier
s'obtient en arrondissant les sommets d’un triangle équilateral et
le second est une courbe non convexe en forme de coeur.

En terminant cette introduction remarquons que plusieurs
propositions établies dans ce Mémoire ne sont pas nouvelles, du
moins pour des courbes remplissantes certaines conditions de
régularité. Cependant, au lieu de renvoyer le lecteur i d’autres
travaux, nous avons préféré donner toutes les démonstrations, de
maniére que la lecture n’exige pas de connaissance spéciale de
la théorie des courbes convexes.

Il nous est un devoir agréable de remercier Monsieur E. Or1o
qui a eu I'extréme obligeance de tracer les figures.

§1
Nous démontrerons d’abord un lemme qui nous sera utile
dans la suite:
Soient A, B deux points d’une courbe convexe C. Lorsque

le point B tend wers A, le rapport de Parc AB a la corde AB
tend wers lunité?),

Supposons par exemple que le sens 4B soit positif. Prenons
& lintérieur de C un point fixe O. Soit B’ le point d’intersection

de la demi-droite OB avec la demi-tangente positive 47, On
a, en vertu de la convexité,

AB<AB<AB+HB,
done '
AB _AF BB
l{ =g =1+ =22
S4B a5 Y as

%) J. Radon, Uber eine besondere Art ebener konvexer
Ber. 68 (1916) p. 123—128,

) M. S. Golab m'a bien voulu communiquer que ce lemme n'est pas
nouveau,

Kurven, Leipz.
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o,

AB _ snBBA BB snBAB _

ey TSR “")1 et = — -—»O,
AB sin O B4 sin OB’A

=)

s
’

puisque B BA-— O/z;ﬁ', OB A—>m— 0717, Pangle O AT étant

—— .
compris entre O et 7, et Pangle BAB’ tend vers zéro. Par con-

—,

séquent Vv ~1.

Supposons que l'on ait choisi comme paramétre la longueur
d’arc comptée dans le sens positif. Soient s, s+h les valeurs
d’arc correspondant aux points A, B. Alors on a

iy XEER—XO o gy TR —YE)
hir-}-0 AB h=>0 AB

= sin @,

oll ¢ désigne langle de la demi-tangente positive avec.l’axe_xa.
Par ce qui précéde, on peut remplacer da.ms ces relations dAB
par h. Par conséquent, chacune des fonctions x(s), y(f) admet
pour toute valeur de s une dérivée a droite et’, de méme, une
dérivée a gauche. Ces dérivées ne différent qu aux points langg-.
laires de la courbe dont Pensemble est au 'plus denOfn'bl"alb e. Si
la courbe ne posséde pas de points angulaires, les dérivées

: d .
_g..;- == GOS8 (p, 7‘5’ = sIng

i 2 la
existent pour toute valeur de s et sont continues, a cause de .
, & i g nte
convexité; de plus, I'angle ¢ étant une fonction non décroissa
»

4 a-di ' i ur presque
. de s, la dérivée 9P  est-a-dire la courbure, existe pour presq

ds’

tout s. .
§ 2.

Soit C une courbe convexe. Désignolns' par PQ ,une cor(cii:
de cette courbe détachant une aire d'étermmee. ]..orsj;:p(l2 unle co(:int
variable P’Q’, détachant la méme aire, tend versh ’eed?enes
dintersection M de ces deux cordes tendb. surP}:W .;c/u:t o
vers le milieu. Fn effet, si Pon écrit que les aires
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sont égales, en s Yinté 1 :
gales, e servant de lintégrale 5 [1°dp, on voit sans

peine qu’il existe une corde intermédiaire passant par M telle que
c‘e point est son milieu. Les deux segments de cette corde dif-
férent infiniment peu des segments correspondants de PQ et
P’Q’ et tendent vers PQJ2.
’ Réciproquement, supposons qu’une corde, faisant avec laxe
x Iar?gle u, varie d’une facon continue avec u de maniére que
le point d’intersection des cordes (u), (u+¢) tende vers le milieu
de _la corde (u) pour ¢— 0. Alors l'aire détachée par la corde
Yar’la.ble est une fonction continue de Plangle u et on vérifie
a .lalde de la méme formule que la dérivée de cette fonction
existe e't est toujours nulle. L’aire détachée est donc constante,
Des.'lgnons par PQ une corde déterminde et par P’'Q’ une
corde voisine détachant la- méme aire.

Soient

SE,m)  le centre de gravité de Paire P/mQ

’S’ (S ,’ 77/) » ” » ” ” » P'm n Q’
1 (Ell 771) » » ” ” » ” PZP,M
265m) o, MQnQ
Désignons encore par A Iai == P ’

a Paire PLP'M — MQn (. e FImQ=PmnQ et par

lane ¥y 1”1 n Q Ml en COIlSldél alll' Cette aire comme Ci ]llg'r ce SOlt
O pOS y

de PimQ et MQnQ’, soit de P'mnQ’ et PIP’M. On a donc
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A»-i—a«”” iiii AS'+ad;

Ata A+a ’
An+an, An'+an

A+a A+a

A (; [ g) == a (gg— §1)7
A ('?,— n=a (772_" 771)’

ce qui montre que les droites S.S’ et 12 sont paralléles.

Pour ¢ 0 le point 2 tend vers une position limite. En
effet, il est le centre de gravité de l'aire M Qn Q' qui se compose
du triangle M Q Q' et du segment QnQ’. Soient p, ¢ les aires
et (5, M), (3, m,) les centres de gravité de ces deux figures.
Alors

wr q - ’ q "

52-" T 5np 772+ - ’72
“:‘:2 P - '72 e pq
142 1+-L
P P

Le quotient 9 tend vers zéro avec 'angle &, car g ne sur-

passe pas l'aire du triangle QQ'Q" dont le cdté QQ’ est com-
mun avec le triangle M Q Q’, tandis que P'hauteur correspondante
tend vers zéro (QQ” est la demi-tangente positive en Q). i
suffit donc de trouver la position limite du point (§;, #,). Or, en
se servant des formules pour les coordonnées du centre de gra-
vité d’un triangle, on démontre sans peine que cette poiiion
existe et que clest le point situé sur PQ i distance PQ[6
de Q. Le point 1 tend de méme vers le point situé sur PQ

3 distance P Q6 de P. Par conséquent, la droite 12 tend vers
la position limite PQ, donc la droite S.S’ vers une position limite
paralléle & P Q. La courbe des centres de gravité admet donc
une tangente continue qui est toujours paralléle a la corde cor-
respondante. Cette courbe est donc convexe. Nous allo‘n_s main-
tenant montrer quelle admet une courbure continue positive.
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Le rayon de courbure est par définition la limite du rapport
de Parc 35 2 langle ¢. En vertu du lemme démontré dans le

81, on peut remplacer dans ce rapport larc S8’ par la corde
S5= —% 12. Or a= —;— [;‘2d¢, ou r, ¢ désignent les coordon-
0

nées polaires d’un point variable sur 'arc QnQ’, par rapport
— 2

_Q) —

2

. . a 1 -2 1
4 lorigine M. On a donc =y *——>~2—(

/

- . KY )
comme 12 ~~>—§—PQ, il en résulte que le rapport %; ------- a bien

une limite

)
) 0= —Tra-

Le rayon de courbure ¢ varie d’une fagon continue avec la

corde PQ.

§ 3.

Nous supposons dorénavant que la courbe convexe C pos-
séde la propriété d’équilibre indifférent, c’est-a-dire que la droite
joignant le centre de gravité .S au centre de gravité G de la
courbe C est toujours perpendiculaire 2 la corde PQ. Elle est
donc toujours perpendiculaire & la tangente de la courbe des
centres de gravité, ce qui montre que cette courbe est un cercle
au centre G. Le rayon de ce cercle étant donné par la for-
mule (1), il s’ensuit que le segment PQ est de longueur con-
stante. Cette longueur sera désignée par d.

. . P ’

Nous prouverons maintenant que lim ——— =1, On a

£->0 QQI

— P MY+ 2B . PM (1— cos ¢),

—2

Pl
QQ'=@Q@M— QW'+ 2QM . T (1— cos ),

PM+MQ=PM+MQ’, donc BM — B jf — MQ’ — MQ;

’
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par conséquent

— e 2 (P?TJ PTM — QM . QM)
QM — Qmy

1— cosa

2

+20M.Q'M

Par ce qui préecéde, le numérateur du second membre
de (2) tend vers zéro. Le dénominateur reste supérieur i

20M . Q" M- d’|2. Par conséquent PP'|QQ’—1. Envertu du

lemme du § 1 on a aussi lim W/é—(?’:—— 1. Si Pon introduit la
e 0 .

longueur d’arc comme paramétre et si 'on désigne par s, o les

. o do
valeurs d’arc correspondant aux points P, Q, il vient — =1;

ds
Parc PQ est donc de longueur constante. Nous désignerons cette
longueur par /. |
Réciproquement, supposons qu'une courbe convexe jou?sse
de la propriété qu’a toute corde de longueur fixe o appartlfznt
un arc de longueur constante. Le premier membre de I'équation
(2) tend alors vers zéro. Le numérateur du second membre tend
donc aussi vers zéro, car le dénominateur reste borné, En effet,

on a y
QM — QM ztr&?i,
QM+ QM ctg —;—
done
o g @+ L5
1-— cos e

2 &
2 cos 5
Pour &-- 0 Dangle ¢ tend vers langle ¢ compris entre QP et
la demi-tangente positive en Q, donc
-

tg - ﬁ’; £ est donc borné.

p—p w5 . B—=F ctg f;
L e

Studin Mathematica, T, VIL
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En remplagant dans la relation
PM.PM—QM.QM-~0
QM par d — PM, QM par d — P’V
on obtient d(PM + P°M — d) — 0 ou PM + P M — d;
il en résulte que PM — %, PM — —g—, puisque
|PM — P"M| < PP'— 0.
En vertu d’une propriété établie dans le § 2 nous pouvons donc
affirmer:

Lorsqu’une courbe convexe (ou un arc convexe) jouit de la
propriété qu'd toute corde d’une longueur déterminéde appartient un
arc de longueur constante, alors laire détachée par cetle corde
reste aussi consianie.

PP’ sin €
On a = ——
P sin @
sin@ PP’ Q'M R
sin & W PM
demi-tangente positive en P avec PQ et par § 'angle de la
demi-tangente positive en Q avec QP, on a donc sin & == sin 3
et par suite c§=/§ ou ¢4 pF=um. Il est aisé de voir que c’est
toujours la seconde relation qui se présente. Si par exemple
Pangle @ est aigu, on aura pour ¢ suffisamment petit 2’M < PM,

donc Q"M > QM et > (. Comme g+ @'~ m, Pangle p sera

i —_— 0= =
> 5 donc = «. Pareillement, si «, g sont les angles faits par

S

sin &
M sin 8’

|

donc

Q

1. En désignant par « I'angle de la

les demi-tangentes negatives en P, Q avec la corde PQ, ona
¢+ =r. En ajoutant les deux relations on obtient

@+a) + @E+p) = 2.

Mais, en vertu de la convexité, &+;<n, f+0 << m. Il faut donc
que ¢+a=m, f+F=m. Cela montre que la courbe C admet
une tangente continue. De plus, les angles intérieurs formés par

les tangentes en P, Q avec la corde, situés sur le méme coté de
celle-ci, sont égaux.
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§ 4

Soient ¢, Y les angles formés par les tangentes aux points
P, Q avec l'axe x, ¥ Pangle de la corde PQ avec la tangente
positive en P et u=qp+ 9
Pangle de la corde PQ avec
I'axe x.

Lorsque le point P décrit
la courbe C dans le sens posi-
tif, Pangle u croit d’une facon
continue et subit un accrois-
sement total de 27. On peut —
donc considérer les angles // ’
¢, ¥, ¥ comme fonctions con- ©“ 7A A
tinues de u de période 2.

En vertu de I’égalité d’angles constatée dans le paragraphe
précédent, on a

(3) Y- =2,

donc ¥ ==u—¢=y—u. Si donc u;, u, sont deux valeurs
arbitraires du paramétre u, il vient

¢ (ug) — (u1) == (u[’" ul) - [q) (112) — @ (u1>]
= [‘/J(uz) - w(ul)] — (u— )

Les fonctions ¢ (u), ¥ (u) étant non décroissantes on voit
que la fonction ¥ (u) satisfait & la condition de Lipschitz:

|9 (uy) — & () | < | uy—uy |

. dd
Elle admet donc presque partout une dérivée — dont le module

est < 1.
On peut aussi regarder les angles ¢, ¥, ¢, u comme
fonctions continues de larc s. En passant dans la relation

S0E . SDT (p.130) & la limite, on obtient

PP PM
du

“4) —_— == % sin 7.

w
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Il en résulte que les angles u, <, considérés comme fonctions de
s, satisfont aussi 3 une condition de Lipschitz. L’angle ¢ ==nu-—Y

. e . dg )
jouit donc de la méme propriété. Sa dérivée -—CRB existe pour
presque tout s, c’est la courbure de la courbe C. En remplagant
dans la relation (4) Pangle u par ¢+ & on obtient I'équation

. différentielle

(4% dy 2

ds  d
remplie pour presque tout s %),

Réciproquement, supposons qu'une corde de longueur con-
stante d, issue du point (s), se déplace de maniére que 'angle u
qu'elle fait avec laxe x satisfait a l'équation (4). Les coordon-
nées de lautre extrémité de la corde sont alors

snn0'+~1—-=f:0
¢

x;=x+dcosu, y~=y+dsinu

et on a
I osgp— dsing DL — cosp—2 s (p+9) sin
Js oS¢ sin u —— wcosP sin (p sin J,
4o d du 2 9) sin 9
Ts == gin @ + cosu—gs—wsm(p-l— cos (p -+ ) sinJ,
ou
dx dy ) '
Elzcos(q)+2{i), d—sl—::sm((p-FQm’)').

Par conséquent la longueur d’arc détaché par la corde est con-
stante. Il en est de méme de laire (voir p. 130).

Lorsque la courbure est continue pour tout s, I’équation (4)
est équivalente a (4%). Si donc l'angle ¥ compris entre la corde
et la tangente positive satisfait a cette derniére équation, les
conditions d’équilibre indifférent seront remplies. Il est aisé de
voir que cette conclusion subsiste dans le cas ot la courbure
admet un nombre fini de discontinuités de premiére espéce.

1) Cette équation a été rencontrée parBianchi. Si 'on pose z=tgy,

elle devient une équation de Riccati. Voir R. v. Lilienthal, Vorlesungen iiber
Differentialgeometrie, t. 1 (Leipzig, Teubner 1908) p. 29091,
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Désignons par L le périmétre de la courbe C. En intégrant
les deux membres de I'équation (4*) entre O et L, on obtient la
relation '

L
5) fsin&dszdn.
0
De méme, l'intégration entre s et s+ / donne

sl

G(s+1) — 9) + 9 — p — % fsin 9ds
ou, en vertu de (3),
9 s+ '
©) FHD + () = = /sin 9ds.

s

En intégrant les deux membres de cette équation entre O et L
on obtient
!

L 2 L
2f0'a’5= = fdsfsin S(s+i)di
0 0

4]
ou, en tenant compte de (5),

L
) /9‘a’s = Im.

La formule (3) donne
1 1 9 dJ

® =g
En portant dans (4%), on obtient encore

1 1 4
9 4 — = = sin¢,
® te Te, "4

Les deux dernigres formules sont valables pour presque tout s.

§ 5.

Avant d’aller plus loin, nous résumons les propriétés établies
des courbes convexes satisfaisant aux conditions d’équilibre in-
différent:



134 H. Auerbach.

1°. La courbe C admet en tout point une tangente.
2°. La corde PQ est de longueur constante d.

3°. L’arc PQ est de longueur constante /.

4°, La tangente positive en P fait avec la corde PQ le
méme angle ¥ que la tangente negative en Q.

5°. Cet angle, considéré comme fonction du paramétre u,
jouit des propriétés suivantes:

) 0 <Hw) <m,
(I 9 (u+2n) = I (u),
am |9 Gt) — & ()| < ity ],
27
(V) / ctg J (u) { Z::} du == 0 1),
]

6°. L’angle ¥, considéré comme fonction de 'arc s, satis-
fait & une condition de Lipschitz et remplit pour presque tout s
'équation différentielle

) do 2

ds d St

‘ 1
nd + — =0,
0

§ 6.

Nous supposerons dés maintenant que la courbe C posséde
la propriété d’équilibre indifférent pour la densite 1/2. Cela vaut
dire que la corde PQ divise I'aire de la courbe en deux parties
égales. Il en est évidlemment de méme du périmétre. Nous som-
mes ainsi amenéds A considérer la classe des courbes convexes
de Zindler définie dans lintroduction. Dans ce cas particulier, les
~ valeurs du paramétre u relatives aux points P, Q different évi-
demment de 7. En outre, en vertu des 1°, 4° (§ 5), on peut
remplacer la propriété (II) de l'angle 4 par

) 9@ + 9+ m) = 1.
D’aprés le § 1, les coordonnées x, y admettent pour toute
valeur de s des dérivées continues g’? = cos (, —Z——Z— == sin(ﬁ,

") Les relations (IV) se démontrent de la méme fagon que dans le cas
particulier étudié dans le paragraphe suivant.
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. e . x d
donc, en vertu de (4), aussi des dérivées continues o FL% .
u

On a
dx _ d cos(u—9)

d

2 sin ¢ 2
dy d sin(u—9) d
2

l

(cos u ctg ¥ + sin u)
(10)

du 2 sin &

fl

(sin u ctg ¢ — cos u).

La courbe C étant fermée, il s’ensuit, en tenant compte de
(1%, que

a

" t cosu’]v o
o) / ctg 9 (u){sinujda~0.

0
D’aprés les propriétés (I), (lll) de Pangle ¥ (§ 5), la fonction
- ctg ¥ (u) satisfait & une condition de Lipschitz. Son dévelop-

pement en série de Fourier est donc absolument et uniformément
convergent %), En vertu de (II*) et (IV*), ce développement aura
la forme

D) & etg o) = Daye c0sQh+ D ut 'y s sin@ht D

En portant cette expression dans les formules (10) et en
posant a;==a;==0, on obtient

dx d &1 Ugpqa T Ay
a1 ) smu-i—ké;[ 5 cos u

’ I3
a +a,, .
2t 26=1 6in 2k u],

2
an d d 2 a k+1—a/2k 1
a4y - 2 2 - 2k
du 5 cos u +k§ I 5 cos u
e las! ;— T2kt sin 2k u]

12) Voir par exemple A. Zygmund, Trigonometrical series (Warszawa—
Lwéw, Monografie Matematyczne 1935) p. 135.
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On a donc
’ d 2yt aly,
X=X, — = cos u + 3 |— : cos 2k u
0 2 = l 4k
Qg1 T Ayp g, :
+ Y sin 2 & uf,
(13)
© g —a,
y=~‘y0~—%~sinu+2[ Zk+l4k 2621 cos 2k u

k=1

: ’ ,
TS gy
Xy, Y, désignant des constantes dintégration. Nous avons ainsi
obtenu une représentation paramétrique de la courbe C.

Réciproquement, supposons qu’on se donne la série trigono-
métrique au second membre de (11), représentant une fonction
qui satisfait & une condition de Lipschitz, dailleurs quelcon-
que. La fonction ¥ (u) définie par I'équation (11) et Pinégalité
0 <9 (u) < satisfaira & la condition |& () — 9 () | < | u,— u,|
pourvu que la constante d soit suffisamment grande. En dérivant
les formules (13) on retrouve les formules (12) et (10). Les der-
niéres formules donnent succesivement

G e

du dul  4sin’9’
ds d
du ~ — 2sind’
dx dx du v dy dy du

ds T duds —Eese—), o= grage = £ sin—9),
p=u—Y ou =gy -—Y 4 m,
En vertu des propriétés de la fonction 9 (u), Pangle @ est

une fonction continue non décroissante du paramétre u et aug-
mente de 27 en méme temps que u. Par conséquent, la courbe
représentée par les équations (13) est convexe.

On a d’aprés ces équations

x(u-+nm) —x@=dcosu, y(+n)—y)=dsinu.
La corde joignant les points (1), (u+7) est donc de lon-
gueur constante d et fait avec I'axe x I'angle u. On en conclut
que le paramétre u croit dans le sens positif et que larc s sera
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compté dans ce sens si 'on choisit le signe + dans les formules

. d
précédentes. Comme la dérivée -ﬁ prend la m&me valeur pour
u et u+z, la corde en question partage le périmétre en deux
arcs de longueur constante, nécessairement égaux. Il en résulte
(voir p. 130) qu’elle divise aussi l'aire de la courbe en deux par-
ties égales. Les équations (13) représentent donc une courbe (Z).

Nous avons ainsi démontré:

Si d désigne une constante positive et % (u) une fonction de
période 27 jouissant des propriétés: .

) 0<H@ < m,
(1 S (a) + H(u+ 7)) =,
(“I) | & (UQ) — (ul)l < | uy— 1y | »
(v ‘[dga(w{gf:}duz:m

0

alors les équations (13), out les coefficients a, a’ sont définis par
le développement (11), représentent la courbe convexe (L) la
plus générale.

En vertu de (4), (II*), le périmétre de la courbe est

sin &

Fod

(14) L:df—l—.
' 0
Son aire se calcule & 1’aide de la formule
27
Loro,dy dx
F=vg [(gh—y 3D du
0

En se servant de la formule de Parseval, on trouve

2 = 1 ' ’
09 F=fn— g 5 g e )

k=1

. dx d
On peut aussi remplacer les dérivées Tu’ }7% par les expres-

sions (10) et les fonctions x, y par les intégrales de ces expres-
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sions. En tenant compte des propriétés (II*) et (IV) de P'angle 9,
on arrive aprés un calcul facile & la formule

2 .
(15% F= Z— [n + [{ctg 9 (u) ctg ¥ (@) sin (u — v) du dv|,

ot Pintégration s'étend sur le triangle limité par les droites
=0, u=m, u="2.

Il résulte immédiatement des formules (14), (15) que, parmi
toutes les courbes convexes (Z) dont la corde bissectrice est de
longueur d, le cercle de diamétre d atteint le plus petit périmétre
et la plus grande aire. Il serait intéressant de déterminer les
courbes de périmétre maximé et celles d’aire minimée. Probable-
ment, la courbe triangulaire (§ 8) fournit la solution d’au moins
un de ces problémes. Nous espérons de revenir sur cette que-
stion 1¥),

D’aprés un théoréme de Hurwirz4), la fonction ctg < (u)
s’annule pour au moins six valeurs différentes (mod 2 7). En
tenant compte de la propriété (lI¥) on peut affirmer qu’il existe
au moins trois cordes bissectrices perpendiculaires aux tangentes
en P, Q. Ce nombre est atteint dans le cas de la courbe trian-
gulaire.

§7.

Lorsque le point P décrit la courbe C, les cordes PQ en-
veloppent une courbe C’ qui est le lieu géométrique de leurs
- milieus (voir p. 125—126); c’est la courbe double de Hurwirz. Les
€quations de cette courbe sont

| X(0) — x(u)+;c(u+n) — ) + _g_cosu
(16)
Y(ll) — y(u)"i"‘g(ll'l"m) —_ y(ll) + _g sin .

Les fonctions X(u), Y(u) admettent des dérivées continues.
On obtient & l'aide. des formules (10)

%) Un probléme analogue relatif & l'aire des courbes & diamétres conju-
guées de M. Radon #), proposé récemment par M. K. Reinhardt (Abh, Math.
-Sem, Hamburg 10 (1934) p. 230), a été I'objet de ma Thése de doctorat (1930)
qui sera publiée dans ce Journal. La solution est conforme aux prévisions de

M. Reinhardt,
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dX d . dY
(17) a7 ctg ¥ cosu, Ta = —[21— ctg ¥ sin u.

3 p 1 Y . LY
D’aprés ces formules, la courbe C’ est régulitre en tout point ol

ctg # 4 0 et y admet un rayon de courbure égal a -‘21,— ctg I,

représenté par la série (11).
Les formules (16), (17) montrent qu’on obtent la courbe C
en portant sur les tangentes de C’ le segment % (dans l'une

ou lautre direction), elle est donc une courbe équitangentielle
de la courbe C’. Le fait que le rayon de courbure de C’ est

égal & —-ctg & est en accord avec une propriété bien connue
des courbes équitangentielles 14),

Les courbes paralléles de la courbe C’-sont données par
les équations

(18) x(u) = X @) + ;0 sinu, Fu) =Y (@) — %‘1 cos u,

dx 1 . d 1 oy s
19 —E—Jz?(ao—l-dctg«f) cos u, —‘%:Y(ao-}ﬂdctgm})smu,

ot a, désigne une constante.

En vertu des propriétés (I)- (lll) de Pangle &, T'expression
a,+ dctgd est positive pour g, suffisamment grand et tout u
et alors les équations (18) représentent une courbe convexe dont
le rayon de courbure est (q,+ dctg #)/2. C'est une courbe orbi-
forme, parce que ses tangentes aux points (u), (z+ ) sont paral-
leles et de distance constante a,. '

I suffit que a, soit > d. En effet, considérons le triangle
isocele formé par les tangentes de la courbe C aux points P, Q
et la corde PQ. La courbe C étant convexe, il s’ensuit que la
longueur de V’arc contenu dans ce triangle, c’est-a-dire le demi-
périmétre, est moindre que la somme des cdtés égaux:

L d 2d

Reell e N3 —_—,
5 <|cos«‘)‘| ou |cos &| < T

1) Voir G, Loria, Spezielle algebraische und transzendente ebene Kur-
ven, t. 2 (Leipzig, Teubner 1911) p. 194.
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2 .

Or L > nd (voir p. 138), donc | cos ¥ | < %’ | ctg ¥

et 1+ ctgd > 017,
En prenant a;= d on obtient une courbe orbiforme convexe
dont P’aire s’exprime par la formule (15). On peut donc dire:

Lorsqu’un carré rigide se deplace dans son plan de maniére
qu'une de ses diagonales demeure la corde bissecirice d’une courbe
convexe (Z), l'autre diagonale coincide avec la binormale d’une
courbe orbiforme convexe de la méme aire.

§ 8.

Les formules (13) permettent de former une infinité d’exems-
ples des courbes convexes (Z). Si les nombres a,, @, tendent
assez rapidement vers zéro, on obtiendra une courbe analytique;
lorsqu’ils sont nuls & partir d’'un certain n, la courbe sera ra-
tionnelle.

Nous allons maintenant construire deux exemples en nous

servant de I'équation différentielle (4*) avec d ==2 et —%~ =0:

(20) % — sin 9 = 0.

L'intégrale de cette équation est donnée par la formule

. & s \()‘()
(21) tg—z—’“““etg?;

ol ¥, désigne la valeur de I'angle & pour s = 0. Si donc une
courbe (Z) contient un segment, la formule (21) permet de déter-
miner 'angle J le long de ce segment et, par suite, arc de la
courbe décrit par 'autre extrémité de la corde bissectrice.

a) Soit M N un segment de longueur 2a. Considérons un
point mobile P parcourant ce segment dans la direction M N;
soit s = M P. Déterminons l'angle ¥ le long de M N par la va-

o 9 1
leur initiale ¢ == 7/3. On aura donc th =7 e’. Nous de-
%) D’aprés cette évaluation, 'angle & est toujours compris entre 50° et
130°% On peut démontrer que les limites exactes sont 60° et 120°; elles ne
sont atteintes que dans le cas de la courbe triangulaire.
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mandons encore que la valeur de ¥ correspondant au milieu de

MN soit égale i 7|2, c’est-a-dire que ;—_e":l ou a:%lg 3.
v

Lorsque le point P décrit le

segment MV, autre extrémité

du segment de longueur d=2,
issu de P sous langle ¥, dé-

crit un arc M'N’ symétrique
par rapport a la bissectrice
du segment MN. La valeur
finale de langle & en N est
2m/3. Les droites passant par
M’, N', paralléles & NN’ re-

spectivement M M’, sont les

tangentes de larc M'N’ en
ces points comme on peut
vérifier directement, c’est aussi une conséquence des proprié-
tés de langle 9 (p.132 et p. 130 en bas). On obtient ainsi
un triangle équilateral A B C. Déterminons les points R, R’ de
maniére que BR=M'C= MA et AR'= N'C= NB. Les
ségments RM’, RN’ sont de
longueur 2a et la construc-
tion précédente leur fait cor-

respondre deux arcs: R'M et

R'N.Lacourbe MNRM'N'RM
ainsi obtenue est une courbe
convexe (Z). Elle posséde trois
axes de symétrie, son pé-
rimétre est 12a = 61g3
= 6'59167, son aire

— 2
2\/3[12; 9—(%3) —1]
= 3'10206.

N b) Soient P un point mo-
bile décrivant le segment M N
et PQ le segment de longueur d= 2, issu sous l'angle ¢ déterminé

par P'équation (20), ol s = MP. La position initiale de ce seg-
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ment étant M M’, nous demandons que sa position finale NN’
soit situde sur la bissectrice de M M’. 1l faut alors que la valeur

finale de I’angle ¥ soit .

0
g 1ty

4,/ () T \ —
G = P+ 5 donc tg—Q—— ~~~~~ = ———\9;)—
Cette valeur correspondant & s == MN = ——~1v--7-.--~-~ , on doit avoir
cos ¥,
Jy .
1+tg 5 Y
g, ¢ &y
,“}v

ou, en posant tg 2~(>) = )_"

A+
1—1
e =

|

=

S A
t(l—1¢) °

Il est aisé de voir que cette équation admel dans (0,1) une
seule racine; on trouve { == 0'540370 ou = 56° 46’ 15".

L’angle 3, étant ainsi choisi, le point Q décrira un arc MN',
Cet arc et I'arc symétrique par rapport a la droite V/V/ composent
aveg les segments M N, NM’ une courbe (Z) non convexe en forme
de coeur. L’aire de cette courbe est 2 tg J,== 305293, son péri-
métre —0—4——~ = 729942,

{
0s Y,

(Regu par la Rédaction le 27. 8. 1937).

Addition faite pendant la correction des épreuves: Nous
avons omis d'ajouter 4 la condition nécessaire et suffisante de la page 121 et
celle de la page 122 (en haut) que le centre de la sphére, respectivement du
cercle, doit se confondre avec le centre de gravité, Nous ne savons pas, en
effet, si cela résulte de la condition du texte. On voit sans peine qu'il en est
ainsi dans le cas ol la densité == 1/,.

A la note %) de la page 123 ajouter: voir aussi H. Gericke, Einige
kennzeichnende Eigenschaften des Kreises, Math. Zejtschr. 40 (1936) p. 417—42Q.





