Zur Theorie der Systeme linearer Gleichungen (II)
von

M. EIDELHEIT (Lwéw),

In Verallgemeinerung einer frilheren Arbeit!) werden hier
Bedingungen angegeben, damit ein System von Gleichungen

@ Za;kgk:“: 7 (i=1,2,...)
=1

fir jede Folge {7} auflosbar sei. Von der Folge {§,} setzen wir
dabei nur das Notigste voraus, d. h., dafl die Reihen in (1) kon-

vergieren.

1. Satz [%). Damit die Gleichung (1) fir jede Folge {n}
eine Ldsung {§,} besitzt, ist notwendig und hinreichend, daf die
folgenden Bedingungen erfiillt sind :

1° die Zeilen der Matrix (ay) sind linear unabhdngiy;
2° fiir jedes positive ganze p gibt es ein positives ganzes i )

so daf fir i>i und belicbige Zahlen b, 4,..., 5 (he=0) die
Reihe 2(1.1 a,+4a,+...+2%a,)§, von den Reihen
k=1

o0

2 ‘ 20,,,k§k ‘ (»=1,2,...,p)

k=1

konvergenzunabhéingig ist.

) M. Eidelheit, Zur Theorie der Systeme linearer Gleichungen, Studia
Math. 6 (1936) p. 139—147. Es wird im folgenden die Kenntnis dieser Arbeit
vorausgesetzt,

?) In dem Fall, daB die Matrix (a;;) zeilenfinit ist, bleibt nur, wie leicht
einzusehen, die Bedingung 1° iibrig. Vgl.: O. Toeplitz, Uber die Auflosung
unendlich vieler linearer Gleichungen mit unendlich vielen Unbekannten, Rend.

Palermo 28 (1908) p. 88— 96.
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Dabei heifit die Reihe Eck §. von den Reihen (2) konver-

k=l

genzabhdngig, falls Folgendes gilt:

a) sind die Reihen (2) konvergent, so konvergiert auch
&
k=1

b) ist a,=0 fiir v=1,2,...,p, so verschwindet auch c,-

Beweis. Wir diirfen offenbar annehmen, daB es in jeder
Kolonne der Matrix (a,) ein von O verschiedenes Element gibt.

Betrachten wir nun die Menge £ aller Folgen {&,), Hir
welche die Reihen in (1) konvergieren. Bei den gewodhnlichen
Definitionen der Verkniipfungen bildet £ einen linearen Raum.
Setzen wir noch fir xeE, x={§}

3) . | x],= sup |k2a,.k§k| (i=1,2,...),
1

m=12.

so wird E, wie leicht einzusehen, ein Raum vom Typus (By. In

diesem Raum bildet die Folge {¢,}, e~ {£"}, §"=0 fir k% n,

£W=1 (n=1,2,...), eine Basis. Jedes lineare Funktional f(x)
ist daher von der Form

4@ Fx) = g’c,; g

Wir behaupten nun, dal die Ungleichung n(f) <p mit
der Konvergenzabhingigkeit der Reihe (4) von den Reihen (2)
Aquivalent ist.

Es sei namlich
‘ . : p
6)) f) <M x|,
=1

wobei M > 0 von x unabh'eingig.ist. Wir bezeichnen mit {,} eine
beliebige Folge, welche fiir {£,} eingesetzt die Reihen (2) kon-
vergent macht, und wihlen N so, daff fir r >N, s> N

(6) |2amk§k|<8 (”=1:2:'~'$P)
k=r

gilt, wo & eine gegebene positive Zahl ist. Es ist dann, fiir
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. . . e 0
X, = {gio)}, éio)-«"-: & fiir r <k <s, sonst «f:i =9,

das Element x, in £ enthalten, und nach (3), (4), (5)

m

s P
|20k§k|<M2 {?‘ax‘zam-ké‘klr

= P==] TEMIES oy

also nach (6) | Xe¢,b,| < Mpe, womit a) bewiesen ist.

e =r

Setzen wir jetzt in (5) der Reihe nach x==e¢, ein und

P
beriicksichtigen (3), so ergibt sich |¢,| <M X|a,,| (k=1,2,..),
v ==l
woraus b) folgt.

Nehmen wir nun an, dafl die Bedingungen a), b) erfiillt
sind. Es sei {kj}::{kj(f’)} eine solche Teilfolge, dafl fir k=14k;
und nur fiir diese k nicht alle a,, (v==1,2,...,p) verschwinden,
Wir betrachten dann den Raum E£* aller Folgen {{}, fiir welche
die Rethen

o]

Z’a,.ka:j (’/=1,2’”-’P)’

j=1

konvergieren. Setzen wir fir ze E¥%, z={{}

™ el= 3 sup | Sa,

p=1m=12.. j=1

so wird ersichtlich £* ein Raum vom Typus (B). Da nach a), b),

m

chjgj konvergiert und da chjé'j (m=1,2,...) lineare Funk-
j=1

j=
tionale in E* darstellen, so ist nach einem bekannten Satze auch

o
chjt:j ein lineares Funktional in £* Es ist daher fir ein ge-
j=1

wisses M >0 und fiir jedes z¢ E£*

€)) | 2, §I<M|z].
j=1
Ist nun x¢£, x={§}, so hat man {{}== {Ekj}_eE"‘ und nach

2), b), (7) und (8)
o0 . 00 . P m P
|20k§k12120k.§,,.|\<M2 sup lzamkﬁk.lmM,Z\XL.
o PRy A jet 9T

==l M=l 2500 ¢ @ =]
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also gilt (5) und die Aquivalenzist bewiesen. Nun sind £, (x) = jaik g,
k=1

lineare Funktionale in £ und der Satz folgt aus dem Satze 2
der unter ) zitierten Arbeit.

Die dortigen Bemerkungen 2 und 3 ergeben bhier:

. Es sei das System (1) fiir jede Folge {n} auflésbar. Es
gibt dann fiir jedes posiiive ganze p ein positives ganzes i,, so daf
aus i>1,, a,~0 (k= k](.p), j=1,2,...) die Existenz einer Folge

{§,) resultiert, fir welche die Reihen (2) konvergieren und

o0
2 a,§, divergiert.
k=1
. Gibt es fiir jedes positive ganze i eine Folge {£.}, so daf$

die Reihe X a,,§, fiir v=1,2,..., i konvergiert und firv=i+1
k=1
divergiert, so hat das System (1) fiir jede Folge {1} eine Losung?).

2. Wir wollen nun gewisse Relationen fiir die Folge {c,}
ableiten, welche mit den Bedingungen a), b) #quivalent sind.
Aus (5) folgt zunichst fir K=pM

@D m

i20k§k|\<K max sup |2a,,k§kl,
k=1 r=1,2%.,p m=12. p=1

sobald die Reihen (2) konvergieren. Folglich hat man, wenn

£,&,..., & beliebige Zahlen sind,

) " m
) |ch§k|\<K max |20N"§kl,
k=t ot SR E=1

Wir betrachten nun die Menge Z der Punkte (f;, %, %)
des n-dimensionalen euklidischen Raumes, fiir welche es Zahlen
g, v=1,2,...,p; m=1,2,..., n) gibt, so daB

3) In gleicher Formulierung lassen sich auch der Satz 3 und die Bemer-
kungen 4, 5 der unter?) zitierten Arbeit aussprechen (die Bemerkung 5 wird
verschirft); es ist nur fiberall in den Satzen I, I, Ul ,konvergent* durch
sabsolut konvergent® zu ersetzen. Wir benutzen noch diese Gelegenheit, um
auf ein Versehen in der dortigen Bemerkung 4 aufmerksam zu machen. Es
soll dort namlich

. laggl=+laggl ..+ la,l statt lim lagp |+ lag ..+ la,, |
=1,2,... Lol e lapr ]
stehen.
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3 Dlp,, <1 und Z’t b Y Z’ﬁ,,,,(a,1~1 teta,b)

=1 m==1 L

ist. Wir behaupten, dal der Punkt (¢;/X, ¢,/K, ..., ¢,/K) zu Z gehért.
Andernfalls gibe es, da Z ein konvexer Kérper mit dem Nuli-
punkt als Mittelpunkt ist, eine Ebene & ¢ +&,4+...+ & ¢ =1,

Ik n

die den Punkt (¢,/K, c)/K,..., ¢ [K) von Z trennt. Es wire dann

1 Z c
T 2¢5>1 wd | X481 <1 fiir (4, 4,...,t)eZ,
k== k== .

also insbesondere | 3'a,, &,| <1 (m==1,2,...,n;v==1,2,..., p).
k=1

Das widerspricht aber der Ungleichung (9). Wir haben also das
folgende Resultat:

Wenn a) und b) erfiillt ist, so gibt es fiir jedes n Zahlen
y 0 =1,2,...,p; m=1,2,...,n), so daf

Z’Zln"ﬁkK

v =l m==1
und

-3 @y P gt e 72 (k=1,2,...,n)
v=1
gilt, wobei K>0 von n unabhdngig ist.

Umgekehrt folgt aus diesen Relationen sofort (9) fiir belie-
biges n und daraus ergeben sich, wie wir friiher gesehen habeén,
die Bedingungen a) und b).

(Regu par la Rédaction le 15, 6. 1937),





